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Анализируются резонансные движения малого космического аппарата относительно центра масс
при развертывании тросовой системы. Развертывание тросовой системы осуществляется с базового
космического аппарата, совершающего движение по околоземной орбите. Малый космический ап-
парат совершает угловые движения относительно направления троса, причем сила натяжения троса
изменяется по заданной программе. Малый космический аппарат представляет собой тело враще-
ния и характеризуется малой статической и динамической асимметриями. Анализируется резонанс
низшего порядка, при реализации которого имеет место “лунное” движение космического аппара-
та относительно направления троса. Для исследования резонансных эффектов используются при-
ближенные нелинейные уравнения движения космического аппарата, полученные методом инте-
гральных многообразий с использованием асимптотического подхода. Получены необходимые
условия “захвата” системы в резонанс, то есть условия, при которых возможна реализация длитель-
ных резонансных режимов движения космического аппарата. Оценивается величина вероятности
“захвата” в резонанс и определены условия, при которых вероятность “захвата” близка к единице.
Рассматривается характерная программа выпуска троса, которая анализируются с точки зрения ре-
ализации возможных резонансных эффектов. Результаты, полученные с использованием прибли-
женных уравнений движения, подтверждаются численным моделированием по исходным уравне-
ниям углового движения космического аппарата.
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Несмотря на наличие в настоящее время боль-

шого количества публикаций, связанных с анали-
зом динамики космических тросовых систем
(КТС) различных назначений и конфигураций,
исследованиям углового движения космических
аппаратов в составе КТС не уделялось достаточ-
ного внимания. Хотя понятно, что полное иссле-
дование движения систем твердых тел, соединен-
ных тросами, на орбите должно включать в себя как
анализ поведения системы в целом (сохранение ее
конфигурации с точки зрения положений центров
масс твердых тел), так и анализ угловых колебаний
тел относительно своих центров масс [1]. Особен-
но это важно для концевых тел, соединенных с
КТС одиночным тросом, для которых устойчи-
вость угловых колебаний относительно направле-
ния троса требует отдельного исследования. Кро-
ме того, если в состав КТС входят малые космиче-
ские аппараты (МКА) или наноспутники (НС), то
для них обеспечение устойчивости углового дви-
жения усложняется, так как действие любых ма-

лых возмущений (в сочетании с небольшими ве-
личинами их моментов инерции) может привести
к потере устойчивости их углового движения, ко-
гда угол между продольной осью МКА (линией,
соединяющей точку крепления троса и центр
масс МКА) и направлением троса превысит, по
крайней мере, . Это в свою очередь может
привести к ослаблению троса (его провисанию) и
соответственно к потере возможности управлять
натяжением троса, например, при его выпуске по
заданной программе. С другой стороны, исполь-
зование математических моделей, наиболее пол-
но описывающих движение КТС как распреде-
ленных систем [2], предполагает более точное за-
дание граничных условий для описания
поперечных и продольных колебаний троса, что
естественно зависит от углового движения конце-
вых тел, входящих в состав КТС.

В настоящей работе рассматривается угловое
движение МКА в составе КТС при ее развертыва-
нии. Тросовая система состоит из базового кос-
мического аппарата (БКА), масса которого много
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больше массы остальной части системы (троса и
МКА). Выпуск троса осуществляется по заданной
номинальной программе, которая реализуется с
помощью управляющего механизма, располо-
женного на БКА. Малый космический аппарат,
который представляет собой твердое тело, близ-
кое к телу вращения, совершает угловые колеба-
ния относительно направления троса. Основны-
ми факторами, влияющими на движение МКА
относительно направления троса, являются: на-
чальные условия отделения МКА от БКА, про-
грамма выпуска троса, наличие малой статиче-
ской и динамической асимметрий у МКА.

Здесь необходимо отметить, что движение
МКА относительно направления троса близко к
движению несимметричного волчка Лагранжа
относительно неподвижной точки (в данном слу-
чае центра масс) [3, 4]. То есть имеется основной
восстанавливающий момент от силы натяжения
троса (предполагается, что трос натянут), а другие
моменты и влияние асимметрии рассматривают-
ся как малые возмущения. При совпадении ха-
рактерных частот системы (частоты вращения
МКА относительно продольной оси и частот, ха-
рактеризующих прецессию МКА вокруг направ-
ления троса) влияние асимметрии усиливается.
Это приводит к интенсивному перераспределе-
нию энергии колебаний в угловом движении
МКА. Например, уменьшение угловой скорости
вращения МКА вокруг его продольной оси при-
водит к увеличению амплитуды колебаний по уг-
лу нутации, и наоборот. Особенно опасными яв-
ляется случаи реализации “захватов” в резонанс,
когда резонансные соотношения частот поддер-
живаются длительной время в силу действующих
возмущений. Особенностью рассматриваемой за-
дачи является то, что частоты системы зависят от
программы выпуска троса, точнее, от изменения
силы натяжения троса. Это дает возможность
прогнозировать моменты прохождения системы
через резонансы, а в некоторых случаях избежать
резонансных эффектов. Наличие резонансных
эффектов было подтверждено в численных расче-
тах, представленных в работах [5, 6], однако ни-
какого анализа этих явлений не было сделано.

Для анализа резонансов в рассматриваемой за-
даче используется приближенная нелинейная си-
стема уравнения движения МКА, полученная ме-
тодом интегральных многообразий, которая в от-
личие от уравнений, приведенных в [6], получена
при наиболее полном учете асимметрий и в фор-
ме, удобной для анализа поведения системы в ре-
зонансных областях. Уравнения, полученные ме-
тодом интегральных многообразий, описывают
“медленные” (близкие к прецессионным) движе-
ния МКА. Такой подход при исследовании резо-
нансных режимов использовался ранее в задаче о
движении КА в атмосфере [7, 8], которая также
близка к задаче о движении тяжелого твердого те-

ла вокруг неподвижной точки в случае Лагранжа.
С помощью построенных уравнений “медленно-
го” движения обнаружены и исследованы основ-
ные резонансные эффекты в угловом движении
МКА при развертывании КТС для типичной про-
граммы выпуска троса [5, 9]. Получены и проана-
лизированы необходимые и достаточные условия
“захвата” системы в резонанс, и выявлены слу-
чаи, когда вероятность “захвата” близка к нулю, и
когда создаются благоприятные условия для реа-
лизации длительных резонансных режимов дви-
жения МКА. Полученные оценки и выводы под-
тверждаются численными результатами по ис-
ходным уравнениям движения МКА на тросе.

УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ МКА НА ТРОСЕ
Уравнения углового движения МКА на тросе

записываются в виде, удобном для применения
асимптотических методов [6]
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(5)

где  – проекции вектора кинетического
момента МКА на оси систем координат  и

 (рис. 1),  – угловая скорость вращения
МКА в плоскости, проходящей через оси  и ,

 – углы Эйлера (нутации, прецессии и соб-
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осевые моменты инерции МКА в связанной систе-
ме координат ; , ,  – поправки к про-
изводным углов Эйлера, возникающие за счет вра-
щения системы координат  [5], ,  –
поправки к производным углов Эйлера, возника-
ющие при наличии у МКА инерционной (динами-
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правые части уравнений (1)–(5), приводятся в
Приложении.

Правая система координат  введена сле-
дующим образом [5]: ось  параллельна направ-
лению троса и направлена в сторону БКА, плос-
кость  параллельна плоскости, проходящей
через геоцентрический радиус-вектор точки
крепления троса к БКА и натянутый трос. Углы
Эйлера определяют положение связанной систе-
мы координат  относительно системы коор-
динат . Последовательность поворотов: по
углу прецессии ψ – вокруг оси , по углу нута-
ции  – вокруг повернутой на угол ψ оси , по
углу собственного вращения  – вокруг оси .

Форма уравнений (1)–(5) использовалась во
многих задачах, в которых рассматривалось вра-
щение твердого тела относительно центра масс
для случаев, близких к случаю Лагранжа, напри-
мер, при движении КА в атмосфере [7, 8]; при дви-
жении наноспутников относительно центра на
низких орбитах [10]; при развертывании космиче-
ской тросовой системы [6], и, наконец, при иссле-
довании резонансных движений волчка Лагранжа
[4]. При записи уравнений движения (1)–(5) дей-
ствием гравитационного момента на движение
МКА относительно центра масс пренебрегается.

ПРИБЛИЖЕННЫЕ УРАВНЕНИЯ 
ДВИЖЕНИЯ СИСТЕМЫ

Для применения асимптотических методов
при анализе движения МКА на тросе уравнения
(1)–(5) представляются в виде

(6)

(7)

(8)

 – вектор медленных переменных
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сии может быть получено после определения
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асимптотического решения через другие пере-
менные системы.

Малый параметр  введен в систему (1)–(5)
формально посредством масштабирования слагае-
мых, которые определяют действие возмущений.
Причем за невозмущенную систему принимается
система, описывающая движение статически и ди-
намически симметричного МКА при постоянной
силе натяжения троса . В невозмущен-
ном движении компоненты вектора кинетическо-
го момента  постоянны, то есть являются
интегралами движения системы, что соответствует
движению симметричного волчка Лагранжа.

Резонанс низшего порядка системы характе-
ризуется условием , при этом реали-
зуется так называемое “лунное” движение, когда
МКА повернут одной стороной к линии троса.
Для применения метода интегральных многооб-
разий в резонансном случае, то есть, когда

, система (6)–(8) приводится к
сингулярной форме [11]
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Методика построения асимптотических реше-
ний системы (9)–(12) изложена в работах [4, 11],
где осуществляется асимптотическое разделение
движений на “медленную” (прецессионную) и
“быструю” (нутационную) составляющие. Там же
приведены соответствующие теоремы, обосновы-
вающие данную процедуру. Теоремы основыва-
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ются на теоретическом материале, изложенном в
монографии [12], и адаптированы применитель-
но к системе (9)–(12). В работе [6] на основании
асимптотического разделения движений для си-
стемы (9)–(12) выделены характерные частоты и
определены резонансы, возможные при движе-
нии КА на тросе. Там же на основе асимптотиче-
ского анализа получены приближенные аналити-
ческие решения для “быстрых” (нутационных)
движений относительно центра масс КА.

Для анализа влияния резонанса  на
движение асимметричного МКА на тросе здесь
используется “медленная” составляющая реше-
ния системы (9)–(12). Такой подход не является
новым, так как он использовался ранее для анало-
гичной системы при движении КА в атмосфере [8].
Наиболее простой вариант “медленных” состав-
ляющих решений уравнений движения твердого
тела в атмосфере, так называемых квазистатиче-
ских решений, для малых углов нутации (углов ата-
ки) использовался также для анализа влияния резо-
нансов низшего порядка в работе [7].

Уравнения “медленного” движения системы
(9)–(12) с точностью до членов  включитель-
но определяются из выражений

(13)

(14)

(15)

В уравнениях (13)–(15) для простоты использу-
ются те же обозначения, что и в системе (9)–(12),
хотя она описывает лишь “медленную” составляю-
щую ее решений. Предполагается, что алгебраиче-
ское уравнение  имеет изолированный
корень по  при каждом , и в системе имеется ма-
лая диссипация энергии, обеспечивающая убыва-
ние амплитуд колебаний “быстрых” движений, со-
ответствующих отклонениям от решений уравне-
ний (13)–(15). Малая диссипация энергии может
быть обусловлена, например, трением в специаль-
ном шарнире, обеспечивающем связь между МКА
и тросом и предназначенном для исключения
(или уменьшения) явления скручивания троса.
Система (13)–(15) описывает движения МКА на
тросе, близкие к его прецессии вокруг направле-
ния троса, хотя эти движения отличны от регуляр-
ной прецессии симметричного волчка Лагранжа.
Это связано с влиянием асимметрии МКА, кото-
рая является причиной периодических возмуще-
ний при изменении угла , причем это влияние
усиливается при более медленном изменении уг-
ла , то есть при прохождении системы через резо-
нансные области ее движения .

Для приведения системы (13)–(15) к стандарт-
ному виду системы с одной фазой и для удобства
последующего анализа поведения системы в ре-
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( )μO

=(α, ) 0,F x

( ) ( )= + Φφ τ ρ α, μ α,0,φ, ,d d x x

( )=τ μ α,0,φ, .dx d X x

=(α, ) 0F x
α x

φ

φ
( ) ( )=φω α, εx O

зонансной области получим дифференциальное
уравнение для угла нутации, соответствующее
“медленному” движению системы. Тогда диффе-
ренцируя выражение (13), найдем

(16)

При использовании выражения (16) уравне-
ние (13) решается только в начальный момент
времени для определения начального условия
по углу .

Для анализа поведения системы в окрестности
резонанса система уравнений (14)–(16) с быстрой
фазой (которая аналогична по форме частично
усредненной системе метода усреднения) стан-
дартным образом приводится к уравнениям дви-
жения “маятника” с действующими на него воз-
мущениями [13, 14]
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НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ 
“ЗАХВАТА” В РЕЗОНАНС

Уравнения (18)–(19) описывают движения “ма-
ятника” в переменных  при действии малых
возмущений. Невозмущенные движения “маят-
ника” описываются уравнением

(20)

“Захвату” в резонанс соответствует переход
“маятника” из области вращений в области его
колебательных движений. Следовательно, необ-
ходимыми условиями существования “захватов”
в резонанс является наличие областей колеба-
тельных движений “маятника”. Это условие име-
ет вид [7]

(21)
Условие (21) обеспечивает существование по-

ложений равновесия “маятника”. При этом на фа-
зовом портрете “маятника” на плоскости ,
который определяется видом его “потенциаль-
ной” энергии  ( –
произвольная постоянная), имеются, как извест-
но, особые точки двух типов: “центр” и “седло”.
Конкретный вид фазового портрета “маятника”
зависит от значений параметров асимметрии МКА

 и переменных  в момент прохода через
резонанс . Функция  в данном
случае имеет вид

(22)

При записи выражения (22) полагается ,
то есть формально изменяется начало отчета уг-
ла . Структура функции (22) такая же, как для

( )ϕ,ρ

( ) =
=

=2 2φ τ α, ',0,φ , α const,
' const.

d d P T
T

( ) ( )⋅ <φ φmax α, ',0,φ min α, ',0,φ 0.P T P T

( )ρ,φ

( )Π = − + α, ',0,φ φP T d C C

Δσ, α, 'T
( )=ρ 0 ( )α, ',0,φP T

( )

( ) ( )( )

( )

= ×

  Δ× + + +  −  

+ 

2

1 2

2

ωα, ',0,φ
cos α

α σ  sinφ tgα sin 2 φ φ
1

'
α ,

2μω

x

P T

K
J

T
K

T

( )

( )( )
( ) ( )( )

−α = − ×
−

 − α + α
 × α −

− − α +  

1

2

2

12где
2

1 cos 1 cos
sin 1 ,

2 3 1 cos 1

x

x x

x x

x x

JK
J J

J J

J J

( )

( )
( ) ( )

−α = − α ×
−

 − α
× + 

− − α + 

2

2

2

12 cos
2

1 sin
1 ,

3 1 cos 1

x

x

x

x x

JK
J

J

J J

( ) ( ) ( )α = − − α +2
3 3 1 cos 1.x xK J J

=1φ 0

φ

аналогичной функции, которая используется при
анализе резонансных движений волчка Лагранжа
при малых углах нутации [3], где в зависимости от
значений коэффициентов, стоящих перед триго-
нометрическими функциями угла  (их отноше-
ний), приводятся все возможные фазовые порт-
реты для невозмущенного “маятника” (20). На
рис. 2 изображены положения сепаратрис для ти-
пичных фазовых портретов, возможных в рассмат-
риваемой системе (за исключением переходных
случаев) в случае, когда выполняется условие (21).
Здесь рассматриваются МКА с вытянутыми вдоль
оси  эллипсоидами инерции . Рис. 2 по-
строен для , , , если , то
положение сепаратрис аналогично, только их
петли, ограничивающие области колебательных
движений “маятника”, повернуты в другую сто-
рону. При этом рис. 2а соответствует простой
асимметрии, когда  и , рис. 2б, 2в –
сложной асимметрии, когда , .
Причем рис. 2б и рис. 2в отличаются лишь фазой

 и  соответственно.
В частных случаях, когда  или , усло-

вие (21) можно записать в аналитическом виде

(23)

Из условий (23) можно получить критические
значения обобщенных параметров асимметрии

, если левые части соотношений (23) при-
равнять к 1. В этом случае можно также найти от-
ношение критических значений параметров
асимметрии

(24)

из которого следует, что при малых углах нутации
влияние асимметрии  является определяющим
при формировании фазового портрета системы.
Однако влияние параметра  становится больше,
если эллипсоид инерции МКА приближается к
сфере .

О ВЕРОЯТНОСТИ “ЗАХВАТА” В РЕЗОНАНС
Выполнение условия (21) не гарантирует “за-

хвата” системы в резонанс, когда фазовая траек-
тория “маятника”, попадая в область колебаний,
остается в этой области достаточно длительное
время в силу действующих в системе возмуще-
ний. В общем случае, как известно, явление “за-
хвата” в резонанс имеет вероятностный характер
[15, 16]. Вероятность “захвата” определяется по
начальным условиям как предел [16]

(25)
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где  – некоторая начальная точка,
взятая в области вращений “маятника” (17)–(19),

 – δ-окрестность точки ,  – множество
точек из , для которых траектория системы
попадает в области колебаний “маятника”,  –
объем соответствующих областей.

Для оценки вероятности (25) используются ве-
личины, связанные с приращениями энергии
“маятника”, вычисленные на сепаратрисе  не-
возмущенной задачи [15]

( )α ρ ϕ0 0 0 0, ,M

(δ)U 0M
v

(δ)U
(δ)U

mes

cl

(26)

где  – производная энергии “маят-
ника”, определенная в силу возмущенной систе-
мы (17)–(19). Причем энергия определяется как

, где потенциальная энергия
“маятника”  определяется на сепаратрисе не-
возмущенной системы в момент пересечения
траектории резонанса .

“Захват” в резонанс возможен только, если
. В противном случае траектория возму-

щенной системы покидает область колебаний
“маятника” и вероятность “захвата” в резонанс
близка к нулю. Если , то вероятность “за-
хвата” в резонанс оценивается по формуле [15]

(27)

где  – “крутящий” момент, дей-

ствующий на “маятник” (слагаемое в выраже-
нии (22), не зависящее от фазы ).

Вероятность (27) представляет собой отноше-
ние фазового объема траекторий “маятника”,
входящего в его область колебаний, к полному
фазовому объему траекторий, пересекающих ре-
зонанс . Формула (27) может быть примене-
на для любого фазового портрета системы, изоб-
раженного на рис. 2. Если на отрезке  име-
ется две области колебаний (петель сепаратрис,
рис. 2б), то величина представляет собой сумму
интегралов (26), соответствующих каждой обла-
сти колебаний. Если одна область колебаний
охватывает две других (рис. 2в), то интеграл (26)
берется по внешней сепаратрисе.

Два характерных случая прохода через резо-
нанс (  и ) существенно отличаются с
точки зрения величины вероятности (27). Для
оценки величины вероятности необходимо найти
производную

(28)

В момент пересечения резонанса  поведе-
ние производной (28) как функции  зависит
от значений , а также от обобщенных па-
раметров асимметрии . На рис. 2 показаны
функции  (штриховые линии), соответству-
ющие значениям параметров , , для
которых построены сепаратрисы. В этом случае,
очевидно, что , и вероятность “захвата”
может быть вычислена по формуле (27). Однако

Θ = − τv

' ,
с

c
l

H d

=' τc cH dH d

= ρ + Π − Π2 2c сH
Πс

ρ = 0

Θ >
v

0

Θ >
v

0

Θ=
π + Θ

v

v

,
2 2r

p

P
M

( )ω α=
μ α

2'
2 cosp
T K

M
T

φ

=ρ 0

[ ]−π π,

>' 0T <' 0T

∂ ∂ ∂ϕ ρα= + +
∂α τ ∂ϕ τ ∂ρ τ

' .c c c
c

H H Hd ddH
d d d

=ρ 0
ϕ'( )cH

α, , 'xJ T
Δσ,

( )' φcH
Δσ, <α, , ' 0xJ T

Θ > 0v

Рис. 2

0

1

(б)

0

1
60–6
�

(в)

(a)�, с–1; Hc · 10–3, c–1'

0

1



КОСМИЧЕСКИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ  том 59  № 4  2021

РЕЗОНАНСНЫЕ ЭФФЕКТЫ ПРИ ДВИЖЕНИИ МАЛОГО КОСМИЧЕСКОГО АППАРАТА 345

если пересечение резонанса  происходит
при  (значения параметров ,  не из-
меняются), то знак производной (28) меняется на
противоположный. Рис. 3 иллюстрирует влияние
параметра  на вид функции  (рис. 3 отли-
чается от рис. 2в только знаком ), из которого

следует, что у функции  изменяется знак, и
она симметрично отражается относительно оси
ординат. В этом случае  и вероятность “за-
хвата” близка к нулю Параметры  каче-
ственно не изменяют поведение функции ,
если для них выполняется необходимое условие
существования областей колебаний (21). Так при
увеличении значений обобщенных параметров
асимметрии  в силу вида уравнений движения
(17)–(19) и вида функции  (22) увеличи-
вается объем областей колебаний “маятника”, а
для функции  эти параметры выступают как
масштабные коэффициенты, от которых функ-
ция  зависит линейно. Здесь необходимо
отметить, что если  (рис. 3), то никакое уве-
личение асимметрии  не может привести к
выполнению условия возможности “захвата” в
резонанс, так как , и модуль величины 
увеличивается.

Однако зависимость вероятности “захвата” в
резонанс от значения угла нутации  более слож-
ная, что иллюстрируется рис. 4, 5. Рис. 4 соответ-
ствует случаю , а рис. 5 – . Причем на
рис. 4а и рис. 5а показаны зависимости, когда

, а рис. 4б и рис. 5б соответствуют
более сложной асимметрии . В по-
следнем случае имеют место более сложные вари-
анты фазовых портретов (рис. 2б, 2в). На рис. 4, 5
жирные линии соответствуют значению парамет-
ра , штриховые линии – , тонкие
линии – . Как следует из результатов,
представленных на рис. 4, если , то вероят-
ность захвата увеличивается с увеличением угла
нутации , причем когда , то вероятность
“захвата” близка к нулю. Это связано с тем, что
при малых углах нутации для этого случая вели-
чина . Наоборот, при  (рис. 5) наблю-
дается тенденция уменьшения вероятности “за-
хвата” с увеличением угла нутации , при этом,
если , то вероятность “захвата” также
близка к нулю. Из приведенных результатов сле-
дует, что влияние асимметрии  на резонансное
движение МКА существенно меньше, чем асим-
метрии . Влияние асимметрий  примерно ста-
новится одинаковым, если асимметрия  в не-
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сколько раз превышает асимметрию . Поэтому
рис. 4б и рис. 5б построены при .

Здесь необходимо отметить, что графики,
представленные на рис. 4 и рис. 5, лишь каче-
ственно отражают зависимость вероятности “за-
хвата” от рассматриваемых параметров, так как
они соответствуют мгновенному значению инте-
грала . Это связано, прежде всего, с уравнением,
которое описывает изменение угла нутации (17).
При приближении к резонансу  его влияние
приводит к возмущению угла нутации, причем
это влияние может проявляться даже за предела-

σ
σ = Δ =0.05, 0.2

Θ
v

=ρ 0

ми резонансной области, размеры которой обыч-
но оценивают величиной  [13]. Это
так называемый вторичный резонансный эффект
[17, 18], который обнаруживается во втором при-
ближении метода усреднения в нерезонансных
областях движения колебательных систем. При-
чем данный эффект может привести как к увели-
чению угла нутации, так и к его уменьшению.
В первом случае возникает так называемая “по-
ложительная обратная связь”, так как увеличение
угла нутации приводит к увеличению областей
колебаний “маятника”, что естественно увеличи-
вает вероятность “захвата”, с другой стороны во
втором случае уменьшение угла нутации наобо-
рот уменьшает вероятность “захвата”. Ниже бу-
дет показано, что эти два варианта возмущений
угла нутации  также определяются знаком про-
изводной : при  угол нутации увеличива-
ется, а при  – уменьшается. Это увеличива-
ет асимметрию обоих рассматриваемых случаев с
точки зрения величины вероятности “захвата” в
резонанс.

ПРИМЕР АНАЛИЗА РЕЗОНАНСНЫХ 
“ЭФФЕКТОВ” ДЛЯ ТИПИЧНОЙ 

ПРОГРАММЫ РАЗВЕРТЫВАНИЯ КТС

В настоящее время предложено большое коли-
чество программ развертывания КТС, например,
[2, 19, 20] и др. Анализ известных программ раз-
вертывания КТС показывает, что все они имеют
одну особенность, которая существенно влияет
на реализацию явления “захвата” в резонанс. Это
связано с тем, что при увеличении длины троса
его натяжение, как правило, увеличивается, что
связано с увеличение расстояния между конце-
выми телами в системе. Увеличение расстояния
соответственно приводит к увеличению разности
гравитационных сил, действующие на концевые те-
ла, и соответственно увеличивает натяжение в тро-
се. Исключение могут составлять небольшие по
протяженности участки развертывания КТС, ко-
торые имеют место или в начале процесса развер-
тывания, или при переходе от одной программы
выпуска троса к другой. Поэтому случай, когда

, является доминирующим при рассмотре-
нии вопросов, связанных с рассматриваемыми ре-
зонансными эффектами при развертывании КТС.

При анализе резонансных эффектов условие
пересечение резонансов удобно представить в дру-
гом виде, вычислив резонансные значения угло-
вой скорости  исходя из равенства , тогда

(29)

где .

( ) =μ ( ε)O O

α
'T <' 0T

>' 0T

>' 0T

( )ω r
x =ρ 0

( )ω = ±ω −1 ,r
x xJ

ω Δ α= cosxT J

Рис. 5
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Поэтому при проходе через резонансы имеем
, а функция  на плоскости пере-

менных  задает резонансные кривые, при
пересечении которых угловой скоростью  воз-
никают резонансные эффекты. Если пренебречь
ошибками регулирования при реализации про-
грамм развертывания КТС, то сила натяжения
троса играет роль медленного времени [6]. Изме-
нение угла нутации в соответствии с приведенны-
ми выше математическими моделями (1)–(5) и
(17)–(19) является более сложным. Так в соответ-
ствии с приближенными уравнениями движения
(17)–(19) угол нутации  в нерезонансных обла-
стях движения системы является медленно изме-
няющейся переменной, однако при пересечении
резонансов это уже не выполняется, так как при
этом имеют место возмущения, которые форми-
руются в течение достаточно небольшого проме-
жутка времени. Аналогично ведет себя угловая
скорость .

Для анализа влияния резонансных эффектов
рассматривается динамическая программа вы-
пуска троса, состоящая из участков “медленного”
и “быстрого” развертывания, близкая к програм-
ме, которая была реализована в реальном тросо-
вом эксперименте YES2 [5, 9]. Данная програм-
ма включает в себя ряд характерных участков,
влияющих на реализацию резонансных эффек-
тов. Эти участки отличаются величиной и знаком
производной : 1)  ( ); 2) 
( ); 3) . Причем, как было сказано вы-
ше, участки, соответствующие , являются
не продолжительными.

Рассматривается развертывание КТС с базово-
го КА, масса которого много раз больше массы
остальных частей системы (6000 кг). Нижний
концевой груз – малый КА (20 кг). Уравнений
движения, которые описывают номинальное
движение центра масс МКА и, следовательно, из-
менение силы натяжения троса, решаются неза-
висимо и имеют известный вид: можно использо-
вать, например, уравнения, приведенные в [2, 5].
Как показано в [5], влияние гравитационного мо-
мента на движение МКА для рассматриваемой
программы развертывания КТС) пренебрежимо
мало, даже если рассматривается МКА с вытяну-
том эллипсоидом инерции ( ).

Так как резонансные угловые скорости (29)
симметричны, то, не ограничивая общности, мож-
но рассматривать движение системы, когда .
Изменение резонансной скорости ( ) для
рассматриваемой программы развертывания
КТС приводится на рис. 6 и 8 (полужирные ли-
нии). На рис. 6–9 приводятся также зависимости

 и , определенные в соответствии с мо-
делями (1)–(5) (а) и (17)–(19) (б). Рис. 6, 7 соот-

( )ω = ωr
x x

( ) ( )ω ,αr
x T

( ),αT
ωx

α

ωx

'T >' 0T >ω' 0 <' 0T
<ω' 0 ≈' 0T

<' 0T

= 0.1xJ

>ω 0x
( ) >ω 0r
x

( )ωx t ( )α t

ветствуют случаю, когда в момент отделения МКА
начальный угол нутации мал , а для
рис. 8, 9 – достаточно большой . При ма-
лом начальном угле нутации (рис. 6, 7) “захват” в
резонанс имеет место только на участках, когда

 ( ). С другой стороны при достаточно
больших начальных углах нутации (рис. 8, 9) уг-
ловая скорость  находится в окрестности ре-

зонансной кривой  практически на всей
траектории развертывания КТС. Это соответ-
ствует оценкам вероятности “захвата” в резо-
нанс, полученным ранее (рис. 4, 5), то есть при
малых углах нутации вероятность “захвата” близ-
ка к нулю, когда  (рис. 4). Автору не удалось
найти траектории системы, для которых имеет
место явление “захвата” в резонанс при малых
начальных углах нутации, изменяя, например,
начальную фазу  или с помощью из-
менения  (до ), хотя при достаточно боль-
ших значений  такие траектории легко
находятся. Зависимости, приведенные на рис. 6–9,
построены при , , . Как
следует из результатов, приведенных на рис. 6–9,
приближенные уравнения движения МКА отно-
сительно центра масс (17)–(19) качественно пра-
вильно описывают процесс “захвата” в резонанс
в рассматриваемой системе (1)–(5). Отличие в за-
висимостях для угла нутации  (рис. 7 и 9) объ-
ясняется наличием в исходной системе нутаци-
онных колебаний (пограничных членов), кото-
рые отсутствуют в приближенных уравнениях
(17)–(19), описывающих движение системы по
интегральному многообразию (прецессионное
движение МКА).

Здесь необходимо отметить характерную осо-
бенность зависимостей, представленных на
рис. 6–9, а именно: увеличение угловой скорости

, например, при реализации явления “захвата”
в резонанс, как правило, сопровождается умень-
шением угла нутации , и наоборот. Причем дан-
ный эффект усиливается в резонансных областях
движения системы. Поэтому, если “захват” в ре-
зонанс происходит при , то есть когда резо-

нансная угловая скорость  (а значит и ) уве-
личивается, то это приводит к уменьшению угла
нутации, то есть реализуется “отрицательная об-
ратная связь”. Если “захват” в резонанс реализу-
ется при , то имеет место обратная картина.
Естественно, если “захват” в резонанс происхо-
дит при , то угол нутации совершает колеба-
ния с почти постоянными амплитудой (рис. 7, 9).
Отмеченная зависимость наиболее выражена для
случая, когда движение МКА происходит с малы-
ми начальными углами нутации (рис. 6, 7).

α =(0) 0.01
=α(0) 1

<' 0T <ω' 0

( )ωx t
( ) ( )ω r
x t

>' 0T
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Анализ резонансных эффектов для случая
, которые возникают при пересечении ре-

зонансной кривой  (29) осуществляется
аналогично и приводит к тем же выводам. Только
здесь необходимо иметь в виду, что участкам, на-
пример, когда  ( ), соответствуют на-
оборот участки увеличения значений  (по моду-
лю значения уменьшаются). В этом случае зависи-
мости для угловой скорости , определенные
для обоих случаев (  и ), симметричны
относительно оси времени, если изменить знаки
начальной угловой скорости  и производ-
ной угла прецессии .

<ω 0x
( ) <ω 0r
x

<' 0T <ω' 0
( )ω r
x

( )ωx t
>ω 0x <ω 0x

( )ω 0x

( )ψ 0d dt

При анализе угловых колебаний МКА относи-
тельно направления троса надо иметь в виду не-
избежное наличие в рассматриваемой системе
малых диссипативных моментов. Это связано,
во-первых, в использовании специальных шар-
ниров в точках крепления троса для исключения
его скручивания; во-вторых, в применении пас-
сивных демпфирующих устройств [1, 9] для гаше-
ния колебаний в системе; в-третьих, в естествен-
ном трении между волокнами троса [2]. С одной
стороны наличие диссипативных моментов (даже
малых) в системе является теоретическим обос-
нованием использования метода интегральных
многообразий [4, 12, 21]. С другой стороны, воз-
никающие диссипативные моменты влияют на
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реализацию резонансных “эффектов” в угловом
движении МКА. В данной работе оценка влияния
диссипативных моментов осуществлялась на
примере демпфирующего момента, действующе-
го в точке крепления троса к МКА. Демпфирую-
щий момент задавался в связанной с МКА систе-
ме координат пропорционально угловым скоро-
стям . Расчеты проводились по
исходной модели движения МКА (1)–(5). Было
установлено, что достаточно малая диссипация
(отношение модуля демпфирующего момента к
модулю восстанавливающего момента от силы
натяжения троса не превышала 0.1) качественно
не изменяет поведение системы в резонансных

=ω ω
, , , , , ,ωx y z x y z x y zM m

областях ее движения. Однако наличие попереч-
ных демпфирующих моментов  всегда
уменьшает угол нутации, что ведет соответствен-
но к уменьшению вероятности “захвата” в резо-
нанс. Влияние малого диссипативного момента

, действующего относительно продольной
оси МКА , неоднозначно, и в ряде случаев мо-
жет привести к увеличению вероятности “захва-
та” в резонанс. Это может иметь место, когда на-
чальная угловая скорость . В этом
случае диссипативный момент уменьшает модуль
угловой скорости  и приближает траекторию

<ω
, 0y zM

<ω 0xM
cx

( ) ( )>ω 0 ω r
x x

ωx
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системы к резонансной области. Кроме того, если
при этом угловая скорость  пересекает резо-
нансную кривую  при  (резонансная

угловая скорость  приближается к оси абс-

цисс), то знаки производных функций  и
 по времени совпадают, и создаются благо-

приятные условия для “захвата” в резонанс. На
рис. 10 приводится пример, который соответству-
ет случаю, когда МКА в момент отделения от ба-
зового КА стабилизируется вращением, то есть
имеет расчетную не нулевую угловую скорость

. Наличие малого диссипативного

момента  приводит не только к пересе-
чению траектории системы резонансной области,
но и к реализации длительного резонансного ре-
жима движения системы (рис. 10а), то есть к “за-
хвату” в резонанс. При этом угол нутации увели-
чивается и превышает  (рис. 10б). С другой
стороны, если формально провести моделирова-
ние движения при , то система ведет себя
совершенно по-другому, и “захвата” не наблюда-
ется (рис. 10в). Причем угол нутации в последнем
случае остается малым (зависимости на рис. 10
построены для начального значения )
и увеличивается только в конце процесса развер-
тывания КТС (до 0.2) при проходе через резо-
нансную область без “захвата” (рис. 10в).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представленные в работе исследования дви-
жения МКА относительно центра масс в составе
развертываемой КТС показывают, что наличие
резонансных эффектов может существенно по-
влиять на угловое движение МКА. Это проявля-
ется в нерегулярном поведении угла нутации 
(угла между направлением троса и продольной
осью МКА) и угловой скорости  при пересече-
нии траекторией системы резонансных областей
ее движения. Задание динамической программы
развертывания КТС определяет закон изменения
силы натяжения троса, от которого в свою оче-
редь зависят значения резонансных угловых ско-
ростей . Резонансные области движения си-
стемы характеризуются условием . При
пересечении системы резонансных областей воз-
можно два варианта ее поведения: “быстрый”
проход через резонансную область и “захват”,
при котором в течение достаточно длительного
времени выполняется условие  в силу
действующих возмущений. “Захват” в резонанс,
как правило, приводит, и это показано на приме-
ре типичной программы развертывания КТС, к

ωx
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недопустимому увеличению угла нутации, когда
его значение достигает и даже превосходит .
Данный эффект может привести в общем случае к
ослаблению троса (его провисанию), что в свою
очередь приведет к потере управляемости при
развертывании КТС.

В работе с помощью приближенной математи-
ческой модели движения, описывающей поведе-
ние системы с учетом резонансов низшего порядка,
получены необходимые условия существования
длительных резонансных режимов и проведен па-
раметрический анализ вероятности “захвата” си-
стемы в резонанс, если необходимые условия вы-
полняются. На основании проведенных исследо-
ваний может быть построена методика выбора
параметров КТС и начальных условий отделения
МКА, с помощью которой можно минимизиро-
вать влияние резонансных эффектов на его угло-
вой движение, в частности, уменьшить вероят-
ность явления “захвата” в резонанс.

Можно сформулировать следующие выводы,
которые непосредственно влияют на реализацию
резонансных режимов движения в рассматривае-
мой системе для заданной программы разверты-
вания КТС (силы натяжения троса ):

1. Естественным способом уменьшения влия-
ния резонансных эффектов на движение МКА
является уменьшение величин его асимметрий
(параметров  и ), что ведет соответственно к
уменьшению объема областей колебаний “маят-
ника” и, следовательно, к уменьшению вероятно-
сти “захвата” в резонанс.

2. Обеспечение ограниченных значений угла
нутации и угловых скоростей при отделении
МКА в общем случае ведет к уменьшению веро-
ятности “захвата”, что непосредственно следует
из результатов, представленных на рис. 4 и соот-
ветствующих случаю, когда , имея в виду,
что участки, когда , как правило, не продол-
жительны.

3. При обеспечении ограниченных значений
угла нутации и угловых скоростей МКА при отде-
лении вероятность “захвата” уменьшается, когда
параметр  увеличивается и приближается к 1
(рис. 4), то есть эллипсоид инерции МКА как тела
вращения приближается к сфере.

4. Изменяя положение центра масс МКА ( )
можно соответственно изменять значения резо-
нансной угловой скорости  (изменяются зна-
чения частоты ), однако такой вариант, конеч-
но, имеет естественные ограничения.

5. Если при отделении МКА будет выполнено
условие , то наличие даже малого

диссипативного момента  может обеспе-

π 2

( )T t

σ Δ

<' 0T
<' 0T

xJ

Δx

( )ω r
x

ω

( ) ( )ω < ω0 r
x x

<ω 0xm

чить отсутствие резонансных эффектов в угловом
движении МКА.

6. Начальная стабилизация МКА вращением
также может быть положительным фактором,
уменьшающим влияние резонансных эффектов,
если, например, обеспечить выполнение неравен-
ства  в процессе развертывания КТС.

В заключение необходимо отметить, что изло-
женный подход для анализа резонансных эффек-
тов может быть использован для многих задач,
близких к задаче о движении тяжелого твердого
тела вокруг неподвижной точки (близких к слу-
чаю Лагранжа) при медленном изменении частот
системы.

Исследование выполнено при финансовой
поддержке РФФИ и Государственного фонда
естественных наук Китая в рамках научного про-
екта № 21-51-53001.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Слагаемые, входящие в исходные уравнения
движения МКА (1)–(5).
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x x
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ЗАБОЛОТНОВ

где

 – угловые скорости вращения системы
координат  [5].
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