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Учет сжатия Земли с помощью второй зональной гармоники потенциала гравитационного поля Земли
модифицирует интеграл энергии приземного движения по сравнению с кеплеровской моделью анали-
за. На основе этого интеграла получена явная аналитическая структура изменения основного орби-
тального параметра, кеплеровской константы энергии. Данный метод учета сжатия Земли также дал
возможность оценить поправку, по сравнению с обычным невозмущенным анализом, в скорости от-
лета космического аппарата с околоземной орбиты ожидания при полете к Луне или к планете.
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
При полете КА или, вообще, материальной

точки в центральном ньютоновском гравитаци-
онном поле Земли, движение КА в невращаю-
щейся геоцентрической геоэкваториальной си-
стеме координат удовлетворяет уравнению:

(1)

где r (x, y, z) – радиус-вектор точки КА; r = |r|; * –
знак транспонирования; μ – гравитационный па-
раметр Земли;

(2)
– потенциал притяжения Земли без учета возму-
щений. Системе (1) соответствуют кеплеровские
движения в поле притяжения сферической, одно-
родной Земли. Одним из важнейших первых ин-
тегралов в этом случае является интеграл энергии
[1–6]:

(3)
где V = |V|; V – геоцентрическая скорость точки; hk –
кеплеровская константа энергии; элемент a в слу-
чае эллиптического движения, когда hk < 0, явля-
ется большой полуосью орбиты. При гиперболи-
ческом движении, когда hk > 0, будет a < 0, гео-
метрический смысл имеет модуль |а| = α [3].
Рассмотрим, как изменяется интеграл (3) при
учете возмущения от сжатия Земли, как тела вра-
щения, и его использование при анализе орби-
тального движения материальной точки.

ОБОБЩЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ ЭНЕРГИИ 
ПРИ УЧЕТЕ СЖАТИЯ ЗЕМЛИ

В простейшем случае анализа движения у Зем-
ли для учета ее сжатия в потенциале Земли U к ос-
новному члену U0 добавляется вторая зональная
гармоника U2 [2, 3, 5, 6]:

(4)

(5)

где ϕ – геоцентрическая широта КА; J2 = –С20 –
коэффициент зональной гармоники 2-го по-
рядка, RE – средний экваториальный радиус
Земли: RE ≈ 6378.137 км; J2 ≈ 1082.63 ⋅ 10–6 [6]; ε ≈
≈ 2.63328 ⋅ 1010 км5/c2. Уравнение движения (1)
меняется:

(6)

где U(r) есть потенциал (4), (2), (5). К основному
ускорению (1) добавится возмущающее aP, кото-
рое есть градиент функции U2 и в прямоугольных
координатах запишется в форме [2]:

(7)
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Удвоенная полная механическая энергия дви-
жения точки единичной массы h(r, V) имеет вид:

(8)

Теорема. Полная механическая энергия дви-
жения материальной точки в модели (6), где по-
тенциал U(r) соответствует (4), (2), (5), постоянна
на траектории точки.

Действительно, в данном случае ускорение в (6)
определяется однозначной скалярной силовой
функцией U = U(r), движение происходит в по-
тенциальном поле, силовая функция U = U(r) есть
потенциал, не зависящий от времени. Тогда из
общей теоремы механики [1, 4] следует, что на
траектории точки dh/dt = 0 в силу уравнения дви-
жения (6), h = const. Можно и непосредственно
показать это, используя (6), (1), (7). Следователь-
но, на любой траектории точки энергия (8) посто-
янна, имеем первый интеграл:

(9)

Будем называть этот интеграл обобщенным ин-
тегралом энергии, имея в виду, что он обобщает
интеграл (3) на случай учета сжатия Земли при
расчете траектории материальной точки КА.

Замечание 1. Из (8), (9) следует, что в данной мо-
дели потенциала для заданной константы энергии h
движение точки происходит в области пространства

 = 

≥ 0. Видно отличие от кеплеровского случая.
Замечание 2. Данный подход может быть при-

менен и для более полной модели зональных гар-
моник. Используя модель Земли, как тела враще-
ния, симметричного относительно плоскости эк-
ватора, добавляют, например, в потенциал U,
кроме второй, еще зональную гармонику 4-го по-
рядка. Тогда обобщенный интеграл энергии при-
нимает вид:

Можно использовать и все разложение потен-
циала по зональным гармоникам, что позволяет
повысить точность и учесть несимметричность
относительно экватора:
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Здесь  – полином Лежандра n-го порядка.
Для Земли следующие после 2-го порядка коэф-
фициенты: J3 = –2.53 ∙ 10–6; J4 = –1.61 ∙ 10–6 [6], т.е.
~ на три порядка меньше, чем J2.

Замечание 3. В данном случае потенциального
осесимметричного силового поля есть еще инте-
грал осевого момента количества движения точ-
ки [4]: Mz = (ez, [r, V]) = m = const, где ez – орт по
оси вращения Земли.

ИЗМЕНЕНИЕ КЕПЛЕРОВСКОЙ 
КОНСТАНТЫ ЭНЕРГИИ НА ОРБИТАХ 

ОТЛЕТА К ЛУНЕ И ПЛАНЕТАМ
Выписав интеграл (9) для начальной точки

траектории x0 (r0, V0, t0) и для некоторой другой ее
точки xf (rf, Vf, tf), получим соотношение:

(10)

Применим его к анализу траекторий отлета КА
от Земли к Луне и планетам.

Из (10) следует, что изменение кеплеровской
константы энергии в точном анализе удовлетво-
ряет соотношению:

(11)

(11a)
здесь i, ω – наклонение и аргумент перигея орби-
ты; u, θ – аргумент широты и истинная аномалия
точки.

Замечание 4. Интеграл энергии (9) и точное со-
отношение (11) для изменения Δhk справедливы
для любой орбиты, в частности, для любых значе-
ний наклонения и эксцентриситета.

Если перейти от кеплеровской константы hk к
полуоси a (3) и линеаризовать по a, то из (11) по-
лучим вариацию Δa в первом приближении:

(12)
При полете КА к планете отлет от Земли будет

происходить по гиперболической орбите (в оску-
лирующем приближении). Для оценок возьмем
для этой орбиты скорость “на бесконечности”
V∞ = 3–4 км/c. В этом случае расстояние rf воз-
растает неограниченно, и предпоследний член в
(11) 2U2f стремится к нулю, поэтому изменение
кеплеровской константы энергии ΔhK стремится
к предельному значению ΔhKl:

(13)
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Если  (|ϕ0| <  = 35.2644°), то ΔhKl < 0.

Если  то ΔhKl > 0. Для полета к Луне по-

лагаем, что используется сильно вытянутая око-
лопараболическая эллиптическая орбита, ее пе-
ригей – в начальной точке, rπ = r0 ≈ 6578 км, на-
чальное расстояние в апогее rα соответствует
расстоянию до Луны rM при подлете КА к Луне,
rα ≥ (rM – Δrα), rM ≈ (360–405) тыс. км; Δrα (<0) –
поправка на уменьшение rα за счет сжатия Земли,
Δrα ≈ 2Δa. В (11) расстояние rf возрастает в процес-
се движения КА от r0 до rM < ∞, при этом предпо-
следний член в (11) убывает до некоторой малой
величины (~10–6 км2/c2), и предельное изменение
кеплеровской константы hKl:

(14) (14)

Для численных оценок, для начальной точки
отлета к Луне и планетам с околоземной опорной
орбиты возьмем, для определенности, u0 = 0, что
близко к характеристикам межпланетных и лун-
ных полетов. Тогда в формулах (13), (14) будет
ϕ0 = 0 и z0 = 0, получим:

(14a)

В этом случае для отлета от Земли как к планете
по гиперболической орбите, так и к Луне по вытя-
нутой эллиптической орбите, ΔhKl ≈ –0.0617 км2/c2.
Численные расчеты подтверждают эти оценки
[7, 8]. При hK < 0 это изменение кеплеровской
константы энергии (14) соответствует изменению
большой полуоси орбиты, в соответствии с (12):
Δa ≈ –6200 км при a0 = 200 тыс. км, Δa ≈ –8900 км
при a0 = 220 тыс. км, Δa ≈ –56000 км при a0 =
= 600 тыс. км. Практически это изменение про-
исходит быстро, в течение ~ первых трех часов
начального полета КА от Земли, при возрастании
расстояния rf до ~70 тыс. км.

СКОРОСТЬ ОТЛЕТА КА 
С ОКОЛОЗЕМНОЙ ОПОРНОЙ ОРБИТЫ

Изменение кеплеровской константы энергии,
вызванное сжатием Земли, приводит в рамках
модели (4), (5) к изменению начальной скорости
КА отлета от Земли по сравнению с кеплеровской
моделью движения. Для корректности анализа
зададим для орбиты отлета некоторое значение
кеплеровской константы энергии hKg (или V∞, a).
Тогда в кеплеровской модели движения КА (1)–(2),
в силу интеграла (3), начальная скорость:

(15)
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При учете сжатия Земли, в модели (4)–(5), при
условии hKf = hKg, в силу интеграла (10), начальная
скорость определится из соотношения:

(16)

где

Дадим численные оценки для случая z0 = 0.
При отлете от Земли к планете по геоцентриче-
ской орбите с V∞ = 3–4 км/с учет сжатия Земли в
(16) увеличивает по сравнению с кеплеровским
случаем (15) начальную скорость V0 от ~11.410–
11.713 до ~11.413–11.716 км/с, т.е. на ~3 м/с. При
полете к Луне, при rα = rM + |Δrα|, rM = = 400 тыс.
км, учет сжатия увеличивает начальную скорость
V0 от ~10.919 до ~10.922 км/с, т.е. тоже на ~3 м/с.
Это приводит к заданию начальной оскулирующей
большой полуоси орбиты, увеличенной (по сравне-
нию с кеплеровским случаем) на ~6.5 тыс. км, и уве-
личенного на ~13 тыс. км [7, 8] начального апогей-
ного расстояния rα, как отмечено выше.

ОЦЕНКА ИЗМЕНЕНИЯ КЕПЛЕРОВСКОЙ 
КОНСТАНТЫ ЭНЕРГИИ 

В ПЕРВОМ ПРИБЛИЖЕНИИ
При анализе движения КА по гиперболиче-

ской и сильно вытянутой эллиптической орбите
мы использовали расстояние до центра Земли в ка-
честве параметра на траектории. В общем случае
удобнее взять за параметр на орбите истинную
аномалию θ [9] или время t, или среднюю анома-
лию M [10, 11]. Преобразуем соотношения (11), (12)
для использования угла θ при определении измене-
ния кеплеровской константы ΔhK (или полуоси Δa),
в первом приближении. Тогда, согласно (11), (11a),
учитывая также уравнение орбиты, получим:

(17)

где элементы орбиты: фокальный параметр p, экс-
центриситет e, i, ω равны их начальным значениям
p0, e0, i0, ω0. Изменение Δa определится по (12). Ес-
ли орбита эллиптическая, a > 0, и рассматривается
многооборотное движение точки, то можно прове-
сти осреднение движения. Для упрощения этой
процедуры, используя элементарные тождествен-
ные тригонометрические преобразования, приво-
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дим 2U2f к сумме константы с0θ и нескольких сла-
гаемых вида: (2ε/p3)  где

 – целые числа:

Эта константа дает “среднее” смещение
кеплеровской константы энергии hK за счет сжа-
тия Земли, согласно (17). В данной задаче этот па-
раметр θ удобен, но принято делать осреднение
по средней аномалии M. Тогда, после некоторых
преобразований, получим “среднее” по M значе-
ние функции 2U2f:

Замечание 5. Пусть небесное тело не отлетает
от Земли, а приближается к ней, входя в ее атмо-
сферу. Тогда изменение кеплеровской константы
энергии со временем осуществляется в обратном
направлении. При этом расстояние от Земли r
уменьшается со временем, и величина потенциа-
ла U2 возрастает до конечного значения, соответ-
ствующего входу в атмосферу, r ~ 6478 км.

Замечание 6. Если небесное тело (КА, астеро-
ид, комета) приближается к Земле, двигаясь на
большом расстоянии (r ~ 300–400 тыс. км) от
Земли по эллиптической околопараболической
орбите, для которой – ΔhK < hK < 0, то из-за сжа-
тия Земли кеплеровская константа энергии мо-
жет увеличиться до положительного значения, и
это тело сблизится с Землей по гиперболической
орбите. Возможен и другой случай, когда под вли-
янием сжатия Земли орбита меняет свою структу-
ру с гиперболической на эллиптическую.

ВЫВОДЫ
Упрощенный анализ влияния сжатия Земли

как тела вращения – на основе зональных гармо-
ник гравитационного потенциала – позволяет

использовать интеграл энергии, обобщающий
интеграл энергии в кеплеровском случае. Это да-
ет возможность рассмотреть некоторые каче-
ственные особенности движения КА при полете к
Луне и планетам и при возврате к Земле, а также
небесных тел, астероидов и комет, тесно сближа-
ющихся с Землей. Сжатие Земли может вызвать
изменение структуры орбит этих тел – с эллипти-
ческой на гиперболическую и обратно.

В заключение автор выражает искреннюю
признательность В.В. Сазонову и А.А. Суханову
за интересное обсуждение работы.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Суслов Г.К. Теоретическая механика. М.: Гостехиз-

дат, 1944.
2. Аким Э.Л., Энеев Т.М. Определение параметров

движения космического летательного аппарата по
данных траекторных измерений // Космич. ис-
след. 1963. Т. 1. Вып. 1. С. 5–50.

3. Эльясберг П.Е. Введение в теорию полета искус-
ственных спутников Земли. М.: Наука, 1965.

4. Арнольд В.И. Математические методы классиче-
ской механики. М.: Наука, 1979.

5. Охоцимский Д.Е., Сихарулидзе Ю.Г. Основы меха-
ники космического полета. М.: Наука, 1990.

6. Chobotov V.A. Orbital Mechanics // Ed. AIAA Educa-
tion Series. AIAA, USA, 2002.

7. Ивашкин В.В. Оптимизация космических манев-
ров при ограничениях на расстояния до планет.
М.: Наука, 1975.

8. Ивашкин В.В. Об оптимальных траекториях полета
КА к Луне в системе Земля–Луна–Солнце. Пре-
принт ИПМ им. М.В. Келдыша РАН. 2001. № 85.

9. Krause H.G.L. Die säkularen und periodischen Störun-
gen der Bahn eines künstlichen Erdsatteliten // 7th In-
ternational Astronautical Congress, Rome. 1956. Pro-
ceedings. P. 523–585.

10. Проскурин В.Ф., Батраков Ю.В. Возмущения в
движении искусственных спутников, вызываемые
сжатием Земли // Бюллетень Института теорети-
ческой астрономии. 1960. Т. 7. № 7(90). С. 537–549.

11. Абалакин В.К. и др. Справочное руководство по не-
бесной механике и астродинамике. М.: Наука,
1976.

( ) + θ,   cos( )ω ,j j jc i e n m
,   j jn m

( ) ( )

( ) ( ) ( )
=

= + ε θ

= ε −

+

+


1

2 2

3
2 0θ

3
0θ

2 2 ),

32 3 1

, cos( ω

3  sin 1
2

.
2

J

j j jf
j

c i e n m

i

U с

c e

p

p

( ) ( ) ( )ε −= −
1 2

0M
22 232 3 1 .

2
sin 1i ec ap



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


