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ВВЕДЕНИЕ
Операторы современных КА в процессе своей

деятельности вынуждены учитывать угрозу столк-
новения с объектами в околоземном космическом
пространстве (ОКП). С целью заблаговременного
предупреждения об опасных ситуациях в разных
странах были созданы специализированные си-
стемы АСПОС (Роскосмос), CRASS (ESOC),
SOCRATES (Analytical Graphics Inc.), STK Ad-
vanced CAT (Analytical Graphics Inc.) и др. Ежегод-
но центры управления космическими полетами
регистрируют до 70 потенциально опасных сбли-
жений с отдельными активными КА [1].

Помимо выявления факта предстоящего сбли-
жения для принятия решения о реализации ма-
невра уклонения необходимо оценить степень
угрозы. Наиболее походящим критерием являет-
ся вероятность столкновений. Известно несколь-
ко методов, позволяющих определить вероят-
ность в рамках следующих допущений:

1) КО имеют сферическую форму.
2) В пределах интервала сближения движение

прямолинейно.
3) Составляющие скоростей КО определены

без ошибок.
4) Ошибки определения параметров движения

распределены по нормальному закону.
В исследовании [2] задача сводится к нахожде-

нию вероятности попадания вектора относитель-
ного положения в точке максимального сближе-

ния в сферу заданного радиуса. Вероятность
определяется на основе вычисления объемного
интеграла при помощи аппроксимации кубами
малого размера, либо с использованием асимпто-
тических рядов.

В работах [3, 4] выводится аналитическая фор-
мула расчета вероятности, при этом общие допу-
щения дополняются следующим пунктом:

5) Размер эллипсоида рассеивания СКО зна-
чительно превосходит габариты ЗКО.

Данное допущение не позволяет применять
метод к крупногабаритным ЗКО, таким как МКС.
В исследовании [5] авторы предлагают альтерна-
тивный подход к решению задачи, заменяя допу-
щение 5 на допущение:

6) Линейные размеры защищаемого КА много
больше размеров сближающихся объектов.

Здесь потенциально опасные КО аппроксими-
руются материальными точками. В рамках иссле-
дования демонстрируется, что для момента мак-
симального сближения в направлении вектора
относительной скорости неопределенность век-
тора относительного положения равна 0. Этот
факт позволяет свести решение трехмерной зада-
чи к двумерному случаю путем выбора новой си-
стемы координат, одна из осей которой коллине-
арна вектору относительной скорости.

Допущения упомянутых подходов могут суще-
ственным образом влиять на величину вероятно-
сти столкновения, как будет показано далее учет
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реальной формы и ориентации КО изменяет ре-
зультат вычисления в несколько раз. Допущение
2) не позволяет оценивать сближения, длитель-
ность которых занимает продолжительно время.
Остальные допущения также вносят существен-
ный вклад в погрешность вычислений. Снять
данные ограничения можно, прибегнув к мето-
дам статистического моделирования (Монте-
Карло). Использование метода Монте-Карло для
расчета вероятности столкновения в ОКП встре-
чается в нескольких работах, например, в работах
[6–8], однако алгоритм учета формы и ориента-
ции КО используется только в исследовании [9].
В этой связи была поставлена задача в следующей
формулировке.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ОБЩИЙ ПОДХОД 
К РЕШЕНИЮ

Пусть на временном интервале  выявлен
факт сближения двух КО. На момент начала
сближения известны векторы состояния 

 ковариационные матрицы  
закон изменения ориентации и геометрическая
форма объектов. Необходимо найти оценку веро-
ятности столкновения  удовлетворяющую
заданному уровню точности  и достоверности 

(1)

Как было отмечено, решить задачу, не прибе-
гая к классическим допущениям возможно при
помощи метода моделирования случайных вели-
чин и статистической оценки их характеристик. В
данном случае моделируемой случайной величи-
ной является индикатор события столкновения
двух КО:

где  – элементарное событие, A – событие
столкновения объектов.

Математическое ожидание индикатора собы-
тия  равно вероятности события, следовательно,
получая оценку математического ожидания ( ) на
основе ряда стохастических симуляций процесса
сближения, можно рассчитать приближенное зна-
чение вероятности столкновения:  ≈

≈  

Необходимое число симуляций n может быть
найдено на основе неравенства (1), конкретные
способы расчета n и оценки точности решения
будут представлены далее.
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Алгоритм вычисления вероятности столкно-
вения состоит из следующих этапов:
– генерация массива псевдослучайных шести-
мерных векторов состояния 

 КО в соответствии с 
 

– выявление факта пересечения трехмерных мо-
делей КО для потенциально опасных комбина-
ций на интервале 

– расчет  и оценка точности полученного
значения.

ГЕНЕРАЦИЯ МАССИВА 
ПСЕВДОСЛУЧАЙНЫХ ВЕКТОРОВ

На данном этапе необходимо получить k реа-
лизаций шестимерного вектора кинетических па-
раметров КО  распределенных по
нормальному закону в соответствии с математи-
ческим ожиданием  и ковариационной матри-
цей K.

Первым шагом является генерация набора
псевдослучайных величин  распре-
деленных равномерно на интервале  (U(0, 1)).
От выбора генератора равномерного распределе-
ния зависит скорость работы алгоритма и каче-
ство получаемых случайных векторов. Принимая
во внимание работы по данной теме [10], [11], [12],
был выбран алгоритм Вихря Мерсенна (Mersenne
Twister – MT). На рис. 1 изображено равномерное
распределение U(0, 1) точек в двумерном про-
странстве, полученное в результате работы про-
граммного модуля генерации псевдослучайных
величин, основанного на алгоритме MT. Далее
при помощи преобразования Бокса-Мюллера по-
лучается набор независимых реализаций векто-
ров состояния, распределенных по нормальному
закону (0, 1) с нулевым математическим ожида-
нием и единичной ковариационной матрицей. На
рис. 2 представлен результат перехода от U(0, 1) к

(0, 1). Диаграммы, расположенные сверху и
справа, показывают суммарное количество точек,
находящихся в соответствующем диапазоне ко-
ординат. На основе данных диаграмм можно по-
лучить визуальное представление о законе рас-
пределения.

Для получения вектора  учитывающего дис-
персию и взаимную зависимость своих составля-
ющих, необходимо осуществить следующее ли-
нейное преобразование:  где  – диа-
гональная матрица, составленная из собственных
чисел ковариационной матрицы K,  – матрица,
составленная из собственных векторов ковариа-
ционной матрицы K.
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На рис. 3 представлено распределение точек воз-
можного положения реального КА (CHINASAT-20)
в проекции на плоскость  орбитальной СК. За-
ключительным этапом генерации случайных векто-
ров  является параллельный перенос в соответ-
ствии с заданным математическим ожиданием.

ВЫЯВЛЕНИЕ ФАКТА ПЕРЕСЕЧЕНИЯ 
ТРЕХМЕРНЫХ МОДЕЛЕЙ КО

Перед выявлением факта столкновения объек-
тов сложной формы для каждой пары траектории

   целесообразно произ-
вести отбор таких траекторий, при движении по
которому происходит сближение на расстояние
меньшее чем  где  – радиусы
сфер описывающих реальную форму КО. В силу
того, что количество симуляций в рамках постав-
ленной задачи  может достигать значений
порядка 106, быстродействие данного участка ал-
горитма является критичным. Учитывая данный
факт, а также то, что объекты на интервале сбли-
жения находятся на относительно небольшом
расстоянии друг от друга и испытывают одинако-
вое воздействие возмущающих факторов, в рам-
ках предварительной фильтрации пар применя-
ются упрощенные математические модели:

– линеаризованная модель движения для око-
локруговых орбит [13];

,r n

χ

{ }I II, ,
i j

χ χ = …1 ,i k = …1j l

= +I II ,R R R I II,R R

=N lk

– кеплерова модель движения для орбит с су-
щественной эллиптичностью.

В результате отсева остается множество пар
траекторий, при движении по которым имеет ме-
сто столкновение объектов сферической формы.
Далее для данного множества необходимо вы-
явить факт пересечения трехмерных моделей на
интервале 

Задача создания быстрого и эффективного ал-
горитма обнаружения пересечения двух трехмер-
ных фигур заданной формы является одной из
центральных проблем робототехники и компью-
терных игр. Как следствие, на данный момент су-
ществует ряд проверенных методов и алгоритмов
решения данной задачи. Общим подходом явля-
ется разбиение процесса расчета на две фазы: ши-
рокую и узкую.

В широкой фазе все объекты представляются в
виде ограничивающих параллелепипедов, сторо-
ны которых параллельны осям координат. Дан-
ное упрощение позволяет очень быстро отобрать
объекты потенциального столкновения. В каче-
стве алгоритма широкой фазы был выбран алго-
ритм Sweep-and-Prune [14].

В качестве алгоритма узкой фазы был выбран
алгоритм Гилберта–Джонсона–КMрти (Gilbert–
Johnson–Keerthi, GJK), который в силу своей ста-
бильности, скорости и занимаемому объему па-
мяти получил широкое распространение [15].

[ ]1 2, .t t
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GJK использует такие математические понятия,
как сумма Минковского, опорная функция и
симплекс [16]. Кратко работу данного алгоритма
можно описать следующим образом. Выполняет-
ся проверка принадлежности центра СК произ-
вольному начальному симплексу, если результат
проверки положительный, то фигуры пересека-
ются, иначе при помощи опорной функции вы-
числяется экстремальная точка в направлении
противоположном радиус-вектору ближайшей к
центу СК точки симплекса. Далее найденная точ-
ка добавляется в симплекс, а самая дальняя от
центра СК точка удаляется. Если экстремальная
точка является одной из ранее удаленных или од-
ной из тех, которые входят в текущий симплекс,
то вычисления завершаются.

ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ И УСЛОВИЕ 
АВТОМАТИЧЕСКОЙ ОСТАНОВКИ РАСЧЕТА

Оценка математического ожидания стремится
по вероятности к истинному значению при
стремлении количества симуляций n к бесконеч-
ности. При этом абсолютная погрешность  по-
лученной оценки пропорциональна  Так как
IA принимает одно из двух возможных значений

 можно отнести данную случайную величи-
ну к классу чисел Бернулли, для которых в свою
очередь возможен непосредственный расчет не-
обходимого числа реализаций N*, гарантирующих
выполнение неравенства (1). Существует несколько
подходов к определению N* [17]. 

Наиболее грубую оценку сверху можно
получить на основе неравенства Чебышева:

 здесь X – случайная вели-
чина,  – математическое ожидание,  – диспер-
сия. Выберем  при этом  Обо-

значая  получим, что неравенство 

(2)

гарантированно выполняется при 
Для чисел Бернулли дисперсия не превосходит
значение 0.25, следовательно, верхняя граница
требуемого числа симуляций:

(3)

Альтернативный подход к определению N* ба-
зируется на центральной предельной теореме: ес-
ли  независимые случайные величины,
распределенные по одинаковому закону, то

 Исходя из этого, можно

записать следующее приближенное неравенство:

ε,
−1 2.n
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1

 ≈  которое выполняется

для  здесь  – квантиль нор-
мального распределения для вероятности 

Используя верхнюю границу для дисперсии
чисел Бернулли, получаем, что неравенство (2)
приближенно выполняется для 

(4)

Сравнивая (4) и (3), можно сделать вывод о
том, что из-за отсутствия коэффициента досто-
верности в знаменателе (4) величина  возрас-

тает гораздо медленнее чем  С другой сторо-
ны, не стоит забывать, что в данном случае нера-
венство (2) является асимптотически верным.

Третий способ нахождения N* основан на нера-
венстве Хефдинга для случайных величин, лежащих
в диапазоне  
следовательно, N* может быть найдено из урав-
нения:

(5)

В табл. 1 представлен расчет количества симу-
ляций N* необходимого для гарантированного
достижения точности  при различных
подходах.

Минимальное значение N* получается при ис-
пользовании метода, основанного на выводах
центральной предельной теоремы. Даже при ис-
пользовании формулы (4) порядок количества
симуляций равен 109, что ставит под сомнение
применимость метода Монте-Карло для расчета
вероятности столкновения. В то же время, стоит
отметить, что в формулах (3)–(5) используется
предположение о максимально возможном зна-
чении дисперсии  В реальных расчетах
дисперсия принимает гораздо меньшее значение
и, как следствие, необходимая точность достига-
ется при меньшем числе симуляций. Данный вы-
вод подтверждает график на рис. 4, показываю-
щий зависимость оценки вероятности  от
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ε
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Таблица 1. Количество реализаций, гарантирующее
точность решения 

0.95

0.99

0.9973

−ε = 410

− α1 *
ChebN *

CLTN *
HoeffN

⋅ 85.000 10 ⋅ 75.000 10 ⋅ 81.844 10

⋅ 92.500 10 ⋅ 76.450 10 ⋅ 82.649 10

⋅ 99.259 10 ⋅ 77.500 10 ⋅ 83.303 10
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количества симуляций N для нескольких прого-
нов алгоритма. Запуски производились на одина-
ковых начальных данных, в качестве трехмерной
модели использовалась сфера. На основе графика
можно сделать приблизительный вывод о скоро-
сти сходимости метода, точность  достига-
ется при 

Исходя из этого, предлагается использовать
условие автоматической остановки расчета при до-

−ε = 410
= ⋅ 61.6 10 .N

стижении требуемой точности и достоверности ре-
шения. Начиная с некоторого количества симуля-
ций N0, производится оценка текущего значения
дисперсии  и проверка условия (2), если условие
выполняется, то вычисления прекращаются.

ПРИМЕР РАСЧЕТА
ВЕРОЯТНОСТИ СТОЛКНОВЕНИЯ

Событие сближения между спутником
CINASAT-20 (28082, 2003-052А) и спутником
SHIJIAN-17 (41838, 2016-065А) произошло
16.III.2018 в 18:35:49.63 (UTC). Минимальное рас-
стояние между математическими ожиданиями по-
ложения центров масс составило 286.3 м. В целях
тестирования было произведено сравнение ре-
зультатов работы алгоритма З.Н. Хуторовского [3]
и алгоритма Монте-Карло для сферических объ-
ектов с радиусом 15 м.

В табл. 2 представлены результаты трех серий
запусков алгоритма Монте-Карло для различных
значений требуемой точности  при этом коэф-
фициент достоверности имеет постоянное значе-
ние – 99%. Каждая серия состоит из трех запусков
отличающихся только набором сгенерированных
псевдослучайных векторов. Здесь  – оценка
вероятности столкновения сферических объектов,

 – абсолютное значение разности результатов,
полученных аналитическим методом З.Н. Хуторов-
ского и численным методом Монте-Карло, N –
фактическое количество симуляций.

AID

ε,

сфP

ΔХ

Рис. 4 
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1.2 · 1061 · 1068 · 1056 · 1054 · 1052 · 105 1.4 · 106 1.6 · 106

Таблица 2. Результаты расчета вероятности столкно-
вения сферических объектов

№ N, 
тыс.

Время 
расчета, с

1.1 429 30

1.2 366 24

1.3 303 19

2.1 1098 94

2.2 1047 89

2.3 915 76

3.1 8346 690

3.2 8700 730

3.3 8892 745

ε сфP ΔХ

−⋅ 55 10 −⋅ 41.608 10 −⋅ 53.3 10
−⋅ 55 10 −⋅ 41.366 10 −⋅ 50.9 10
−⋅ 55 10 −⋅ 41.122 10 −⋅ 51.5 10
−⋅ 53 10 −⋅ 41.485 10 −⋅ 52.1 10
−⋅ 53 10 −⋅ 41.414 10 −⋅ 51.4 10
−⋅ 53 10 −⋅ 41.235 10 −⋅ 50.4 10
−⋅ 51 10 −⋅ 41.253 10 −⋅ 50.2 10
−⋅ 51 10 −⋅ 41.307 10 −⋅ 50.3 10
−⋅ 51 10 −⋅ 41.336 10 −⋅ 50.6 10
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На основе проведенных расчетов можно
утверждать, что численный алгоритм работает
стабильно, величины оценок вероятности в рам-
ках одной серии запусков лежат в диапазоне 
В то же время расхождение результатов  двух
методов также лежит в приделах заданной по-
грешности  что свидетельствует о согласован-
ности аналитического и численного подхода в
рамках классических допущений. Время расчета в
однопоточном режиме вычислений на процессо-
ре AMD Phenom IIХ4 975 для  составило
приблизительно 13 мин.

В табл. 3 приведены результаты расчета веро-
ятности столкновения с учетом формы и ориен-

±ε.
ΔХ

±ε,

−ε = ⋅ 51 10

тации КО. В рамках тестирования была использо-
вана обобщенная трехмерная модель геостацио-
нарных спутников, представленная на рис. 5.
Данная модель может быть вписана в сферу ради-
усом 15 м. Так как солнечные панели, как прави-
ло, имеют одну степень свободы, их форма была
аппроксимирована цилиндрами. При этом пред-
полагалось, что объекты имеют типичную для
геостационарных спутников ориентацию: ось
солнечных панелей перпендикулярна плоскости
орбиты, главная ось направлена на центр Земли.

Аналогично расчетам для сфер было произве-
дено три серии запусков для различных значений
требуемой точности  Разброс полученных оце-
нок не превосходит заданную погрешность, при
этом значение вероятности столкновения КО
сложной формы оказалось приблизительно в
пять раз меньше, чем вероятность столкновения
описывающих сфер. Время расчета в однопоточ-
ном режиме вычислений для  не превы-
сило 65 мин.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Вероятность столкновения КО является ос-

новной величиной, влияющей на принятие реше-
ния о применении маневра уклонения. От точно-
сти оценки данной величины зависит безопас-
ность космических полетов и скорость расхода
рабочего тела КА. В рамках исследования был раз-
работан метод расчета вероятности, позволяющий
учесть форму и ориентацию сближающихся объ-
ектов, а также снять ряд классических допущений.
Было продемонстрировано, что игнорирование
реальной формы объектов существенно влияет на
точность оценки, для тестового примера было по-

ε.

−ε = ⋅ 62 10

Рис. 5 

Таблица 3. Результаты расчета вероятности столкно-
вения объектов сложной формы

№ N, тыс. Время 
расчета, с

1.1 4260 389

1.2 4730 433

1.3 5270 484

2.1 8780 812

2.2 9240 853

2.3 10860 1010

3.1 39090 3895

3.2 39030 3896

3.3 39090 3894

ε P

−⋅ 66 10 −⋅ 52.30 10
−⋅ 66 10 −⋅ 52.56 10
−⋅ 66 10 −⋅ 52.85 10
−⋅ 64 10 −⋅ 52.11 10
−⋅ 64 10 −⋅ 52.22 10
−⋅ 64 10 −⋅ 52.61 10
−⋅ 62 10 −⋅ 52.35 10
−⋅ 62 10 −⋅ 52.34 10
−⋅ 62 10 −⋅ 52.35 10
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лучено пятикратное расхождение результатов. В
тоже время при анализе сближения сферических
объектов оценки разработанного метода согласу-
ются с оценками классического метода Хуторов-
ского.

В предложенном методе предусмотрен алго-
ритм автоматической остановки вычислений при
достижении заданной точности и достоверности
решения. Стоит отметить, что требуемое время
расчета нелинейно возрастает при уменьшении
величины допустимой погрешности. В целях
ускорения работы алгоритма в перспективе пла-
нируется заменить ГПСЧ Вихря Мерсенна на по-
следовательности Соболя [18], которые обеспечи-
вают более высокую скорость сходимости методов
статистического моделирования. Ускорения также
можно добиться, прибегнув к двухэтапной оценке
риска, при которой на первом этапе рассчитывается
вероятность столкновения описывающих сфер и,
если вероятность окажется выше порогового значе-
ния, производится учет реальной формы и ориен-
тации сближающихся объектов.

Публикация выполнена при поддержке Про-
граммы стратегического академического лидер-
ства РУДН.
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