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Рассматривается стабилизация относительного равновесия спутника на круговой орбите, снабжен-
ного магнитной системой ориентации, при учете аэродинамических моментов. Линеаризованная
система уравнений движения относится к специальному классу линейных нестационарных систем,
приводимых к стационарным. Исследована управляемость как стационарной, так и нестационар-
ной системы. Построен работоспособный алгоритм стабилизации на основе приведенной стацио-
нарной системы. Проведено моделирование, демонстрирующее эффект влияния аэродинамиче-
ских моментов.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Эта работа является продолжением серии работ

по стабилизации стационарных движений спутни-
ка, центр масс которого движется по круговой ор-
бите, при помощи моментов различной природы,
возникающих при взаимодействии с геомагнитным
полем [1–6]. Исследования проводились на осно-
вании факта принадлежности линеаризованных
уравнений движения к специальному классу при-
водимых линейных нестационарных систем (ЛНС).
Свойство приводимости ЛНС к стационарным си-
стемам позволило разработать строгий аналитиче-
ский подход к исследованию указанных задач. Бы-
ли получены необходимые и достаточные условия
управляемости систем и предложены работоспо-
собные оптимальные алгоритмы стабилизации.

В предлагаемой работе указанный подход при-
меняется для решения задачи стабилизации от-
носительного равновесия спутника при учете
аэродинамических моментов.

Рассматривается движение спутника по круго-
вой орбите в гравитационном поле. Аэродинамиче-
ские моменты оказывают существенное влияние на
движение спутника около центра масс на низких
орбитах (до 700 км). Выражения для аэродинамиче-
ских моментов в большинстве работ используются
в традиционном виде, удобном для аналитических
исследований [7–11]. Влияние гравитационных,
аэродинамических и магнитных моментов на
устойчивость положений равновесия спутника на
круговой орбите рассмотрено в [7, 11–13]. При этом

характер устойчивости в общем случае не является
асимптотическим, и вопрос о стабилизации тем
или иным способом представляет практический
интерес. Как известно, одним из таких способов
является стабилизация при помощи магнитных си-
стем, который основан на взаимодействии соб-
ственного магнитного момента спутника с внеш-
ним магнитным полем. Различным аспектам про-
блем управления и определения ориентации
спутников с помощью магнитных катушек и маг-
нитометров посвящено много работ (см., напри-
мер, [3, 14–16]). Обзор работ по управлению ориен-
тацией космических аппаратов при помощи маг-
нитных моментов содержится в [17, 18].

Задача стабилизации относительного равнове-
сия при помощи магнитных моментов с учетом
аэродинамических сил рассматривалась в [19, 20].
В этой работе желаемая ориентация соответствует
гравитационно-неустойчивому положению рав-
новесия, и магнитное управление необходимо для
обеспечения устойчивости. Исследованы также
вопросы управляемости и предложены алгоритмы
управления, основанные на LQR-методе для дис-
кретного времени.

Линеаризованные модели рассматриваемых за-
дач представляются линейными нестационарными
системами (ЛНС), так как управляющий момент
является функцией геомагнитного поля, которое
изменяется во время движения спутника по орби-
те. В большинстве работ предполагается, что изме-
нение носит периодический характер, если орбита
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спутника – круговая. Как отмечено в [18], это
предположение вполне оправдано. Поэтому мате-
матические модели рассматриваемых задач пред-
ставляют собой системы дифференциальных урав-
нений с периодическими коэффициентами. Это
обстоятельство вносит существенные трудности
как в изучение управляемости системы, так и в раз-
работку эффективных алгоритмов управления.

Выбор коэффициентов усиления в алгоритме
управления с обратной связью, обеспечивающий
асимптотическую устойчивость равновесия спут-
ника – центральный вопрос в этой задаче. При
построении алгоритмов управления с обратной
связью используются, в основном, следующие
подходы. Один подход приводит к численному
анализу линейной периодической системы на ос-
новании теории Флоке (см. работы [16, 17, 21]).
Другой подход основан на применении метода
функций Ляпунова (см. [22, 23]). Следует под-
черкнуть, что при обоих подходах способ выбора
коэффициентов обратной связи не указывается.

Как уже указывалось, предлагаемый в работе
подход основан на приводимости исходной неста-
ционарной системы к стационарной системе боль-
шей размерности [24, 25]. Для приведенной стаци-
онарной системы строится оптимальный алгоритм
стабилизации, основанный на LQR-методе.

Использование алгоритмов стабилизации для
стационарных систем имеет ряд достоинств.

1) Управление строится с помощью линейно-
квадратичного регулятора на бесконечном интер-
вале времени, что приводит к управлению в виде
обратной связи с постоянными коэффициентами.
Это управление обеспечивает асимптотическую
устойчивость приведенной стационарной системы;

2) Процесс построения управления хорошо ал-
горитмизирован. Для получения результата до-
статочно задать лишь параметры оптимизируе-
мого функционала.

Полученное на основании стационарной си-
стемы стабилизирующее управление вводится в
исходную нестационарную систему при помощи
вспомогательных переменных, которые выбира-
ются таким образом, чтобы преобразование от
исходных переменных к переменным стационар-
ной системы было невырожденным.

Работоспособность и эффективность предла-
гаемых алгоритмов подтверждается математиче-
ским моделированием.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассматривается движение спутника вокруг

центра масс в гравитационном поле Земли. Пред-
полагается, что центр масс спутника движется по
круговой орбите. На спутник действует также
восстанавливающий аэродинамический момент,
выражение для которого принимается в соответ-

ствии с [20]. Управляющий момент создается за
счет взаимодействия собственного магнитного
момента спутника с магнитным полем Земли.

2.1. Системы координат и уравнения движения
Используются две системы координат:  –

орбитальная система координат с началом в точке
 – центре масс спутника: ось  направлена по

радиус-вектору центра масс;  – по нормали к
плоскости орбиты,  дополняет систему до пра-
вой тройки;  – связанная система координат,
оси которой направлены по главным централь-
ным осям инерции спутника.

Ориентация системы  относительно ор-
битальной задается с помощью углов Эйлера

 Матрица  направляющих косинусов
осей системы  в системе  имеет вид [26]

Компоненты абсолютной угловой скорости
спутника  в проекциях на оси системы коорди-
нат  имеют вид

(2.1)

где  – величина орбитальной угловой скорости.
Динамические уравнения движения спутника

около центра масс имеют вид

(2.2)

Здесь   – главные цен-
тральные моменты инерции спутника;  – еди-
ничный вектор оси   – гра-
витационный момент;  – аэродинамический
момент [20];  – управляющий момент, кото-
рый можно представить в виде [27]

где  – собственный магнитный
момент спутника;   – индукция
геомагнитного поля, которое аппроксимируется
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прямым магнитным диполем в орбитальной си-
стеме координат [27]

Здесь  – угол наклона плоскости орбиты спут-
ника к плоскости экватора;  – постоянная маг-
нитного поля Земли,  – радиус орбиты. Величи-
ны  далее считаются управляющими воз-
действиями.

2.2. Линеаризованные уравнения движения

Уравнения движения (2.1), (2.2) при 
допускают стационарное решение, отвечающее
положению относительного равновесия спутни-
ка, в котором оси связанной системы координат

 совпадают с осями орбитальной системы ко-
ординат  [26]. Углы поворота 
выбраны таким образом, что в положении отно-
сительного равновесия все углы и относительные
угловые скорости равны нулю

(2.3)

При линеаризации уравнений движения (2.1),
(2.2) в окрестности относительного равновесия (2.3),
очевидно, линеаризуются и выражения для момен-
тов    В проекциях на оси связанной си-
стемы координат  эти выражения имеют вид

  в

соответствии с [20]  коэффици-
ент  зависит от аэродинамических характери-
стик спутника и радиуса орбиты. В выражении
для управляющего момента 
управление  формируется в виде линейной об-
ратной связи по компонентам вектора состояния

   Поэтому можно считать (как и в

[3, 5]), что  (  – единичная матрица
( )) и 

Тогда линеаризованные уравнения управляе-
мого движения при введении безразмерного вре-
мени  имеют вид
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Для круговой орбиты  где  – грави-

тационный параметр Земли. Тогда параметр
 не зависит от радиуса орбиты.

Требуется построить управление, обеспечива-
ющее асимптотическую устойчивость рассматри-
ваемого положения относительного равновесия,
основываясь на системе уравнений (2.4).

Отметим, что ранг матрицы коэффициентов
при управлениях в системе (2.4) равен двум, по-
этому среди управлений только два независимых.

3. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ 
К СТАЦИОНАРНОЙ СИСТЕМЕ

Система (2.4) относится к классу линейных не-
стационарных систем, которые допускают приве-
дение к стационарным системам большей размер-
ности [24, 25]. Этот класс систем характеризуется
тем, что функции, входящие в коэффициенты при
управлении, являются решениями линейной одно-
родной системы с постоянными коэффициентами.

Преобразование системы (2.4) к стационарной
системе. Согласно [24, 25], введем новые пере-
менные  по формулам

(3.1)

Дважды дифференцируя эти соотношения, под-
ставляя их в систему (2.4) и приравнивая коэффи-
циенты при функциях  получим

(3.2)

(3.3)

Стационарная система (3.2), (3.3) состоит из
двух независимых систем, в которые входят
управления  и  соответственно.
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4. УПРАВЛЯЕМОСТЬ
Если считать, что  то систему (3.2) рас-

сматривать не требуется (переменные  вво-
дить не нужно). Расширенная стационарная си-
стема (3.3) тогда имеет 8-й порядок (порядок ис-
ходной нестационарной системы равен 6).

Управляемость в данной задаче можно иссле-
довать, как исходя из анализа нестационарной
системы (2.4), так и анализируя стационарную
систему (3.3). Стационарная система является из-
быточной по отношению к исходной системе. Ес-
ли стационарная система управляема, то управ-
ляема исходная нестационарная система. Однако
неуправляемость стационарной системы может и
не повлечь неуправляемость исходной нестацио-
нарной системы.

Далее полагаем, что рассматриваемая орбита
не является ни полярной, ни экваториальной, т.е.

  ( ).

4.1. Управляемость стационарной системы (3.3)
 Согласно [24], стационарная система не-

управляема, если в ней существует интеграл, не
зависящий от наличия управлений. Умножим
второе уравнение системы (3.3) на 2 , четвертое
уравнение на  и сложим, 
Откуда следует, что при выполнении условий

  т.е.

(4.1)

в системе (3.3) существует не зависящий от нали-
чия управления  интеграл

Умножим первое уравнение системы (3.3) на
 третье уравнение на  и сложим. Тогда в си-

стеме (3.3) существует не зависящий от наличия
управления  интеграл

если выполняется условие  или

(4.2)

Итак, если условия (4.1), (4.2) не выполняют-
ся, то стационарная система (3.3) управляема, и
следовательно, управляема исходная нестацио-
нарная система (2.4).

4.2. Управляемость нестационарной системы
Для исследования управляемости системы (2.4)

представим ее в виде системы первого порядка

(4.3)

Здесь   – нулевые матрицы соот-
ветствующих размеров

Нестационарная система (4.3), согласно кри-
терию [28], управляема, если можно указать та-
кую точку  в которой
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ся линейной комбинацией первых пяти только
при выполнении условия (4.2). (При условии (4.1)

). Рассмотрим ранг матрицы 
составленной из первых пяти столбцов и седьмо-
го. В этом случае седьмой столбец является ли-
нейной комбинацией первых пяти, если выпол-
нены условия

(4.5)

Если выполнены условия (4.5), то зависимыми
оказываются все последующие столбцы матрицы

 в том числе и не выписанные здесь.

Таким образом, условиями неуправляемости
исходной нестационарной системы (4.3) являют-
ся условия (4.5). В частности, при отсутствии
аэродинамических сил ( ) эти условия не вы-
полняются, т.е., как уже указывалось в [12], си-
стема (4.3) управляема при любых значениях мо-
ментов инерции спутника.

Замечание (см. [3]). В работе [20] указаны
лишь достаточные условия управляемости систе-
мы (4.5) для любой не экваториальной орбиты,
имеющие вид

(4.6)

В самом деле, если тензор инерции спутника,
например, – шаровой ( ), то условия
(4.6) нарушаются. В то время как согласно усло-
вию (4.5) управляемость имеет место.

5. АЛГОРИТМ ПОСТРОЕНИЯ 
СТАБИЛИЗИРУЮЩЕГО УПРАВЛЕНИЯ

Анализ управляемости, проведенный выше,
показал, что система (3.3) управляема, за исклю-
чением случая (4.5).

Алгоритм стабилизации строится на основа-
нии системы (3.3), в предположении, что усло-
вия (4.5) не выполнены.

Для построения алгоритма стабилизации удоб-
нее представить систему (3.3) в форме Коши, вво-
дя переменные

которые удовлетворяют системе уравнений

(5.1)

Задача стабилизации стационарной управляе-
мой системы (5.1) состоит в том, чтобы построить
управление  обеспечивающее стремление к ну-
лю компонент вектора состояния  при 
Стабилизирующее управление  строится в виде
обратной связи по состоянию  а мат-
рица коэффициентов управления 
выбирается из условия минимума квадратичного
функционала

Здесь  – положительно определенные по-
стоянные матрицы размерности  и  соот-
ветственно.

Оптимальное управление имеет вид [29]
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исходная нестационарная система (4.3). Для вве-
дения управления непосредственно в исходную
систему (4.3) выразим вектор  через ис-
ходный вектор состояния  дополненный
вектором  так, чтобы матрица  преоб-
разования

(5.3)

была невырожденной.

τ =rank ( ) 6U τ( ),U

= = Γ = −2 3 1 13 , 9 .J J J J

τ( ),U

Γ = 0

[ ]
≠

− + Γ ≠ − + − Γ
3 2

3 3 1 2 1 2 3

,
6( ) 2 ( 2 ).

J J
J J J J J J J

= =1 2 3J J J

= = = = =
= = =

� �

� �

1 5 2 6 3 5 4 6 5 7

6 8 7 7 8 8

, , , , ,
, , ,

z y z y z y z y z y
z y z y z y

= + =� 1 3, ( ) ,T
z zz A z B u u u u

( )

 
= =  

−  
− 

=  
−  

= κ κ = κ κ

− =  
 

2 2
1 2 1

1 1

2 2
2

2 2

1 1 3 2 2 2

2

diag( , ); ,
*

,
*

* * * *diag( , ), diag , ,

0 2
,

2 0

z z z z

z

O E
A A A A

K D
O E

A
K D

K K

D

 
  β β   
 = = μ = μ   −β − β     
  

2

1 4 2
1 0 2 0

2 5 2

2

0 0
, , .

0 2 0z

O
B

B B B
O
B

,u
τ( )z τ → ∞.

τ( )u
τ = − τ( ) ( ),zu K z

× =(2 8) constzK

∞

 = τ τ + τ τ τ 
0

1 ( ) ( ) ( ) ( ) .
2

T TJ z Qz u Wu d

иQ W
×8 8 ×2 2

−τ = − τ = 1( ) ( ), .z z zu K z K W B P

P ×8 8

−+ − + =1 0.T T
z z z zPA A P PB W B P Q

τ( )z

τ ×( )(8 1)z
ξ ×(6 1),

ξ = ξ ξ7 8' [ ]T T

( )ξ = ξ = ξξ, [ ']TTz



КОСМИЧЕСКИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ  том 60  № 3  2022

СТАБИЛИЗАЦИЯ ОТНОСИТЕЛЬНОГО РАВНОВЕСИЯ СПУТНИКА 251

Компоненты вектора  связаны с компонен-
тами вектора состояния  стационарной си-
стемы (5.1) соотношениями

(5.4)

Матрица преобразования имеет вид

Уравнения для дополнительного вектора
 имеют вид

(5.5)

Тогда уравнение для вектора  можно записать в
виде

(5.6)

Нестационарная система (5.6) включает в себя
исходную систему (4.3), в качестве подсистемы.
Управление (5.2), построенное для стационарной
системы (5.1), при помощи выражения (5.3) мож-
но ввести в систему (5.6) в виде

Замкнутая этим управлением система имеет вид

(5.7)
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компоненты вектора  связаны с компонентами
вектора  ограниченным преобразованием (5.4).

6. МОДЕЛИРОВАНИЕ
Цель проведения моделирования – показать

влияние величины аэродинамического момента
на процесс стабилизации.

Моделирование проводилось в пакете MAT-
LAB 7.1. Коэффициенты вычислялись и исполь-
зованием стандартной программы LQR для ста-
ционарной системы восьмого порядка (5.1). Ха-
рактеристики квадратичного функционала

 
Рассматривалась стабилизация спутника с па-

раметрами  

 [20]. Угол наклона орбиты
 Высота орбиты  Начальные

отклонения по углам 0.15, 0.15, 0.2 по скоростям
0.1, 0.1, 0.15. Величины 

На рис. 1, 2 представлено поведение перемен-
ных   в зависимости от величи-
ны аэродинамического момента, где использова-
ны обозначения  

Из рисунков видно, что величина аэродина-
мического момента практически не сказывается
на времени сходимости, но существенно влияет
на амплитуду переходного процесса.

Предлагаемый алгоритм применим для спут-
ников с различными моментами инерции и при
различных углах наклона и высот орбит.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Линеаризованная в окрестности положения

относительного равновесия система уравнений
движения спутника относится к специальному

ξ
z

= 8,Q qE = 2.W wE

= ⋅ 2
1 0.036 кг м ,J = ⋅ 2

2 0.09 кг м ,J

= ⋅ 2
3 0.088 кг мJ
= °51.6 .I = 415 км.H

= × −1.4 10.0 ^ ( 2);q
= ×1.4 10.0 ^ (3).w

θ ,i θ τ =( 1,2,3)id d i

Γ =0 0, ( )× −Γ = × 3 11 3.0.5 ]0[ ,J J
( )×Γ = −3 12 3.0 .J J

Рис. 1. Влияние аэродинамического момента на процесс стабилизации углов  а)  б)  в) 
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классу линейных нестационарных систем, допус-
кающих приведение к стационарным системам
большей размерности. При помощи соответству-
ющего конструктивного преобразования получена
стационарная система. Исследована управляемость
системы как стационарной, так и нестационарной.
Достаточные условия управляемости стационар-
ной системы получены при помощи условий су-
ществования в системе линейных интегралов, не
зависящих от наличия управлений.

Следует подчеркнуть, что в отличие от других
работ преимущество предлагаемого алгоритма
стабилизации положения относительного равно-
весия в том, что для его построения требуется
лишь задание параметров квадратичного функ-
ционала, и его применение гарантирует асимпто-
тическую устойчивость.

Проведенное математическое моделирование
подтверждает эффективность предложенной ме-
тодики.
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