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Рассматривается ИСЗ с электродинамической системой стабилизации. Для решения задачи о трех-
осной стабилизации ИСЗ в произвольном положении в орбитальной системе координат ставится
вопрос о возможности создания системы электродинамического управления угловым движением
ИСЗ по типу PID-регулятора, отличающегося от классического PID-регулятора тем, что восстанав-
ливающая компонента управляющего момента содержит распределенное запаздывание. Доказана
теорема об асимптотической устойчивости стабилизируемого положения равновесия ИСЗ, под-
тверждающая возможность создания указанной системы электродинамического управления. Эф-
фективность предложенной системы управления и целесообразность ее применения для сглажива-
ния переходных процессов подтверждается численным моделированием.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Электродинамическое взаимодействие искус-

ственного спутника Земли (ИСЗ) с магнитным
полем Земли оказывает существенное влияние на
динамику вращательного движения спутника от-
носительно его центра масс и может использо-
ваться при построении систем управления ориен-
тацией ИСЗ. Основанные на указанном взаимо-
действии магнитные системы управления (МСУ),
их преимущества, особенности, недостатки, а
также различные варианты применения, описа-
ны, например, в работах [1–8]. Метод стабилиза-
ции ИСЗ, основанный на использовании момен-
та лоренцевых сил (ЛСУ), предложенный в рабо-
те [9], получил развитие в работах [10–13], а также
в недавних работах авторов данной статьи. Инте-
рес к этому способу управления основан, в част-
ности, на том, что создание управляющего лорен-
цева момента, значительно превышающего по ве-
личине гравитационный и другие возмущающие
моменты, не вызывает технических трудностей [9].

Электродинамический метод стабилизации
ИСЗ [14] использует одновременно момент маг-
нитного взаимодействия и лоренцев момент и
благодаря этому снимает проблему недостатка
управления, свойственную как МСУ, так и ЛСУ
по-отдельности. В работе [14] сформулирован ме-
ханизм синтеза восстанавливающих и демпфиру-

ющих компонент управляющих моментов. В даль-
нейшем электродинамическая система управления
угловым движением ИСЗ получила развитие в
[15–18], а также в работах авторов данной статьи,
направленных на решение ряда задач стабилиза-
ции различных режимов вращательного движе-
ния ИСЗ относительно центра масс.

В вышеупомянутых работах [14–17] построе-
ние электродинамической системы управления,
адаптированной для решения той или иной зада-
чи управления, опирается на использование вос-
станавливающих моментов, пропорциональных
первым степеням норм разностей между про-
граммными и текущими значениями векторов, свя-
занных с ИСЗ, а также – на использование демпфи-
рующих моментов, пропорциональных первой сте-
пени относительной угловой скорости ИСЗ в
базовой системе координат. Условия асимптотиче-
ской устойчивости программного режима движе-
ния выводятся на базе прямого метода Ляпунова.

Однако, в некоторых задачах динамики вра-
щательного движения ИСЗ принципиально важ-
ным является не только выполнение условий
асимптотической устойчивости программного
режима движения, но и определенная гладкость
переходных процессов. Например, при стабили-
зации больших космических конструкций или
ИСЗ с высокоточными чувствительными прибо-
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рами, для которых вибрации, вызванные работой
системы управления, являются нежелательными.
Известный в задачах управления способ сглажи-
вания переходных процессов, основанный на
увеличении демпфирующих компонент управля-
ющих моментов, может оказаться сложным для
реализации в условиях космического простран-
ства. По этой причине в задачах динамики ИСЗ
часто используется другой, более подходящий
способ сглаживания, основанный на использова-
нии PID-регуляторов [19, 20]. Недостаток этого
способа становится заметным в процессе управ-
ления по мере приближения к программному ре-
жиму движения и является следствием того, что
интегральная компонента в управляющем мо-
менте продолжает учитывать предысторию пове-
дения системы управления в то время, когда эта
предыстория уже не играет роли. В результате в
системе управления появляется постоянно дей-
ствующее возмущение, препятствующее точной
стабилизации или точному наведению ИСЗ.

Для преодоления этого недостатка предлагает-
ся использовать управление с распределенным
запаздыванием. Сравнение такой модификации
PID-регулятора со стандартным PID-регулято-
ром, а также с PD-регулятором, дано в работе [21]
для линейного дифференциального уравнения с
постоянными коэффициентами. В ней же отме-
чаются значительные трудности аналитического
анализа и обоснования эффективности данного
метода управления.

Тем не менее, в работе [22] разработан анали-
тический подход к анализу устойчивости в задаче
об управлении вращательным движением твердо-
го тела с использованием PID-регулятора с рас-
пределенным запаздыванием. Исследование ос-
новано на развитии прямого метода Ляпунова и
метода декомпозиции на дифференциальные си-
стемы с распределенным запаздыванием. В ре-
зультате получены сформулированные в кон-
структивном виде и представленные в простой
форме достаточные условия асимптотической
устойчивости равновесного положения твердого
тела. Компьютерное моделирование подтвердило
не только ожидаемый эффект сглаживания пере-
ходных процессов, но и существенное сокраще-
ние времени сходимости.

В данной работе рассматривается задача трех-
осной электродинамической стабилизации в ор-
битальной системе координат для ИСЗ, движу-
щегося по круговой экваториальной орбите. Ра-
нее такая задача рассматривалась в [16] для случая
стабилизации ИСЗ в прямом положении равно-
весия. Цель данной работы заключается в разви-
тии исследования, выполненного в [16], путем ре-
шения более общей задачи о стабилизации ИСЗ в
произвольном положении в орбитальной системе
координат, причем на базе нового подхода, учи-

тывающего преимущества управления с распре-
деленным запаздыванием, выявленные в [22].
Возникает вопрос о возможности создания элек-
тродинамической системы управления по типу
PID-регулятора, в котором восстанавливающие
компоненты лоренцева момента и момента маг-
нитного взаимодействия содержат распределен-
ное запаздывание. В данной работе дается поло-
жительный ответ на этот вопрос. Анализируется
эффективность предложенного управления. В от-
личие от вышеупомянутой работы [22], опираю-
щейся в аналитическом исследовании на метод
декомпозиции, в данной статье используется
оригинальная конструкция функционала Ляпу-
нова–Красовского при исследовании устойчиво-
сти программного режима движения ИСЗ.

2. ЭЛЕКТРОДИНАМИЧЕСКОЕ 
УПРАВЛЕНИЕ

Рассматривается ИСЗ, центp масс котоpого
движется по круговой экваториальной орбите ра-
диуса  Пpедполагается, что ИСЗ снабжен
управляемым электростатическим зарядом

 распределенным по некоторому объ-
ему  с плотностью  и управляемым собствен-
ным магнитным моментом  В качестве базовой
системы координат, в которой решается задача
стабилизации ИСЗ, используется орбитальная
система координат  с началом в центре масс
ИСЗ, ось  которой направлена по касатель-
ной к орбите в сторону движения, ось  – по
нормали к плоскости орбиты, ось  – вдоль
радиуса-вектора  центра масс ИСЗ
относительно центра Земли  Исследование
проводится с учетом вращения орбитальной си-
стемы координат относительно инерциальной
системы с угловой скоростью  С ИСЗ жестко
связана система его главных центральных осей
инерции  (орты ). Все системы коорди-
нат, используемые в данной статье, являются
правыми декартовыми прямоугольными. Ориен-
тация осей  относительно осей  опреде-
ляется матрицей  направляющих косинусов 

  Орты  в орбитальной си-
стеме координат определяются равенствами

Те же орты в системе координат  обозначим
через 
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АЛЕКСАНДРОВ, ТИХОНОВ

В программной ориентации ИСЗ матрица 
принимает значение  с элементами   

 Следовательно, в программной ориен-
тации ИСЗ орты  принимают значения 

 определяемые следующим образом:

Пусть  – угловая скорость
ИСЗ относительно орбитальной системы коор-
динат. Вращательное движение ИСЗ, в котором

(1)

будем называть программным режимом враща-
тельного движения ИСЗ относительно его центра
масс. В терминах введенных выше ортов про-
граммный режим (1) определяется равенствами

(2)

Поскольку ИСЗ движется со скоростью  от-
носительно геомагнитного поля с магнитной ин-
дукцией  (векторы  и  считаются заданными
в орбитальной системе координат), то он подвер-
гается воздействию лоренцева момента  и мо-
мента магнитного взаимодействия  соответ-
ственно имеющих вид

где   –
pадиус-вектоp центра заряда ИСЗ относительно
его центра масс,  Значение  в
этих формулах совпадает со значением  в центре
масс ИСЗ. Векторы  и  считаются заданными в
системе координат 

В программном режиме вращательного движе-
ния векторы  и  соответственно принимают
значения  и 

Синтез электродинамического управления
предполагает, что для реализации программного
режима вращательного движения (1) должны
быть подобраны такие законы изменения пара-
метров  и  которые обеспечивают создание вос-
станавливающих, демпфирующих, а также, в общем
случае, компенсирующих компонент управляющих
моментов в окрестности данного программного
движения.

Следуя [14], построим каждый из электроди-
намических параметров в виде суммы восстанав-
ливающих, демпфирующих и компенсирующих
компонент:

(3)
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Здесь  и  обеспечивают со-
здание восстанавливающих компонент управля-
ющих моментов  и   и

 – создание демпфирующих
компонент управляющих моментов  и  а

 и  – создание компенсирующих компонент
 и  тех же управляющих моментов. Не-

обходимость компенсирующих компонент в
управляющих моментах возникает в тех случаях,
когда программный режим движения не является
решением системы дифференциальных уравне-
ний движения в силу тех или иных возмущающих
моментов. Компенсирующие компоненты стро-
ятся в зависимости от конкретных возмущающих
моментов и будут рассмотрены в следующем раз-
деле при построении математической модели за-
дачи. Кроме того, добавим интегральные члены,
построенные на основе восстанавливающих ком-
понент. Тогда управляющие моменты примут вид

(4)

(5)

где параметры управления  могут
быть скалярными функциями времени,  и  –
постоянные параметры, причем  

3. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

На данном этапе исследования, когда основ-
ное внимание направлено не столько на всесто-
роннюю точность учета факторов, воздействую-
щих на ИСЗ, сколько на анализ влияния распреде-
ленного запаздывания на процесс управляемого
вращательного движения ИСЗ, в качестве модели
геомагнитного поля возьмем простую модель “пря-
мой магнитный диполь”. В этом случае магнит-
ная индукция  постоянна во всех точках эквато-
риальной орбиты и определяется по формуле

 где  – радиус Земли,

 – первый гауссов коэффициент. Для круговой
экваториальной орбиты  где  –
угловая скорость суточного вращения Земли. По-
этому
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Подставляя эти выражения в (4) и (5), получим

(6)

(7)

где

а     – положительные постоянные.
Вращательное движение ИСЗ описывается ди-

намическими уравнениями Эйлера

(8)

где  – тензор инерции ИСЗ в си-
стеме координат   =  –

угловая скорость ИСЗ,  – гра-
витационный момент [23], являющийся одним из
наиболее значимых возмущающих моментов, осо-
бенно для ИСЗ с типичной конфигурацией и нахо-
дящихся на орбитах средних высот. Заметим, что

Поскольку программный режим движения
ИСЗ не является в общем случае прямым положе-
нием равновесия ИСЗ в орбитальной системе ко-
ординат, то гравитационный момент не обращается
в ноль в программном режиме движения ИСЗ. Так-
же не обращается в ноль и выражение  в
левой части уравнений (8).

Для компенсации этих слагаемых, представ-
ленных в виде возмущающего момента

будем использовать подход, развитый в [24] и ос-
нованный на создании компенсирующих компо-
нент электродинамических параметров в следую-
щем виде:
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Здесь  – известная матрица:

После подстановки  и  в управляющие момен-
ты, получаем   Не-
посредственной проверкой легко убедиться в
том, что 

Поэтому, подставляя (6) и (7) в (8), получим
следующую систему динамических дифференци-
альных уравнений:

(9)

Для замыкания дифференциальной системы
будем рассматривать динамические уравнения (9)
совместно с кинематическими уравнениями Пуас-
сона

(10)

Каждое решение  систе-
мы (9), (10) при  определяется начальным мо-
ментом времени  и начальной функцией 
где  принадлежит пространству 
непрерывных функций с равномерной нормой

а  – евклидова норма вектора.
Исследование процесса стабилизации ИСЗ в

орбитальной системе координат в программной
ориентации (2) будет проводиться на базе нели-
нейных дифференциальных уравнений (9), (10).

4. АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ

Пусть  – ( ) – единичная матрица,
 при  Ψ(t) = kL0r3 × s3(t) +
   где  и  –

фиксированные положительные числа, а  — по-
ложительный параметр.
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Имеем

Здесь

 при  
Конкретный вид матриц  и  несущественен,
поскольку при стремлении к программной ори-
ентации слагаемые, в которые они входят, имеют
более высокий порядок малости по сравнению с
остальными слагаемыми. Заметим, что матрица 
является симметричной и положительно опреде-
ленной.

Таким образом, уравнения Эйлера можно за-
писать в виде

(11)

Сначала, согласно подходу, разработанному в
статьях [25–27], выберем функцию Ляпунова для
системы (10), (11) в виде

где  – вспомогательный положительный пара-
метр. Получим

где

Используя критерий Сильвестра, нетрудно по-
казать, что если
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то найдутся положительные числа  и  такие, что

Продифференцируем теперь функцию  в си-
лу системы (10), (11). Имеем
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Далее строим функционал Ляпунова–Красов-
ского по формуле

где  – постоянная, симметричная и положи-
тельно определенная матрица. Тогда

Рассмотрим выражение

С помощью замены  получаем

где 

С использованием результатов работ [28, 29]
нетрудно показать, что для существования поло-
жительно определенной матрицы  при которой
матрица  положительно определена, необходи-
мо и достаточно, чтобы выполнялось условие

(13)
Кроме того (см. [28, 29]), если справедливо нера-
венство (13), то матрицу  можно выбрать в виде

Получим 

где

а  – наибольшее собственное число матрицы 
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Следовательно, справедливо неравенство

Снова применяя критерий Сильвестра, полу-
чаем, что если

(14)

то положительные числа  и  можно выбрать
так, чтобы имела место оценка

при 
Значит (см. [30]), при выполнении условий

(12)–(14) положение равновесия (2) асимптоти-
чески устойчиво.

С помощью замены переменной  нера-
венства (12) и (14) можно привести к виду

где

Таким образом, справедлива следующая тео-
рема.

Теорема. Если

и выполнено неравенство (13), то положение рав-
новесия (2) системы (9), (10) асимптотически
устойчиво.

При практическом использовании доказанной
теоремы задаются значения конструктивных па-
раметров и коэффициентов при восстанавливаю-
щих компонентах управляющих моментов и по
ним находится область допустимых значений ко-
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эффициентов при диссипативных составляющих
управляющих моментов.

5. ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

Рассмотрим для примера ИСЗ, движущийся
по круговой экваториальной орбите с высотой

 км над поверхностью Земли. В этом случае
 с–1. Пусть главные центральные мо-

менты инерции ИСЗ принимают значения
 кг м2,  кг м2,  кг м2. По-

стоянные множители, входящие в коэффициенты
управляющих моментов (6) и (7), соответственно
равны  Н м,  Н м,

 Н м с,  Н м с.
Пусть программная ориентация ИСЗ (2) в ор-

битальной системе координат определяется следу-
ющими значениями “самолетных” углов (в радиа-
нах):  (угол крена),  (угол тангажа),

 (угол рыскания). Начальная ориентация
ИСЗ определяется углами  

 при  Начальные значения про-
екций угловой скорости ИСЗ  выбраны следую-
щими:   
при 

Вначале расчеты были выполнены для случая
 соответствующего управлению без инте-

грального члена. Процесс стабилизации ИСЗ по-

630
−ω ⋅ 3

0 = 1.1 10

= 1500A = 1050B = 1200C

−⋅ 3
0 = 2.5 10Lk −⋅ 3

0 = 2 10Mk
0 = 0.1Lh 0 = 0.5Mh

ϕ = 0.3 θ = 0.2
ψ = 0.1

ϕ( ) = 0.5,t θ −( ) = 0.5,t
ψ( ) = 0.5t ∈ −τ[ ,0].t

ω

ω ω0( ) = 0.5 ,x t ω ω0( ) = 1.5 ,y t ω ω0( ) = 0.5z t
∈ −τ[ ,0].t

τ = 0,

казан на рис. 1 и рис. 2. По оси абсцисс отклады-
вается аргумент широты — угол 

Затем аналогичные расчеты при тех же пара-
метрах и тех же начальных условиях были выполне-
ны для управления с распределенным запаздывани-
ем. С целью выполнения неравенства (13) были взя-
ты значения  и  Процесс стабилизации
ИСЗ в этом случае происходит в соответствии с
рис. 3 и рис. 4.

Сравнение рис. 1 и рис. 3, а также рис. 2 и рис. 4
свидетельствует о том, что при наличии распреде-
ленного запаздывания в управлении: 1) переход-
ные процессы становятся намного более гладки-
ми; 2) угловая стабилизация ИСЗ происходит в
несколько раз быстрее.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Электродинамический метод управления уг-
ловой ориентацией ИСЗ [14], опирающийся на
взаимно дополняющие свойства лоренцева мо-
мента и момента магнитного взаимодействия,
может использоваться для решения широкого
круга задач динамики управляемого движения
ИСЗ. К числу публикаций, отражающих это на-
правление исследований, относятся, например,
[15–17]. В частности, представляет практический
интерес задача об электродинамической стабили-
зации ИСЗ в орбитальной системе координат.
Для этой задачи, рассмотренной в [16], были по-

ω0= .u t

= 1c τ = 0.7.

Рис. 1. Самолетные углы ( ).
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Рис. 2. Проекции относительной угловой скорости ( ).
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лучены аналитически в явном виде достаточные
условия асимптотической устойчивости стабили-
зируемого прямого положения равновесия ИСЗ.
При этом было показано, что для обеспечения
выполнения данных условий не требуется накла-
дывать никаких условий на параметры  и 
кроме их положительности.

В данной работе рассмотрена более общая за-
дача, как по постановке, так и по методу управле-
ния: стабилизируемое положение ИСЗ в орбиталь-
ной системе координат может быть произвольным,
а управление содержит члены с распределенным за-
паздыванием. Показано, что электродинамическое
управление, построенное таким образом по типу
PID-регулятора, позволяет не только существен-
но уменьшить нежелательные колебания ИСЗ в
процессе стабилизации, но и значительно (в ра-
зы) сократить время установления программного
режима движения.

Доказанная в данной работе теорема об асимп-
тотической устойчивости произвольного углового
положения ИСЗ в орбитальной системе координат
(программного режима движения) позволила полу-
чить конструктивные условия асимптотической
устойчивости программного режима движения.
Интересно заметить, что эти условия (в противо-
положность работе [16]) накладывают ограниче-
ния лишь на параметры  и  но не наклады-
вают никаких ограничений на параметры  и

 кроме их положительности.

0Lh 0,Mh

0Lh 0,Mh
0Lk

0,Mk

Предложенная в работе методика построения
функционала Ляпунова–Красовского может быть
использована для распространения полученных
результатов на более общие случаи, приводящие к
более сложным дифференциальным уравнениям с
почти периодическим коэффициентами (неэква-
ториальные и некеплеровы орбиты, недипольные
модели геомагнитного поля и др.).

Раздел 4 (Анализ устойчивости) выполнен при
поддержке Министерства науки и высшего обра-
зования Российской Федерации (соглашение
№ 075-15-2021-573).
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