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Анализируются условия, когда при некотором угле падения объемная акустическая волна в кри-
сталле, отражаясь от его границы с вакуумом, порождает не три отраженные объемные волны, как
в общем случае, а две или одну. Такие вырожденные отражения рассмотрены на примере ромбиче-
ских кристаллов.
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ВВЕДЕНИЕ
Когда акустическая объемная волна в кристал-

ле отражается от его границы с вакуумом, возни-
кает несколько отраженных волн. Здесь возмо-
жен ряд вариантов: три отраженные объемные
волны; две отраженные объемные и одна сопут-
ствующая волна, локализованная у границы; од-
на отраженная объемная и две локализованные
волны.

Отметим, что только объемные парциальные
волны являются отраженными. Это становится
очевидным, если вспомнить о том, что физиче-
ский образ плоской волны реализуется в виде
акустического пучка с шириной, значительно
превышающей длину волны. Таким образом, ло-
кализованная парциальная волна присутствует
только в окрестности акустического “пятна” на
поверхности, где она обеспечивает выполнение
граничных условий всей суперпозицией волн, и к
отражению, т.е. отводу энергии от границы, пря-
мого отношения не имеет. Следовательно, среди
парциальных волн должна существовать хотя бы
одна объемная отраженная волна.

Реализуемость конкретного варианта с опре-
деленным числом отраженных волн зависит от
симметрии кристалла, его упругой анизотропии,
геометрии распространения (ориентации грани-
цы, направления падающей волны) и акустиче-
ской ветви, к которой принадлежит падающая
волна. При определенных сочетаниях этих фак-
торов амплитуда одной из отраженных объемных
волн может оказаться нулевой. Отражение оказы-
вается вырожденным – в качестве отраженных
могут быть две объемные волны, одна объемная
вместе с локализованной и, наконец, одна объем-

ная. Такие отражения в кубических кристаллах
рассматривались в [1, 2], а в гексагональных – в
[3]. Исследовались также варианты, при которых
падающая волна порождает отраженную объем-
ную волну, близкую к собственной моде, – осо-
бой объемной волне. При этом в условиях близо-
сти направления распространения отраженной
волны к поверхности кристалла удается сконцен-
трировать всю энергию падающей волны в узком
отраженном пучке, которому сопутствует лишь
одна локализованная у поверхности волна. Такое
отражение является вырожденным [4–6]. Вне
связи с резонансами общая теория отражений в
кристаллах произвольной симметрии развита в
[7–11]. Вырожденные отражения существуют и в
изотропных средах [12–15], с общих позиций
описание таких отражений дано в [16].

В настоящей работе рассмотрены вырожден-
ные отражения в анизотропных кристаллах. Об-
щий анализ конкретизирован на примере ромби-
ческих кристаллов.

ВАРИАНТЫ ВЫРОЖДЕННЫХ ОТРАЖЕНИЙ 
В КРИСТАЛЛАХ

При падении на границу кристалла распро-
страняющейся в нем акустической объемной вол-
ны ветви α (α = 1, 2, 3) с волновым вектором 
возникают в общем случае три парциальные вол-
ны (объемные и локализованные) с волновыми
векторами  (β = 1, 2, 3). Соотношение между па-
дающей и отраженными волнами удобно рас-
сматривать, используя понятие поверхности ре-
фракции. Это трехполостная поверхность, обра-
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зованная концами волновых векторов объемных
волн, когда эти векторы сканируют сферу всех
возможных направлений распространения [7].
На рис. 1 представлено сечение такой поверхно-
сти плоскостью падения.

Ориентация границы кристалла задана еди-
ничным вектором нормали к ней n, направление
распространения совокупного волнового поля
вдоль поверхности – единичным вектором m
(m ⊥ n). Число объемных волн, отраженных от
свободной границы кристалла, зависит от той об-
ласти (I–IV) поверхности медленностей, в кото-
рую попадает приведенная скорость :

(1)

здесь  – частота. Границы между областями I, II,
III, IV на рис. 1 определяются значениями пре-
дельных скоростей . Каждой такой скорости
отвечает вертикальная касательная (параллель-
ная n) к соответствующей линии медленностей в
рассматриваемом сечении. Как вытекает из урав-
нений движения и граничных условий для сво-
бодной поверхности кристалла, каждому значе-
нию скорости  отвечают в общем случае шесть
различных волновых векторов. Конечно, един-
ственную падающую волну α надлежит выбрать
из трех возможных, так что суперпозиция отра-
жения будет включать в себя не более четырех

v
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v

парциальных волн, а в исследуемых случаях вы-
рождения – даже меньше.

В области IV ( ) все волновые век-
торы вещественные. При этом векторы  и со-
вокупное волновое поле  как функцию
координат x, y и времени t можно представить в
следующей форме:

(2)

Нормированные амплитуды  и веществен-
ные параметры  находятся из стандартных
уравнений движения [7, 12, 13] как функции при-
веденной скорости , от которой зависят углы па-
дения и отражения . Ам-
плитудные коэффициенты  и  в (2) связаны
между собой условием отсутствия силы, действу-
ющей на границу кристалла со стороны парци-
альных волн:

(3)

Здесь  – силы, созданные отдельными пар-
циальными волнами на границе y = 0,  – моду-
ли упругости кристалла.

Используя амплитуды отраженных волн при
падении на границу кристалла любой объемной
волны ветви α с параметрами , , , получим
следующие коэффициенты отражения [17]:

(4)

где  – параметр, изменяющийся в границах об-
ласти IV. Поскольку падающая волна может при-
надлежать любой из трех ветвей α, соотношения (4)
описывают девять различных коэффициентов от-
ражения.

Рассмотрим случай, когда при падении на гра-
ницу кристалла волны ветви α с волновым векто-
ром  отраженных волн не три, а две. Это озна-
чает обращение в ноль одного из коэффициен-
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Рис. 1. Сечения трех полостей (α = 1, 2, 3) поверхно-
сти рефракции кристалла плоскостью падения (xy).
В интервале IV приведенных скоростей  показаны
возможные варианты ориентаций вещественных
волновых векторов падающих на границу кристалла

( ) и отраженных от нее ( ) волн.
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тов (4) при некоторой скорости . Например,
требование  в соотношениях (4) означает,
что , откуда следует соотношение

(5)

При скорости , определенной этим соотноше-
нием, отраженными будут только две объемные
волны, для которых . Скорость  зада-
ет при этом ориентации волновых векторов всех
волн, участвующих в рассматриваемом трехпар-
циальном отражении. Однако, поскольку гаран-
тий существования такого решения нет, следует
анализировать каждый кристалл отдельно, кон-
кретизируя его модули упругости и геометрию
распространения.

Рассмотрим возможность формирования по-
добного вырожденного отражения для всех коэф-
фициентов (4). Возникающие при этом варианты
можно разбить на две группы. Во-первых, это
шесть отражений, в которых среди отраженных
парциальных волн присутствует волна той же вет-
ви, что и падающая:

(6)

Во-вторых, это три отражения, в которых сре-
ди отраженных волн не присутствуют парциаль-
ные волны той ветви, к которой принадлежит па-
дающая волна:

(7)

При  возникает вырождение: ,
, а при переходе в область III (

) эта вырожденная пара вещественных век-
торов превращается в комплексно сопряженную
пару, поскольку теперь . При
этом следует выбирать тот комплексный вектор ,
мнимая часть которого отвечает убыванию ин-
тенсивности соответствующей парциальной вол-
ны при удалении от границы в глубь кристалла.
В области III парциальные волны ветвей α = 1, 2
остаются объемными. В качестве падающей вол-
ны здесь может быть любая из двух объемных
парциальных волн с волновыми векторами  и

. Отраженными объемными волнами могут
быть парциальные волны тех же двух ветвей. При
этом в соотношениях (6) остаются четыре комби-
нации:

(8)

(9)

в соотношениях (7) – две комбинации:
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В соотношениях (8) падающая волна порождает
две объемные отраженные волны, в (9) и (10) –
одну объемную волну, сопровождаемую локали-
зованной компонентой. В (9) падающая и отра-
женная объемные волны принадлежат одной и
той же акустической ветви, т.е. это случаи чистых
отражений, а в (10) они принадлежат разным аку-
стическим ветвям – это случаи конверсионных
отражений.

При  возникает новое вырождение:
, , а при переходе в область II

( ) эта вырожденная пара веще-
ственных векторов превращается в комплексно
сопряженную пару, поскольку теперь

. Как и выше, сохраняем лишь
тот комплексный вектор , мнимая часть кото-
рого отвечает убыванию интенсивности соответ-
ствующей парциальной волны при удалении от
поверхности в глубь кристалла. Таким образом, в
области II вещественными остаются волновые
векторы  и  ветви α = 1. Ветвям α = 2, 3 отве-
чают комплексные векторы  и . В данной об-
ласти возможны только две различные трехпар-
циальные комбинации, которые отвечают чи-
стым отражениям:

(11)

Эти варианты отличаются друг от друга лишь ло-
кализованными у поверхности кристалла компо-
нентами. При варьировании значений парамет-
ра  в области II, когда отражение уже не является
вырожденным , падающая волна порож-
дает объемную отраженную волну той же ветви,
что и падающая, и две локализованные у поверх-
ности волны ветвей α = 2, 3. Такое отличие от вы-
рожденного отражения не является принципи-
альным.

На правой границе области II ( ) имеем
, а при переходе в область I ( ) вол-

новые векторы всех трех ветвей комплексны.
Объемные волны здесь невозможны. Реализуют-
ся лишь локализованные волновые поля, форми-
рующие рэлеевскую волну, скорость которой на-
ходится из условия

(12)

Наличие решения для скорости  ( )
гарантировано теоремами существования и един-
ственности [18–20].
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ВЫРОЖДЕННЫЕ ОТРАЖЕНИЯ 
В РОМБИЧЕСКИХ КРИСТАЛЛАХ

Рассматривая отражения в ромбических кри-
сталлах, будем использовать стандартную кри-
сталлографическую систему координат, оси кото-
рой , ,  направлены вдоль осей симметрии 2.
Такие кристаллы характеризуются девятью неза-
висимыми модулями упругости [7]:

(13)

Выберем в качестве поверхности кристалла и
плоскости падения координатные плоскости (xz)
и (xy) соответственно. Для такой симметричной
геометрии распространения на рис. 2 представле-
но сечение поверхности рефракции плоскостью
падения. На рис. 2 не показана отщепившаяся чи-
сто поперечная SH-волна (α = 3), для которой
вектор поляризации  ортогона-
лен плоскости падения. В континуальной обла-
сти изменения приведенной скорости ,

 (здесь  – плотность кристалла) проис-
ходит чистое отражение данной объемной волны:

(14)
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При , когда  имеем  –
вдоль границы распространяется особая объем-
ная волна, удовлетворяющая граничным условиям.

Парциальные волны двух других акустических
ветвей (α = 1, 2) имеют векторы поляризации, ле-
жащие в плоскости падения (xy). Поскольку при
рассматриваемой геометрии распространения
SH-волна отщепилась, на рис. 2 теперь три раз-
личных области изменения скорости  (I, II, III),
а не четыре, как в более общем случае, представ-
ленном на рис. 1.

В области III, когда ,  (да-
лее будем считать, как обычно, ), волно-
вые векторы рассматриваемых двух ветвей α = 1,
2 вещественны. Здесь векторы  и  задаются
соотношениями

(15)

Для дальнейшего анализа вместо  и  удобно
ввести безразмерные параметры

(16)

Запишем компоненты , входящие в (15), как
функции параметров (16):

(17)

где введены обозначения

(18)

Выпуклость всех кривых медленностей на рис. 2
обеспечивается требованием

(19)

При обратном знаке этого неравенства на внеш-
ней кривой медленностей возникают экстремумы.

В каждом отражении для акустических ветвей
α = 1, 2 (когда  – континуальный параметр) те-
перь участвуют три парциальные волны – падаю-
щая и две отраженные. Тогда по аналогии с (3)
имеем

(20)

(21)
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Рис. 2. Схемы вырожденных отражений в ромбиче-
ских кристаллах. Показаны сечения двух полостей
(α = 1, 2) поверхности рефракции плоскостью паде-

ния (xy);  – скорости предельных волн,  –

чистое отражение, ,  – конверсион-
ные отражения.
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Коэффициенты отражения принимают вид

(22)

Поскольку здесь α = 1, 2, данные соотношения
описывают четыре коэффициента отражения.
Если потребовать, чтобы при отражении возни-
кала лишь одна отраженная волна, то для чистых
отражений, как вытекает из (22), оказываются
возможными следующие варианты:

(23)

Оказалось, что оба варианта (23) приводят к
одному и тому же результату, определяя параметр

, отвечающий чистым отражениям как в ветви
, так и в ветви :

(24)

Эти соотношения описывают поверхность в про-
странстве параметров ( , , , ) или ( , , ):

(25)

Вследствие условий устойчивости [7] заведомо
, тогда решение (24) существует при условии

(26)

Это условие может быть нарушено лишь в экзоти-
ческих случаях, поскольку всегда  [7] и
обычно .

В пределе перехода к изотропной среде вместо
девяти независимых модулей упругости (13) ром-
бического кристалла остаются независимыми
лишь два модуля –  и :

(27)

При этом результат (24) существенно упрощается:

(28)
Этот предельный вариант непосредственно рас-
сматривался в [16].

Для конверсионных отражений из формул (22)
вытекают следующие варианты:

(29)
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Оба варианта приводят к одному и тому же урав-
нению, из которого определяется параметр 

:

(30)

Это уравнение справедливо не только в обла-
сти III. При замене в исходных соотношениях (29)

  (параметры  здесь мни-
мые) уравнение (30) остается справедливым в об-
ласти I. Оно справедливо и тогда, когда внешняя
кривая рефракции на рис. 2 имеет экстремумы.
В этом случае речь идет о волновых полях, лока-
лизованных у границы кристалла, – рэлеевских
волнах. Другими словами, уравнение (30) описы-
вает как конверсионные отражения, так и рэлеев-
ские волны.

Освобождаясь от иррациональностей в урав-
нении (30), сводим его к полиномиальной форме –
бикубическому уравнению для параметра :

(31)
Коэффициенты , , ,  выражаются через пара-
метры , , :

(32)

В пределе изотропной среды (28) уравнение (31)
сводится к классическому соотношению [7, 12, 13]:

(33)

Заключения о характере трех корней  урав-
нений (31) и (33) могут быть сделаны на основе
анализа знака функции , которая имеет
вид [21]:

(34)

Здесь величины , , ,  выражаются через пара-
метры , , , согласно (32). При любом знаке
функции D один из трех корней уравнений (31) и
(33) вещественный и положительный ( ),
лежит в области I (  – рис. 2) и отвечает рэ-
леевской волне. Теоремы [18–20] гарантируют
существование такого корня. В области 
другие два корня  и  вещественные. Если они
положительны, то отвечают конверсионным от-
ражениям. В области  корни  и  ком-
плексно сопряженные и отвечают нефизическим
решениям. При  из трех действительных кор-
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ней два совпадают. Таким образом, в пространстве
положительных переменных  уравне-
ние  определяет поверхность вы-
рождения. В пределе изотропной среды, когда
справедливо уравнение (33), точка вырождения
корней  на плоскости ( , ) отвечает
значениям  [1–3, 12–16].

В области II ( , ) ветви
α = 1 отвечают вещественные векторы  и  а
ветви α = 2 – комплексный вектор . Когда вели-
чина  – континуальный параметр, при отраже-
нии возникает объемная волна в сопровождении
локализованной. Здесь возможен единственный
вариант вырожденного отражения:

(35)
а вырождение сводится к тому, что исчезает лока-
лизованная волна.

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ
Полученные соотношения для поверхности

кристалла (xz) и направления распространения х
совокупного поля в ромбическом кристалле поз-
воляют дать аналогичное описание для другого
направления распространения – z – на той же по-
верхности. Фактически все сводится к переобо-
значению осей координат ( , ) и, как
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следствие, к изменению индексов модулей упру-
гости:

(36)

Более того, последовательно используя цикличе-
скую перестановку индексов модулей упругости

(37)

получаем соотношения для двух других поверх-
ностей ромбического кристалла (yx) и (zy), при-
чем на каждой из них для двух направлений
распространения. В итоге проведенное рассмот-
рение охватывает шесть неэквивалентных гео-
метрий распространения. В полученных при этом
соотношениях в разных комбинациях задейство-
ваны все девять модулей упругости (13) ромбиче-
ских кристаллов.

В таблице 1 приведены конкретные значения
ключевых параметров вырожденных отражений
для ромбических кристаллов топаза, арагонита и
сегнетовой соли. Численные оценки для кристал-
лов топаза и арагонита (их модули упругости взяты
из [22]) показали, что для всех шести вариантов
геометрии распространения функция 
(34) отрицательна. Соответственно здесь реали-
зуются конверсионные отражения. Для кристал-
лов сегнетовой соли для всех шести геометрий
распространения, наоборот,  – кон-
версионные отражения существовать не могут.
В то же время условие существования чистых от-
ражений  (26) для исследованных гео-
метрий во всех рассматриваемых кристаллах не
нарушено. Скорости , отвечающие таким отра-
жениям, для данных кристаллов попадают в об-
ласть II. При этом вырождение фактически сво-
дится к ликвидации локализованной у поверхно-
сти кристаллов волны.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Полученные соотношения позволяют по за-

данным модулям упругости ромбического кри-
сталла для рассмотренных шести геометрий рас-
пространения определить конкретные значения
скоростей волн, при которых реализуются чистые
и конверсионные отражения, а также распро-
страняются рэлеевские волны.

При определенных соотношениях между мо-
дулями упругости полученные выражения пере-
ходят в аналогичные соотношения для тетраго-
нальных, гексагональных и кубических кристал-
лов.

Автор выражает благодарность В.И. Альшицу
за ряд полезных советов.
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Таблица 1. Значения параметров , , ,  ряда
кристаллов

Кристалл n || m ||

Топаз y x 17.9 31.5 39.2 9.98
z 22.3 31.2 41.8 9.28

z y 26.1 41.5 53.7 8.07
x 20.5 29.2 56.7 10.1

x z 21.2 30.2 62.0 10.3
y 21.3 38.8 58.9 10.4

Арагонит y x 10.1 16.4 29.7 3.60
z 6.91 8.40 19.9 3.17

z y 7.06 8.65 20.8 3.17
x 15.7 16.0 24.1 2.43

x z 8.35 8.47 10.7 2.42
y 6.34 8.93 11.6 3.40
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y x 1.46 0.78
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y 1.89 0.81
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