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Получено новое описание разбиения Пенроуза, основанное на параметризации ромбов разбиения.
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ных окружений в разбиении Пенроуза. Получено новое доказательство того, что формой послойно-
го роста разбиения Пенроуза является правильный десятиугольник, и вычислены его вершины.
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ВВЕДЕНИЕ
Одной из наиболее распространенных матема-

тических моделей структур квазикристаллов яв-
ляются модельные множества, введенные Муди
[1]. Данные множества получаются проектирова-
нием в физическое пространство многомерных
решеток с дополнительным условием принад-
лежности некоторой двойственной проекции за-
данному множеству в фазовом пространстве,
называемому окном. Модельные множества хо-
рошо описывают расположение атомов в квази-
кристалле. На их основе хорошо моделируются
результаты дифракции на квазикристаллических
структурах [2, 3].

Основной недостаток модельных множеств
состоит в том, что в них не содержится информа-
ции о связях между элементами квазикристалли-
ческой структуры. Для получения этой информа-
ции требуется переходить к таким математиче-
ским моделям, как графы и разбиения.

В случае графов связи между элементами
структуры задаются ребрами, соединяющими
вершины графа. В случае разбиений связи опи-
сываются примыканием друг к другу соседних
фигур разбиения. При этом существует несколь-
ко различных понятий соседства фигур. В общем
случае отношение соседства задается при помо-
щи аксиом, введенных в [4, 5].

Отметим, что подходы к описанию структур,
связанные с графами и разбиениями, во многом
являются двойственными. В частности, хорошо
известна конструкция, ставящая в соответствие
разбиению его двойственный граф. Кроме того,
поскольку любое разбиение также содержит вер-

шины и ребра, его можно непосредственно рас-
сматривать как граф.

Наиболее известным разбиением плоскости,
связанным с квазикристаллическими структу-
рами, является разбиение Пенроуза. Его роль
обусловлена тем, что оно обладает запрещенной в
кристаллах симметрией пятого порядка, наблю-
даемой и в реальных квазикристаллах. Это разби-
ение можно также рассматривать как граф. В [6–
8] было проведено подробное исследование соот-
ветствующего графа, названного графом вершин
разбиения Пенроуза. При этом были получены
результаты, связанные с описанием кластеров и
координационных окружений соответствующего
графа [7], а также найдена форма его послойного
роста [8]. С другой стороны, более традиционным
является рассмотрение разбиения Пенроуза
именно как разбиения, а не как графа его вершин.
В настоящей работе покажем, как получить для
разбиения Пенроуза результаты, аналогичные
полученным ранее для соответствующего графа
вершин.

КОНСТРУКЦИЯ ГРАФА ВЕРШИН 
РАЗБИЕНИЯ ПЕНРОУЗА

Вначале построим множество вершин разбие-
ния Пенроуза, используемая конструкция пред-
ложена в [9–11]. Рассмотрим схему
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Здесь  – целочисленная четырехмерная решет-
ка, точки которой имеют координаты (h, j, k, l),
где h, j, k, l – индексы, пробегающие все возмож-
ные целые числа, π1 – проекция решетки Z4 на
комплексную плоскость C (физическое про-
странство, в котором и строятся вершины разби-
ения), а π2 – проекция решетки Z4 на прямое про-
изведение другой комплексной плоскости на
циклическую группу пятого порядка  (фа-
зовое пространство или пространство парамет-

ров). Если  – комплексный корень пятой
степени из единицы, то проекции π1 и π2 опреде-
ляются следующим образом:

Зададим множество , называемое ок-
ном, следующим образом.

где , , , , ,
а P – правильный пятиугольник на комплексной
плоскости с вершинами {1, ζ, ζ2, ζ3, ζ4} и τ =

. Рассмотрим множество

Согласно [10] данное модельное множество явля-
ется множеством вершин разбиения Пенроуза.
Однако проведенное в [6] исследование показа-
ло, что  содержит ряд лишних вершин и для
построения корректного множества вершин раз-
биения Пенроуза из окна  нужно выбросить
часть границ множеств . Данное выбрасывание
можно осуществить бесконечным числом спосо-
бов, дающих бесконечное семейство разбиений
типа Пенроуза. Подробности представлены в [6].
В настоящей работе предполагаем, что в окне 
полностью исключены границы пятиугольников

 и , а в пятиугольнике  исключены его вер-
шины, кратко обсуждая, к чему может привести
иной выбор границ в тех местах, где это необхо-
димо.

Для перехода от множества вершин к графу,
или к разбиению Пенроуза, требуется задать реб-
ра. Для этого используется следующее правило:
вершины соединены ребром тогда и только тогда,
когда расстояние между ними равно единице.
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ПАРАМЕТРИЗАЦИЯ РОМБОВ
РАЗБИЕНИЯ ПЕНРОУЗА

Для перехода к изучению разбиения Пенроуза
нужно получить параметризацию ромбов, т.е. по-
ставить в соответствие каждому ромбу некоторый
параметр из фазового пространства.

Отметим, что идея параметризации фигур раз-
биения ранее рассматривалась авторами для раз-
биений Рози [12–15], а также разбиений, получа-
емых на основе ступенчатых поверхностей [16].
При этом было показано, что нужно рассмотреть
определенные точки, однозначно определяющие
фигуры разбиения, и в качестве параметров фи-
гур выбрать параметры этих точек. В случае раз-
биения Пенроуза в качестве подобных точек есте-
ственно рассмотреть центры ромбов – точки пе-
ресечения диагоналей ромбов.

Напомним, что вершины разбиения Пенроуза
имеют вид  с целыми индексами

h, j, k, l и . Определим отображение 
из физического пространства в фазовое по фор-
муле

где  – первая (комплексная), а
 – вторая (действительная) ча-

сти параметра.
Комплексная координата центра ромба полу-

чается как полусумма комплексных координат
любой пары его противоположных вершин и по-
этому имеет вид , но числа h, j, k,
l могут быть не только целыми, но и полуцелыми.
Возникает вопрос, как определить отображение

 для таких точек. Очевидно, что данное
отображение условно разбивается на два

Первое из этих отображений очевидным обра-
зом обобщается на случай произвольных рацио-
нальных h, j, k, l. С точки зрения теории чисел это
означает продолжение автоморфизма кольца це-
лых алгебраических чисел  до автоморфизма
поля .

Для второго отображения аналогичное про-
должение также может быть определено, если

определить  как единственное целое y та-

кое, что  и . С другой сторо-
ны, можно просто заметить, что все ромбы разби-
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ения Пенроуза с точки зрения вершин, которые в
них входят, можно разбить на два типа. В каждом
из ромбов первого типа вторые части параметров
одной пары противоположных вершин равны 1 и 3,
а вторые части параметров обеих вершин другой
противоположной пары равны 2. В ромбах второ-
го типа вторые части параметров одной пары про-
тивоположных вершин равны 2 и 4, а вторые ча-
сти параметров обеих вершин другой противопо-
ложной пары равны 3. Используя правило
полусуммы, для точки пересечения диагоналей по-

лучаем вторые части параметров  и

 соответственно. Таким образом,

вторая часть параметра ромба корректно опреде-
лена.

Ромбы с острым углом 36° будем называть ма-
лыми, а ромбы с острым углом 72° – большими.
Существуют по пять ориентаций больших и по
пять ориентаций малых ромбов каждого из типов.
При этом ориентации ромбов связаны между со-
бой поворотной осью симметрии пятого порядка.

Алгоритм получения параметров ромбов за-
данного типа и ориентации состоит в следующем:

– зафиксируем одну из вершин ромба. Напри-
мер, для ромба, изображенного на рис. 1а, зафик-
сируем вершину, вторая часть параметра которой
равна единице (правая вершина, помеченная
звездочкой);

– пусть  и  – векторы, ведущие из зафикси-
рованной вершины в соседние вершины (рис. 1б).
Рассмотрим все возможные первые координаци-
онные окружения вершин, в которые входят век-
торы  и , и найдем объединение параметров
соответствующих вершин. Отметим, что пара-
метры всех возможных первых координационных
окружений вершин были найдены в [7]. Для рас-
сматриваемого ромба полученное множество бу-
дет иметь вид выделенного серым треугольника
на рис. 1в;

– пусть  – комплексное число, полученное
как полусумма комплексных координат векторов

 и . В рассматриваемом примере .

Комплексная часть множества параметров ромба
получается сдвигом полученного на предыдущем
шаге множества (серого треугольника) на вектор

. При этом в данном множестве необходимо
рассматривать комплексные числа вида 

 с целыми или полуцелыми индексами
h, j, k, l. Причем целость или полуцелость h, j, k, l
определяется целостью или полуцелостью соот-
ветствующего индекса вектора . Так, в рассмат-
риваемом примере индексы вектора  есть

+ += =1 3 2 2 2
2 2

+ += =2 4 3 3 3
2 2
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v
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. Следовательно, для всех ромбов рас-

сматриваемого типа индексы h, j должны быть це-
лыми, а индексы k, l – полуцелыми;

– вторая часть параметров ромба равна 2 для
ромбов первого типа и 3 для ромбов второго типа.

На рис. 2, 3 изображены множества парамет-
ров больших и малых ромбов первого типа соот-
ветственно. Цифрами в кружочках помечены вер-
шины треугольников, соответствующих одной из
ориентаций ромба, а также начало соответствую-
щего вектора сдвига , рядом с которым указаны
его индексы. Штриховой линией на обоих рисун-
ках изображен пятиугольник . Серым цветом
выделен на каждом рисунке треугольник, соот-
ветствующий одной из ориентаций ромба.

Множество параметров ромбов второго типа
(за исключением граничных точек) получается из
рассмотренных множеств параметров ромбов
первого типа инверсией, т.е. поворотом вокруг
начала координат на 180°. Принадлежность гра-
ничных точек множеству параметров определяет-
ся выбором границ окна W.

Из рассматриваемой конструкции не ясно, яв-
ляются ли множества центров ромбов разбиения
Пенроуза модельными множествами. На самом
деле ответ на этот вопрос положителен, но требу-
ет изменения фазового пространства. Схема (1)
заменяется на схему

Проекции имеют вид

( )1 10;0; ;
2 2

*v
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π π←⎯ ⎯→ × × × × ×
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1 24' '
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Рис. 1. Разбиение множества Ω1.

ν1

ν2 Ω1

(а)

(б)

(в)



354

КРИСТАЛЛОГРАФИЯ  том 64  № 3  2019

ШУТОВ, МАЛЕЕВ

В частности, множество параметров, соответ-
ствующее рассмотренному выше примеру, имеет
вид (T, 4, 0, 0, 1, 1), где T – равнобедренный тре-
угольник с вершинами , сдвинутый на

вектор .

КЛАСТЕРЫ В РАЗБИЕНИИ ПЕНРОУЗА

Кластером в разбиении Пенроуза будем назы-
вать пару (R, TR), в которой R – некоторый ромб,
а TR – конечное подмножество ромбов разбиения
Пенроуза, содержащее ромб R. Кластеры (R, TR) и
(R ', TR′) будем называть эквивалентными, если
параллельный перенос, переводящий R в R ', пе-
реводит также TR в TR'. Данное отношение разби-
вает все множество кластеров на множество клас-
сов эквивалентности. Параметром кластера

 будем называть параметр ромба R. Задача
состоит в том, чтобы для произвольного кластера
(R, TR) описать множество параметров эквива-
лентных ему кластеров.

⎛ + ζ + ζ + ζπ = ⎜
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+ + +
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2 4
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τ

4 1
2 2

( , )RR T

Пусть V – множество векторов, ведущих из
центра ромба R в центры ромбов из TR. В случае
модельных множеств и соответствующих им гра-
фов в [7] была доказана формула, позволяющая
эффективно вычислять множества параметров
произвольных кластеров

(2)

Здесь * – естественное отображение из физиче-
ского пространства в фазовое, в данном случае
определяемое равенством

Данная формула применима и к кластерам мо-
дельного множества, образованного центрами
ромбов разбиения Пенроуза. Обоснование при-
менимости формулы непосредственно к класте-
рам разбиения Пенроуза требует дополнительных
рассуждений.

Пусть R и R ' – два ромба, параметры которых
принадлежат найденному множеству W(C). Обо-
значим через x(R) и x(R ') их центры. Выберем век-
тор . Тогда рассуждения из [7] гарантируют,
что точки x(R) +  и x(R ') +  являются центрами
некоторых ромбов, принадлежащих разбиению,
но не гарантируют эквивалентность этих ромбов.
Однако в случае разбиения Пенроуза легко ви-
деть, что части параметров этих ромбов, принад-
лежащие множеству , совпа-
дают. При этом проверяется, что по соответству-
ющей части параметра определяются тип и

∈

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠
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v

( ) ( *) .
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−= π π 1
2 1' '* (( ) ( )).x x

∈v V
v v
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Рис. 2. Структура множества параметров больших
ромбов первого типа.
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бов первого типа.

5

3
3

3

3

2

2

2

2

1

1

1
4

4

4
4

5

5

5

1

(1/2, 1/2, 0, 1/2)

(1/2, 0, 1/2, 0)

(1/2, 0, 0, 1/2)

(0, 1/2, 0, 1/2)

(1/2, 0, 1/2, 1/2)



КРИСТАЛЛОГРАФИЯ  том 64  № 3  2019

ИССЛЕДОВАНИЕ РАЗБИЕНИЯ ПЕНРОУЗА 355

ориентация ромба, что и обосновывает примени-
мость формулы (2) к разбиению Пенроуза.

На рис. 4 показаны множества параметров ше-
сти типов кластеров, встречающихся в разбиении
Пенроуза. Отметим, что пять множеств парамет-
ров являются двумерными, а одно одномерным.
Кластеры с одномерным множеством параметров
имеют нулевую частоту появления в разбиении
(так как частота появления кластера может быть

найдена по формуле ). Такие класте-

ры называются исключительными. Их возникно-
вение очень сильно зависит от выбора границ
множеств параметров. Подробности даны в [7].

КООРДИНАЦИОННЫЕ ОКРУЖЕНИЯ
Существуют два естественных способа ввести

понятие соседства на множестве ромбов разбие-
ния Пенроуза:

– ромбы являются соседними тогда и только
тогда, когда они имеют общее ребро;

– ромбы являются соседними тогда и только
тогда, когда они имеют хотя бы одну общую точку.

При желании можно рассматривать более
сложные отношения соседства, удовлетворяю-
щие введенным в [4, 5] аксиомам. В настоящей
работе рассмотрим только первое из предложен-
ных отношений соседства. При этом используе-
мая техника может быть применена и в остальных
случаях.

Отношение соседства позволяет ввести метри-
ку на множестве ромбов разбиения Пенроуза.
Последовательность соседних ромбов разбиения
будем называть цепью. Длиной цепи будем назы-
вать число входящих в цепь ромбов минус 1. Рас-
стоянием d(R, R') между ромбами R и R' будем на-
зывать наименьшую из длин цепей, соединяю-
щих данные ромбы. Легко проверяется, что
введенная функция d(R, R') действительно удо-
влетворяет всем аксиомам расстояния.

Для произвольного ромба R разбиения Пенро-
уза и целого числа n определим координацион-
ную сферу порядка n:

а также координационное окружение порядка n:

Данные понятия были введены в [17, 18] и по-
дробно исследовались в [12, 14–16] для других
квазипериодических разбиений.

Аналогично случаю кластеров можно опреде-
лить классы эквивалентности координационных
окружений, а также поставить вопрос об описа-
нии ромбов заданного класса эквивалентности

ρ = ( )
( )

W C
C

W

= =( ) { ' : ( , ') },neq R R d R R n

= ≤( ) { ' : ( , ') }.nEq R R d R R n

координационного окружения в терминах фазо-
вого пространства.

В общем случае задача описания параметров
координационных окружений квазипериодиче-
ских структур является более сложной, чем задача
описания параметров кластеров. Это объясняется
тем, что класс эквивалентности координацион-
ного окружения элемента не только гарантирует
появление некоторых элементов в заданной
окрестности исходного, но и запрещает появле-
ние других элементов.

Например, рассмотрим первые координаци-
онные окружения графа вершин разбиения Пен-
роуза, изображенные на рис. 5. Легко видеть, что
координационное окружение A является подмно-
жеством координационных окружений B, C, D.
Данные координационные окружения отличают-
ся друг от друга наличием или отсутствием допол-
нительных вершин. Это означает, что множество
параметров конфигурации А, рассматриваемой

Рис. 4. Множества параметров шести типов класте-
ров, встречающихся в разбиении Пенроуза (а) и вы-
деленные различной штриховкой три области, вклю-
чающие в себя параметры кластеров, которым соот-
ветствуют три различных вектора сдвига (б).

(а)

(б)
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как кластер, не совпадает с множеством парамет-
ров той же самой конфигурации, рассматривае-
мой как первое координационное окружение. Бо-
лее того, можно показать, что множество пара-
метров кластера А является объединением
множеств параметров всех четырех координаци-
онных окружений A–D (на рис. 5 выделено се-
рым).

Оказывается, что в случае разбиения Пенроуза
подобная ситуация невозможна и множество
параметров произвольного координационного
окружения совпадает с множеством параметров
той же самой конфигурации, рассматриваемой
как кластер. Это позволяет использовать фор-
мулу (2) для эффективного вычисления парамет-
ров координационных окружений.

Данное утверждение нетрудно доказать индук-
цией по номеру координационного окружения n.
При n = 1 утверждение доказывается непосред-
ственным перебором первых координационных
окружений. Предположим, что имеются два клас-
са эквивалентности координационных окруже-
ний с представителями  и  такие, что

 для вектора , соединяющего
точки пересечения диагоналей ромбов R и R′. Это
означает, что существует ромб  и такой,
что . Выберем ромб 
так, чтобы . По предположению ин-
дукции . Отсюда легко по-
лучить, что ромб S = S′ – v корректно определен и
содержится в координационном окружении

( )nEq R ( ')nEq R
⊂ − v( ) ( ')n nEq R Eq R v

∈' ( ')nT Eq R
− ∉v' ( )nT Eq R −∈ 1' ( ')nS Eq R

∈ 1' ( ')T Eq S

− −= − v1 1( ) ( ')n nEq R Eq R

. При этом . Получаем
противоречие с ранее рассмотренным случаем n = 1.

На рис. 6 приведены параметризации первых
координационных окружений малых и больших
ромбов первого и второго типов разбиения Пен-
роуза для одной ориентации ромбов. Для осталь-
ных четырех ориентаций аналогичные парамет-
ризации получаются умножением на ζ2, т.е. пово-

ротами на  в фазовом пространстве, что

соответствует умножению на ζ (повороту на )

координационных окружений в физическом про-
странстве.

Так же, как и в случае кластеров, можно выде-
лить типичные координационные окружения с
двумерным множеством параметров и исключи-
тельные координационные окружения, множе-
ства параметров которых имеют меньшую раз-
мерность. При этом наличие тех или иных исклю-
чительных координационных окружений, а
также конкретный вид соответствующего множе-
ства параметров зависят от выбора границы окна

−1( )nEq R ⊂ − v1 1( ) ( ')Eq S Eq S

π4
5

π2
5

Рис. 5. Множество параметров кластера А в графе вер-
шин разбиения Пенроуза как объединение мно-
жеств параметров четырех координационных окру-
жений A–D.

A

B

D

C

Рис. 6. Параметризации первых координационных
окружений одной ориентации малых (а) и больших
(б) ромбов первого типа, малых (в) и больших (г) ром-
бов второго типа разбиения Пенроуза.

(б)(а)

(г)(в)
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при определении множества вершин разбиения
Пенроуза.

Отметим, что множества исключительных ко-
ординационных окружений не обязаны обладать
симметрией, связывающей типичные координа-
ционные окружения и их параметры. Также отме-
тим, что кроме исключительных координационных
окружений с одномерным множеством параметров
имеются три исключительных координационных
окружения, множества параметров которых нуль-
мерны и представляют собой одну точку. Каждое
из таких первых координационных окружений
встречается в разбиении ровно один раз. Инте-
ресно, что для координационных окружений гра-
фа вершин разбиения Пенроуза подобного эф-
фекта не возникает.

ФОРМА ПОСЛОЙНОГО РОСТА
РАЗБИЕНИЯ ПЕНРОУЗА

Рассмотрим предел последовательности вло-
женных координационных сфер

Если данный предел существует, то он называ-
ется формой послойного роста разбиения Пенро-
уза. В [5] доказано, что из существования формы
роста следует ее независимость от выбора началь-
ного ромба.

Понятие формы послойного роста впервые
было введено в [17, 18] и рассматривалось в [4, 5,
8, 12, 14–16, 19, 20] для различных периодических
и квазипериодических структур, а также структур
с элементами случайности. В частности, в [8] до-
казано, что форма послойного роста графа вер-
шин разбиения Пенроуза существует и представ-
ляет собой правильный десятиугольник, коорди-
наты вершин которого вычислены в явном виде.
В [21] также доказано, что форма роста разбиения
Пенроуза существует и представляет собой пра-
вильный десятиугольник, однако координаты
вершин данного десятиугольника не были явно
вычислены, хотя, на наш взгляд, метод рассмат-
риваемой работы позволял сделать это. Метод
[21] основывается на существовании в разбиении
Пенроуза специальной структуры, называемой
полосами Амманна [22], и не годится для боль-
шинства других квазипериодических структур (за
исключением, возможно, разбиения Амманна–
Бинкера и некоторых его аналогов).

Приведем набросок другого доказательства
теоремы о форме роста разбиения Пенроуза, ана-
логичный доказательству теоремы о форме роста
для графа вершин разбиения Пенроуза из [8].
Идеи данного доказательства могут быть перене-
сены на другие квазипериодические графы и раз-

{ }→∞

( )lim .n
n

eq R
n

биения, получаемые на основе модельных мно-
жеств.

Теорема. Форма послойного роста разбиения
Пенроуза существует и представляет собой пра-
вильный десятиугольник γ, вершинами которого
на комплексной плоскости являются числа вида

, где k = 0, 1, …, 9 и .

Замечание. Формы послойного роста разбие-
ния Пенроуза и его графа вершин совпадают.
Другими примерами разбиений с подобным
свойством являются правильные разбиения
плоскости на квадраты/шестиугольники. В об-
щем случае подобное утверждение, разумеется,
неверно. Авторам неизвестно простое объясне-
ние совпадения рассматриваемых форм роста.

Доказательство теоремы о форме роста состо-
ит из двух частей: доказательство нижней и верх-
ней границы.

Для доказательства нижней границы достаточ-
но построить цепи длины n, ведущие в точки,
расположенные в окрестности размера o(n) мно-
жества nγ. На самом деле достаточно для произ-
вольного начального ромба построить цепи, на-
правление которых определяется лучами, веду-
щими из начала координат в вершины
многоугольника γ. Будем называть такие цепи
вершинными. Их значение объясняется тем, что
все остальные цепи могут быть получены как
комбинации вершинных цепей [5, 8]. Более того,
в силу наличия симметрии 10 порядка достаточно
научиться строить вершинные цепи, соответству-
ющие одной выбранной вершине.

Рассмотрим произвольную прямую на разбие-
нии Пенроуза и выделим множество ромбов ка-
кого-либо одного типа и одной ориентации, пе-
ресекаемых данной прямой. Для любой пары со-
седних ромбов рассмотрим соединяющую их
кратчайшую цепь. Тогда легко видеть, что этим
цепям соответствует конечное число типов кла-
стеров . Обозначив через  вектор, соединяю-
щий точки пересечения диагоналей начального и
конечного ромбов кластера , получаем, что
средняя скорость движения вдоль построенной
цепи  будет определяться как отношение

среднего сдвига  на среднюю дли-

ну цепей  , где  – частота
появления  в строящейся цепи,  – длина век-
тора , а  – длина цепи .

Для вычисления частот  необходимо пе-
рейти к параметрам кластеров. При этом исход-
ной прямой в разбиении Пенроуза будет соответ-
ствовать отрезок, полученный пересечением ок-

π2
10

ik

Re ( )− −π π= τ + τ1 22sin sin
5 5

R i

{ }iC Ci

iC

= /R s n

= ν∑ C( )i ii
s C

iC = ν∑ ( )i ii
n C C ν( )iС
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на с двойственной прямой в пространстве
параметров. При этом параметризация кластеров

 порождает разбиение данного отрезка на ча-
сти, соответствующие отдельным кластерам. Пе-
реход от одного кластера к следующему будет со-
ответствовать сдвигу на некоторый эффективно
вычисляемый вектор в пространстве параметров.
Таким образом, движение вдоль цепи соответ-
ствует некоторому перекладыванию отрезков в
пространстве параметров. Во многих случаях уда-
ется доказать, что орбита данного перекладыва-
ния равномерно распределена. Это означает, что
частоты появления кластеров становятся пропор-
циональными длинам соответствующих отрез-
ков, что дает эффективный способ получения ча-

{ }iC

стот, а следовательно, и нижних границ (в общем
случае не обязательно точных).

Применяя данную схему к разбиению Пенро-
уза, вернемся к рис. 4. На рис. 4а представлена па-
раметризация пяти типов кластеров, встречаю-
щихся в вершинных цепях, соответствующих вер-

шине  десятиугольника роста, а на рис. 4б
различной штриховкой выделены три области,
включающие в себя параметры кластеров, кото-
рым соответствуют три различных вектора сдви-
га. Если взять любой из указанных пяти класте-
ров, параметр которого попадает ниже штрихо-
вой линии, то рис. 4б задает перекладывание трех
отрезков в фазовом пространстве, которому в фи-
зическом пространстве соответствует вершинная

цепь, ведущая в вершину . Критерии равно-
мерной распределенности орбиты для таких пе-
рекладываний хорошо известны [23]. Непосред-
ственное вычисление показывает, что получен-
ное перекладывание является равномерно
распределенным и действительно дает цепь, ско-
рость роста которой доказывает требуемую ниж-
нюю границу.

На самом деле приведенная конструкция поз-
воляет строить вершинные цепи с требуемой ско-
ростью роста не из произвольного начального
ромба, а только из начального множества ромбов
положительной плотности. Однако для произ-
вольного начального ромба можно построить
цепь, ведущую в допустимый. Более того, легко
показать, что длина такой цепи не превосходит
некоторой постоянной, не зависящей от выбора
начального ромба. Это соображение позволяет
построить вершинные цепи с требуемой скоро-
стью роста, выходящие из любого начального
ромба, и завершает доказательство нижней гра-
ницы.

Для доказательства верхней границы рассмот-
рим граф G, двойственный разбиению Пенроуза.
Множество вершин данного графа совпадает с
множеством центров ромбов разбиения Пенро-
уза. Две вершины соединены ребром тогда и толь-
ко тогда, когда соответствующие им ромбы явля-
ются соседними. Очевидно, что форма роста дан-
ного графа совпадает с формой роста разбиения
Пенроуза. Поэтому можно доказывать верхнюю
границу для формы роста графа G.

Общая идея доказательства верхних оценок
формы роста квазипериодических графов G, мно-
жество вершин которых является модельным
множеством, основана на их вложении в перио-
дические графы более высокой размерности.

Определим граф  следующим образом. Мно-

жество вершин  есть . Две верши-

π9
5

i

Re

π9
5

i

Re

G

G −π ∈1
1
'{ ( ) : }x x G

Таблица 1. Векторы, определяющие ребра в графе 

Вектор h j K l

1 0 0 –0.5 –0.5
2 0.5 0.5 0.5 0
3 0 0.5 0.5 0.5
4 –0.5 –0.5 0 0
5 0 –0.5 –0.5 0
6 0.5 1.0 0.5 0.5
7 –0.5 0 0.5 0
8 0 –0.5 0 0.5
9 –0.5 –0.5 –1.0 –0.5

10 0.5 0 0 –0.5
11 0 0 0.5 –0.5
12 0.5 0.5 0.5 1.0
13 –1.0 –0.5 –0.5 –0.5
14 0.5 –0.5 0 0
15 0 0.5 –0.5 0
16 0 0 0.5 0.5
17 –0.5 –0.5 –0.5 0
18 0 –0.5 –0.5 –0.5
19 0.5 0.5 0 0
20 0 0.5 0.5 0
21 –0.5 –1.0 –0.5 –0.5
22 0.5 0 –0.5 0
23 0 0.5 0 –0.5
24 0.5 0.5 1.0 0.5
25 –0.5 0 0 0.5
26 0 0 –0.5 0.5
27 –0.5 –0.5 –0.5 –1.0
28 1.0 0.5 0.5 0.5
29 –0.5 0.5 0 0
30 0 –0.5 0.5 0

Ĝ
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ны соединены ребром тогда и только тогда, когда
соединены их прообразы в графе . Пусть  –
периодический граф, содержащий все вершины и
ребра графа . Из общих результатов теории по-
слойного роста [5, 18] следует, что граф  имеет
самоподобный рост, причем форма роста эффек-
тивно вычислима и представляет собой выпук-
лый центрально симметричный многогранник

. Пусть , где проекция
 определяется соотношением  =

= . Тогда методы [8] показы-

вают, что имеет место верхняя оценка

, и доказательство верхней грани-
цы сводится к выбору подходящего графа , вы-
числению его формы, а также расчету соответ-
ствующего сечения и проекции.

В случае разбиения Пенроуза в качестве  ис-
пользовался периодический граф в четырехмерном

G Ĝ

G
Ĝ

Pol = ∈ π =2''{ : ( ) 0}nP x xR
π2''( )x π2 1 2 3 4''( , , , )x x x x

+ ζ + ζ + ζ2 4
1 2 3 4

2
x x x x

γ ⊆ π ∩1( )' Pol P
Ĝ

Ĝ

пространстве, фундаментальная область (прими-
тивная ячейка решетки трансляций) которого
определяется базисом , ,

, . Все возможные в
графе  ребра определяют 30 векторов, которые
приведены в табл. 1. В табл. 2 представлены
20 трансляционно независимых вершин графа ,
а также номера векторов из табл. 3, определяю-
щих ребра, выходящие из каждой вершины.

Согласно [5, 18] многогранник  представ-
ляет собой выпуклую оболочку множества векто-
ров, получаемых нормированием цепей, для ко-
торых начало и конец сравнимы по модулю ре-
шетки периодов и которые не содержат
промежуточных вершин, сравнимых по модулю
решетки. Для вычисления данных векторов ис-
пользовался программный комплекс [24]. Расчет
выпуклой оболочки осуществлялся при помощи
программы QHULL [25, 26]. Вычисления показа-
ли, что  – выпуклый центрально-симметрич-

=1 (5;0;0;0)e = −2 ( 1;1;0;0)e
= −3 ( 1;0;1;0)e = −4 ( 1;0;0;1)e

Ĝ

Ĝ

Pol

Pol

Таблица 2. Координаты независимых вершин периодического графа  и номера векторов из табл. 1, определя-
ющих выходящие из этих вершин ребра

Вершина
Координаты вершин Число ребер 

вершины
Номера векторов, 

определяющих ребраh j k l

1 1 0 0.5 0.5 8 8, 9, 10, 17, 20, 22, 23, 24

2 3.5 0.5 0.5 0 8 6, 9, 10, 16, 18, 23, 24, 25

3 3 0.5 0.5 0.5 8 6, 7, 10, 17, 19, 21, 24, 25

4 1.5 0.5 0 0 8 6, 7, 8, 18, 20, 21, 22, 25

5 1 0.5 0.5 0 8 7, 8, 9, 16, 19, 21, 22, 23

6 2 0 0.5 0.5 8 2, 5, 7, 8, 9, 23, 24, 25

7 –0.5 0.5 0.5 0 8 1, 3, 8, 9, 10, 21, 24, 25

8 –1 0.5 0.5 0.5 8 2, 4, 6, 9, 10, 21, 22, 25

9 2.5 0.5 0 0 8 3, 5, 6, 7, 10, 21, 22, 23

10 2 0.5 0.5 0 8 1, 4, 6, 7, 8, 22, 23, 24

11 3.5 0 0.5 0.5 6 8, 12, 18, 19, 24, 30

12 1.5 0 0.5 0 6 9, 13, 19, 20, 25, 26

13 1 0.5 0 0.5 6 10, 14, 16, 20, 21, 27

14 3.5 0.5 0 0.5 6 6, 15, 16, 17, 22, 28

15 1.5 0 0 0.5 6 7, 11, 17, 18, 23, 29

16 –0.5 0 0.5 0.5 6 3, 4, 9, 15, 23, 27

17 2.5 0 0.5 0 6 4, 5, 10, 11, 24, 28

18 2 0.5 0 0.5 6 1, 5, 6, 12, 25, 29

19 –0.5 0.5 0 0.5 6 1, 2, 7, 13, 21, 30

20 2.5 0 0 0.5 6 2, 3, 8, 14, 22, 26

Ĝ
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ный многогранник, содержащий 60 трехмерных
граней, представляющих собой тетраэдры,
120 двумерных треугольных граней, 80 ребер и
20 вершин. Непосредственное вычисление сече-
ния и его проекции дало требуемую верхнюю гра-
ницу.

ВЫВОДЫ
В результате проведенного исследования по-

лучено новое описание разбиения Пенроуза, ос-
нованное на сопоставлении каждому ромбу раз-
биения Пенроуза некоторого параметра. Данное
описание порождает новый алгоритм построения
разбиения Пенроуза.

Разработан метод, позволяющий описывать
конфигурации (кластеры и координационные
окружения) в разбиении Пенроуза на языке пара-
метров. В качестве приложения найдены пара-
метры всех возможных типов первых координа-
ционных окружений в разбиении Пенроуза.

Показано, что существуют типичные коорди-
национные окружения, имеющие положитель-
ную плотность (частоту появления), и исключи-
тельные координационные окружения с нулевой
плотностью. Также показано, что существуют ис-
ключительные координационные окружения,
встречающиеся в разбиении как бесконечное, так
и конечное число раз.

Получено новое доказательство того факта,
что формой послойного роста разбиения Пенро-
уза является правильный десятиугольник γ с вер-

шинами  на комплексной плоскости, где

k = 0, 1, …, 9 и . При

этом обнаружено, что формы послойного роста

π2
10

ik

Re

( )− −π π= τ + τ1 22sin sin
5 5

R i

разбиения Пенроуза и его графа вершин совпа-
дают.

Работа выполнена при поддержке Российско-
го фонда фундаментальных исследований (гран-
ты № 14-01-00360-a, 17-02-00835-a, 17-42-330787-ра).
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