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Выполнена теоретическая оптимизация процесса считывания смешанных пропускающих голо-
грамм, сформированных в фоторефрактивном пьезокристалле семейства силленитов Bi12TiO20 про-
извольного среза. Определены оптимальные кристаллические срезы, в которых достигается наи-
большая дифракционная эффективность голограмм. Результаты теоретического анализа опирают-
ся на полученные ранее экспериментальные данные, согласуются с точечной группой симметрии
кристалла и могут быть основой для повышения эффективности устройств динамической гологра-
фии, использующих кристаллы Bi12TiO20.
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ВВЕДЕНИЕ
В последнее время возрос интерес к использо-

ванию фоторефрактивных кристаллов в практи-
чески важных областях голографии [1–3]. Кри-
сталлы семейства силленитов Bi12SiO20 (BSO),
Bi12TiO20 (BTO) и Bi12GeO20 (BGO), принадлежа-
щие к классу симметрии 23 кубической синго-
нии, обладают высокой светочувствительностью
и разрешающей способностью, хорошим быстро-
действием и реверсивностью циклов записи–счи-
тывания голограмм, а также другими полезными
оптическими свойствами и технологичностью.

Присущие силленитам естественная оптиче-
ская активность, обратный пьезоэлектрический и
фотоупругий эффекты значительно усложняют
теоретическое описание процессов взаимодей-
ствия световых волн с записанными в этих кри-
сталлах голографическими решетками (голо-
граммами), представляющими собой изменение
тензора диэлектрической проницаемости кри-
сталла при освещении его интерференционной
картиной когерентных световых волн. Вероятно,
по этой причине во многих научных работах по
изучению и применению силленитов рассматри-
ваются только такие виды их пространственной
ориентации относительно плоскости распростра-
нения опорного и предметного световых пучков,

при которых вектор голографической решетки 
параллелен или перпендикулярен кристаллогра-
фическому направлению [001]. Как известно [4],
при таких ориентациях вклад обратного пьезо-
электрического и фотоупругого эффектов (далее
сокращенно “пьезоэффект”) в выходные энерге-
тические характеристики голограмм либо отсут-
ствует , либо им можно пренебречь

, что значительно упрощает проводи-
мые теоретические расчеты. Однако в таких слу-
чаях не удается достичь наиболее высоких значе-
ний выходных энергетических характеристик
голограмм, к которым относятся их дифракцион-
ная эффективность и коэффициент усиления
предметной световой волны при двухволновом
взаимодействии.

В [5, 6] показано, что в кристалле BTO, наряду
с традиционно рассматриваемыми в силленитах
фазовыми голографическими решетками, возник-
новение которых обусловлено изменениями пока-
зателя преломления кристалла под действием ин-
терференционного поля, благодаря пространствен-
ной модуляции коэффициента поглощения
формируются амплитудные решетки. Влияние ре-
шеток приводит не только к количественному, но и
к качественному изменению зависимости дифрак-
ционной эффективности голограмм от ориентаци-
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онного угла кристалла по сравнению со случаем
обычных фазовых голограмм [5].

Совокупность фазовой и амплитудной голо-
графических решеток принято называть смешан-
ной голограммой [7].

В настоящей работе представлены результаты
теоретического анализа дифракционной эффек-
тивности пропускающих голограмм в кристалле
BTO, проведенного с учетом пьезоэффекта и сме-
шанной фазово-амплитудной структуры гологра-
фической решетки.

ОСНОВНЫЕ ПОДХОДЫ К РАСЧЕТУ
Для задания среза кристалла BTO свяжем, как

показано на рис. 1а, рабочую и кристаллографи-
ческую системы координат при помощи углов
Эйлера в соответствии с их определением, приня-
тым в [8]. Рабочую систему координат будем ха-
рактеризовать единичными векторами , , , а
кристаллографическую – единичными вектора-
ми a, b и c. Рабочая система координат определяет
расположение кристаллического образца относи-
тельно плоскости распространения световых
пучков и вектора голографической решетки

, где  и  – волновые векторы
опорной и предметной световых волн. Направле-
ние вектора  на рис. 1а указывает единичный
вектор .

Углом прецессии α зададим положение векто-
ра  относительно линии узлов L и будем харак-
теризовать поворот кристаллографической си-
стемы координат относительно вектора , являю-
щегося вектором внутренней нормали к лицевой
грани кристалла. Углом нутации β определим вели-
чину поворота кристаллографической системы ко-
ординат относительно рабочей системы координат
вокруг оси L, а углом собственного вращения γ бу-
дем характеризовать поворот самой кристаллогра-
фической системы координат относительно ее оси .

Очевидно, что при таком подходе для задания
всевозможных кристаллических срезов достаточ-
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но изменения угла β в пределах от 0° до 180°, а уг-
ла γ – от 0° до 360°.

Для определения условий взаимодействия в
кристалле опорного R и предметного S световых
пучков на рис. 1б в качестве примера показано их
падение на кристаллическую пластинку среза

 (β = 90°, γ = 45°). Здесь ϕ0 – угол Брэгга вне
кристалла, а Ψ0 – азимуты линейной поляриза-
ции, задающие направления колебаний векторов
напряженности электрического поля  и 
опорного и предметного пучков.

На рис. 1б θ – ориентационный угол кристал-
ла, определяющий величину поворота кристал-
лической пластинки вокруг оси OO’, проходящей
вдоль вектора , и отсчитываемый для этого сре-
за от кристаллографического направления [001] к
вектору голографической решетки  таким обра-
зом, что θ = –α. Отметим, что направление отсче-
та угла θ для данного среза можно считать истори-
чески сложившимся, поскольку ранее оно ис-
пользовалось, например, в [9, 10] при изучении
фазовых голограмм в кристалле BSO.

До начала поворота кристаллического образца
имеем θ = α = 0, вектор  сонаправлен с [001].
Поэтому в случае задания произвольного среза
кристалла (рис. 1а) условимся отсчитывать угол
θ = –α к вектору решетки  от кристаллографи-
ческого направления, совпадающего с этим век-
тором при α = 0.

Таким образом, выходные энергетические ха-
рактеристики голограмм являются функциями от
среза кристалла, его толщины d, ориентационно-
го угла θ и азимутов Ψ0 линейной поляризации
световых пучков R и S.

При описании дифракции света на смешан-
ных амплитудно-фазовых голограммах использу-
ем систему дифференциальных уравнений свя-
занных волн (1) [5, 6]:
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Рис. 1. Использование углов Эйлера α, β, γ для зада-
ния произвольного кристаллического среза (а); ори-
ентация кристаллической пластинки среза  от-
носительно плоскости распространения световых
пучков (б).

e3

e2

S0

e2

e1
e1

K

ϕ0 ϕ0
R0Ψ0

Ψ0

d

R
S

β

α γ

θ

b

a

L

O

O'

n

c

(б) [001]

[001]

[11
0]–

[1 1 0]––

(а)

(1 10)



КРИСТАЛЛОГРАФИЯ  том 64  № 5  2019

ДИФРАКЦИОННАЯ ЭФФЕКТИВНОСТЬ СМЕШАННЫХ ПРОПУСКАЮЩИХ 771

Здесь  и ,  и  – проекции векторных ам-
плитуд опорной (R) и предметной (S) световых
волн на направление, перпендикулярное к плос-
кости их распространения (⊥), и направление, ле-
жащее в этой плоскости (||); α = α0/cosϕ, где α0 –
амплитудный коэффициент поглощения кри-
сталла, ϕ – брэгговский угол для опорной и пред-
метной волн внутри кристалла (связан с углом
Брэгга вне кристалла ϕ0 законом Снеллиуса); ρ =
= ρ0/cosϕ, где ρ0 – удельное вращение плоскости
поляризации световой волны, характеризующее
оптическую активность кристалла; κm (m = 1, 2,
3, 4) – постоянные связи, посредством которых
учитывается влияние электрооптического, обрат-
ного пьезоэлектрического и фотоупругого эф-
фектов; κ – параметр связи, характеризующий
взаимодействие света с амплитудной голограм-
мой, значение которого впервые определено экс-
периментально в [5] и составило 2.1 м–1; δ = π/2 –
фазовый сдвиг фазовой составляющей гологра-
фической решетки относительно амплитудной
составляющей этой решетки, совпадающей по
фазе с пространственным распределением интен-
сивности света в интерференционной картине
при записи в кристалле голограммы; z ∈ [0, d], где
d – толщина кристаллического образца.

Дифракционная эффективность голограммы
рассчитывается с использованием выражения

(2)

где  и  – проекции векторной амплиту-
ды восстанавливающей голограмму волны R на
направление, перпендикулярное к плоскости па-
дения и лежащее в плоскости падения на входе в
кристалл,  и  – соответствующие про-
екции векторной амплитуды восстановленной
волны S на выходе из кристалла.

Отметим, что величина дифракционной эффек-
тивности голограммы в кристалле BTO существен-
но зависит не только от толщины используемого
образца, но и от удельного вращения плоскости по-
ляризации световых пучков, определяемого опти-
ческой активностью кристалла [4].

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ
И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Графики зависимостей дифракционной эф-
фективности η голограмм, записанных в кристал-
лических пластинках BTO толщиной d = 7.7 мм
срезов ,  и , от ориентационного
угла θ представлены на рис. 2. Здесь сплошной,
штриховой, штрихпунктирной и пунктирной се-
рыми линиями изображены функции η(θ) для
азимутов линейной поляризации Ψ0, равных 0°,
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45°, 90° и 135° соответственно. Выбор толщины
рассматриваемого кристалла обусловлен тем, что
в [5] при экспериментальном и теоретическом
обнаружении смешанных голограмм в BTO ис-
пользовался образец среза  именно с таким
расстоянием между двумя “рабочими” гранями.
Рассматриваемые кристаллические срезы при-
надлежат семействам {110}, {111} и {112}, которые
наиболее часто встречаются в научной литературе
при изучении фазовых голограмм [11–13].

Как видно из рис. 2, величина η для различных
значений ориентационного угла θ существенно
зависит от азимутов линейной поляризации Ψ0
взаимодействующих в кристалле световых пуч-
ков. Следовательно, для фиксированных θ суще-
ствуют такие Ψ0, при которых дифракционная
эффективность смешанных голограмм в кристал-
ле BTO достигает экстремумов. Зависимости
максимальных  и минимальных 
значений дифракционной эффективности голо-
графических решеток от угла θ представлены на
рис. 2 сплошными и штриховыми черными лини-
ями соответственно. При этом зависимости

 и  являются огибающими для функ-
ций η(θ), построенных при фиксированных ази-
мутах Ψ0.

Большинство параметров кристалла BTO, ис-
пользованных в расчетах, взяты из [5, 6]. Ампли-
туда напряженности электрического поля про-
странственного заряда ESC задавалась равной 9 ×
× 104 В/м. Угол Брэгга ϕ0 вне кристалла прини-
мался 12°, как в [5].

Из представленных на рис. 2а и 2б данных
можно сделать вывод, что при d = 7.7 мм в кри-
сталлах срезов  и  могут быть достигну-
ты (с точностью до двух знаков после запятой)
одинаковые максимально возможные значения
дифракционной эффективности голограмм (да-
лее обозначим их как ), равные 1.83%. При
этом в кристалле среза  они имеют место при
двух ориентационных углах θ = 51° и 309° (точ-
ки A и B), а в кристалле среза  – только при
θ = 180° (точка A).

В случае среза  наибольшая эффектив-
ность дифракции  составляет лишь 0.82%, но
достигается уже при трех углах θ = 50°, 170° и 290°
(точки A, B и C), что следует из рис. 2в. Для луч-
шей визуализации представленных результатов
фрагмент графика, содержащий точку A, уве-
личен на рис. 2в в 7 раз. Аналогичный вид име-
ют фрагменты графика, включающие в себя
точки B и C.

Поскольку, как видно из рис. 2, значения 
могут различаться для разных срезов, представля-
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ет интерес построение указательной поверхно-
сти, характеризующей эту величину в различных
кристаллографических направлениях. Получен-
ные поверхности для d = 7.7, 16 и 20 мм, а также их
сечения плоскостями  и  представлены(1 10) (1 11)

на рис. 3. Методика построения указательной по-
верхности описана, например, в [14]. Отметим,
что во избежание дополнительных нагроможде-
ний на рис. 3а, 3г, 3ж часть кристаллографиче-
ских направлений не изображена.

Как видно из рис. 3a–3в, для d = 7.7 мм вели-
чина  в случае срезов {110} и {112} одинакова и
составляет 1.83%. При этом окружности, изобра-
женные штриховыми линиями на рис. 3б и 3в,
служат дополнительными ориентирами, относи-
тельно которых можно достаточно легко визуаль-
но сравнивать значения  для различных кри-
сталлических срезов. Анализ рис. 3a–3в показы-
вает, что для кристаллов всех симметрично
эквивалентных срезов дифракционная эффек-
тивность голограмм оказывается одинаковой.
Следовательно, для достижения в кристалле BTO
толщиной 7.7 мм наибольшей дифракционной
эффективности смешанных голограмм целесооб-
разно использовать кристаллы семейств срезов
{110} и {112}.

В случае толщины кристалла d = 16 мм
(рис. 3г–3е) максимум дифракционной эффек-
тивности голограмм может быть достигнут только
в срезах {110} и составляет 2.52% в отличие от кри-
сталлов срезов {112}, которым соответствует зна-
чение , равное 2.47%.

Предпочтительность использования кристал-
лов срезов {110} в аспекте максимальной дифрак-
ционной эффективности голограмм еще больше
проявляется при дальнейшем увеличении толщи-
ны кристалла BTO, о чем свидетельствуют
рис. 3ж–3и, на которых расчеты выполнены при
d = 20 мм. В данном случае для срезов {110} вели-
чина  = 2.07%, для срезов {112} –  = 1.96%.

Что касается срезов {111}, то значения  в
них значительно уступают приведенным выше и
составляют 0.82, 0.94 и 0.64% для d = 7.7, 16 и
20 мм соответственно.

Отметим, что кристаллы кубической сингонии
класса симметрии 23 имеют три биполярные по-
воротные оси второго порядка и четыре поляр-
ные оси третьего порядка. Проведенный анализ
указательных поверхностей, представленных на
рис. 3, показал, что их симметрия выше, посколь-
ку данные поверхности имеют три биполярные
оси четвертого порядка (вместо биполярных осей
второго порядка) и четыре биполярные оси тре-
тьего порядка (вместо полярных осей третьего
порядка). Однако данный факт не нарушает
принципа Неймана, из которого следует, что
симметрия свойства кристалла (а значит и указа-
тельной поверхности) может быть выше, чем
симметрия кристалла [14, 15]. Данное обстоятель-
ство может служить подтверждением правильно-
сти выполненных теоретических расчетов. По-
добная ситуация также имеет место для указа-

ηmax

ηmax

ηmax

ηmax ηmax

ηmax

Рис. 2. Зависимости дифракционной эффективности
голограмм, записанных в кристалле ВТО толщиной
7.7 мм, от ориентационного угла θ кристалла для сре-
зов  (а),  (б),  (в). Серые сплошная,
штриховая, штрихпунктирная и пунктирная линии –
зависимости η(θ) при Ψ0 = 0°, 45°, 90° и 135° соответ-
ственно; черные сплошная и штриховая линии – со-

ответствующие зависимости  и .
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тельной поверхности максимальных значений
дифракционной эффективности фазовых отра-
жательных голограмм в кристалле BSO [16]. Од-
нако в случае перекачки энергии световых волн в
BSO при их встречном взаимодействии соответ-
ствующая указательная поверхность строго “ко-
пирует” элементы точечной группы симметрии
кристалла класса 23 [17].

Из рис. 3 также следует, что изменение толщи-
ны кристаллического образца влечет непосред-
ственное изменение значений  для фиксиро-
ванных срезов. На основании этого на рис. 4
представлены зависимости (d) для рассмот-
ренных выше семейств срезов {110}, {112} и {111}.

Анализ рис. 4 показал, что в кристаллах срезов
{110} максимум эффективности дифракции света

ηmax

ηmax

Рис. 3. Указательные поверхности максимальных значений дифракционной эффективности  в кристаллах BTO
произвольного среза с толщиной 7.7, 16 и 20 мм и контуры сечений этих поверхностей плоскостями  и .
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 достигается при толщине dm = 13.7 мм и при-
нимает значение 2.62% (точка A). В кристаллах
срезов {112} наибольшее значение величины 
имеет место при dm = 13.5 мм и составляет 2.59%
(точка B). Аналогично для {111} – dm = 12.4 мм и

 = 1.06% (точка C). В связи с тем, что функции
 для срезов {110} и {112} в широком диапазоне

значений толщины кристалла визуально практиче-
ски совпадают, участок графика, содержащий мак-
симумы этих функций, увеличен в 4 раза.

Провести более детальный анализ того, на-
сколько значения  в кристаллах срезов {110}
превышают аналогичные значения  в кри-
сталлах срезов {112}, позволяет график зависимо-
сти , приведенный на рис. 5. Точка-
ми представлена зависимость , полу-
ченная путем деления значений функции 
для срезов {110} (сплошная линия на рис. 4), взя-
тых с шагом Δd = 0.5 мм, на аналогичные значе-
ния функции  для срезов {112} (штриховая
линия на рис. 4). Однако, поскольку построение
зависимости  предполагает проведе-
ние громоздких математических вычислений на
всех предыдущих этапах ее получения, сплошной
черной линией на рис. 5 изображены результаты
аппроксимации выполненных численных расче-
тов полиномом пятой степени, коэффициенты
которого определены по методу наименьших
квадратов. Данный полином имеет вид

(3)

где а = 1.4 × 107 м–5, b = 2.8 × 105 м–4, c = 0.9 ×
× 104 м–3, e = 0.5 × 102 м–2, f = 1.2 × 10–1 м–1.

ηmax
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Использование полученного многочлена (3)
позволяет не только относительно быстро по-
строить указанную зависимость на промежутке
0 < d ≤ 20 мм, но и выполнить ее экстраполяцию с
высокой степенью точности, например, в диапазо-
не 20 мм < d ≤ 30 мм. Однако, как показывают
проведенные эксперименты, рассмотрение тол-
щины фоторефрактивного кристалла более 20 мм
не имеет особого практического смысла. Это свя-
зано с тем, что при относительно большом рассто-
янии между двумя рабочими гранями кристалли-
ческой пластинки становится затруднительным
обеспечить должное пересечение в ней световых
пучков; в некоторых образцах кристаллов могут
наблюдаться значительное рассеяние пучков на
пространственных неоднородностях и ощутимое
дополнительное уменьшение интенсивности све-
та вследствие оптического поглощения.

Анализ рис. 5 показывает, что в диапазоне тол-
щин кристалла 0 < d ≤ 10 мм значения  для
срезов {110} и {112} оказываются приблизительно
одинаковыми. Однако по мере последующего
увеличения d кристаллы срезов {110} по дифрак-
ционной эффективности голограмм начинают
значительно преобладать над кристаллами срезов
{112}, что необходимо учитывать при практиче-
ской реализации устройств с использованием
кристаллов Bi12TiO20.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Получены зависимости дифракционной эф-

фективности η смешанных голограмм от ориен-
тационного угла θ кристаллов BTO толщиной d =
= 7.7 мм срезов ,  и  при азимутах
линейной поляризации Ψ0 взаимодействующих

ηmax

(1 10) (1 12) (1 1 1)

Рис. 4. Зависимости  от толщины d кристалла
BTO: сплошная линия – для семейства срезов {110},
штриховая – для {112}, штрихпунктирная – для {111}.
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световых пучков, равных 0°, 45°, 90° и 135°. Уста-
новлены зависимости максимальных  и ми-
нимальных  значений дифракционной эффек-
тивности голограмм от угла θ, которые являются
огибающими для функций η(θ), полученных при
фиксированных Ψ0. Выявлено, что наиболее вы-
сокие значения дифракционной эффективности

 голограмм достигаются в кристаллах срезов
 и .

Для кристаллических пластинок толщиной d =
= 7.7, 16 и 20 мм получены указательные поверх-
ности величины , содержащие элементы
внутренней симметрии кристалла BTO. На осно-
вании анализа этих поверхностей выявлено, что
при фиксированных d значения  во всех сим-
метрично эквивалентных кристаллических сре-
зах одинаковы и максимальны в кристаллах сре-
зов {110}.

На основании анализа полученных зависимо-
стей  выявлено, что в случае толщины кри-
сталлического образца от 0 до 10 мм значения 
в кристаллах срезов {110} и {112} приблизительно
равны, однако при большей толщине образца
максимум эффективности дифракции света до-
стигается в кристаллах срезов {110}.

С использованием метода наименьших квадра-
тов определены коэффициенты полинома пятой
степени, позволяющего в диапазоне 0< d ≤ 30 мм
относительно легко рассчитать, во сколько раз
величина  в кристаллах срезов {110} превыша-
ет эту величину в кристаллах срезов {112}.

Работа выполнена при поддержке Министер-
ства образования Республики Беларусь (задание
1.2.01 Государственной программы научных ис-
следований “Фотоника, опто- и микроэлектро-
ника”), Министерства образования и науки
Российской Федерации в рамках Государствен-

ного задания на 2017–2019 гг. (проект
№ 3.1110.2017/4.6) и Российского фонда фунда-
ментальных исследований (грант № 16-29-14046-
офи_м).
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