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Из условия сохранения макросимметрии параэластической фазы в полидоменном кристалле пред-
ложен метод определения температурных зависимостей параметров кристаллической решетки се-
гнетоэластиков, имеющих два последовательных фазовых перехода –2/m–2, если известны па-
раметры решетки при двух произвольных температурах в каждой фазе. Получены два аналитиче-
ских решения для фазовых переходов второго рода в пренебрежении наличием малых спонтанных
поворотов в сегнетоэластических фазах. Анализ полученных решений сделан на примере Pb3(PO4)2
и Pb3(VO4)2. Показано, что в Pb3(PO4)2 и Pb3(VO4)2 имеются два фазовых перехода. С учетом спон-
танных поворотов установлено, что тензор спонтанной деформации в обеих фазах состоит из четы-
рех ненулевых компонентов.
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ВВЕДЕНИЕ

Структурные фазовые переходы (ФП)  –
2/m – 2 происходят с понижением симметрии и
возникновением спонтанной деформации. Высо-
котемпературная ромбоэдрическая фаза является
фазой прототипа [1]. Эти ФП являются несоб-
ственными [2, 3]. Первая низкотемпературная
фаза (2/m) может быть только сегнетоэластиче-
ской, вторая может быть и сегнетоэлектрической
[4]. В сегнетоэластиках, как и в сегнетоэлектри-
ках, при полиморфных ФП с понижением сим-
метрии образуется доменная структура с различ-
ными ориентационными состояниями (ОС), ко-
торые разделены доменными стенками [5–8].
В сегнетоэластической фазе возникают неболь-
шие спонтанные повороты кристаллографиче-
ских осей, обусловленные смещениями атомов и
поворотами групп атомов при изменении спон-
танной деформации [9–11]. Это приводит к рас-
щеплению каждого возможного ОС на группу
близких, субориентационных состояний. Коли-
чество субориентационных состояний зависит от
симметрии низкотемпературной фазы. Угол и знак
спонтанного поворота можно определить из урав-
нений доменной стенки, полученных в системе
координат параэластической и сегнетоэластиче-
ской фаз [12, 13]. Общее количество возможных

ОС зависит от симметрии параэластической фазы
и не изменяется при последующих ФП [14].

При ФП  – 2/m возможно образование трех
групп ОС, которые подразделяются на два суб-
ориентационных состояния [15].

В [16] предложен метод определения темпера-
турной зависимости параметров решетки при
структурном ФП второго рода 4/m – 2/m, осно-
ванный на условии сохранения макросимметрии
параэластической фазы в полидоменном кри-
сталле. Интересно применить этот метод для двух
последовательных ФП  – 2/m – 2. В работе
анализ полученных решений сделан на примере
сегнетоэластиков Pb3(VO4)2 и Pb3(PO4)2.
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координат (СК): Х1 совпадает с направлением
оси с, Х2 – с осью b, Х3 образует угол ( ) с
осью а.

Тензор теплового расширения сегнетоэласти-
ческой фазы в СК параэластической фазы без
учета спонтанных поворотов имеет вид:

(1)

где ; ;

; .

В [15] получены матрицы преобразования СК,
соответствующие двум субориентационным со-
стояниям S11 и S12:

(2)

Тензоры теплового расширения, которые соот-
ветствуют этим субориентационным состояниям,
в СК параэластической фазы имеют вид

(3)

где .
Тензоры теплового расширения остальных ОС

можно получить из (3), применяя операцию по-
ворота вокруг оси симметрии третьего порядка на
угол ±120°.

Из условия сохранения макросимметрии в по-
лидоменном кристалле при структурном ФП [18]
получен усредненный тензор теплового расшире-
ния Eu для шести возможных ОС в β-фазе:

(4)

где , 

, 

. Тензор Еu соответствует симмет-
рии параэластической ромбоэдрической фазы.

С учетом спонтанных поворотов компоненты
тензора Eu при комнатной температуре отличают-
ся от ранее полученных [12] на величины Δ1 и Δ2:
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(5)

где для Pb3(PO4)2 , ,

а для Pb3(VO4)2 , .
Поскольку тензор спонтанной деформации зави-
сит от Eu [19]:

(6)
то

(7)

где , .
Таким образом, с учетом спонтанных поворо-

тов изменяются соотношения между компонен-
тами  и  и появляется еще одна не нулевая
компонента спонтанной деформации . Поэтому
ориентация доменной стенки W/ должна зависеть
от величины четырех компонент спонтанной де-
формации, а не только от a и c, как получено в [12].

Поскольку  малы, то с целью упрощения вида
функциональных температурных зависимостей
параметров решетки в сегнетоэластических фазах
далее не учитывались спонтанные повороты при
определении величин компонент тензора 

(8)

Из тензора  получаем величину усредненно-
го параметра a1u ромбоэдрической решетки в по-
лидоменном кристалле:

(9)

где с1(t) и b1(t) – моноклинные параметры β-фа-
зы, зависящие от температуры t.

Из анализа экспериментальных температурных
зависимостей кристаллографических параметров
решетки Pb3(PO4)2, Pb3(VO4)2, BiVO4 и BaTiO3 уста-
новлено, что зависимость от температуры усред-
ненного параметра аu, как и параметров парафазы,
близка к линейной [16, 20]. В [16] предложено та-
кую температурную зависимость описывать экс-
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температурные зависимости параметров решетки
в виде экспоненциальных функций:

(10)

Параметр  псевдоромбоэдрической ре-
шетки, соответствующий моноклинной фазе,
можно определить с небольшой погрешностью
из формулы

(11)
Он немного меньше соответствующих значений

 в сегнетоэластической фазе, но они равны
при температуре ФП второго рода  (или гипоте-
тического ФП второго рода). Поэтому температур-
ная зависимость (t) также соответствует экспо-
ненциальной функции, близкой к линейной

(12)
Для определения коэффициентов k0, k1, … k11

необходимо знать экспериментальные значения
параметров γ- и β-фаз при двух произвольных
температурах в каждой фазе: ,
( , , .
С учетом предложенных обозначений получаем:

(13)

где , ,

, .
Поскольку температурные зависимости в пре-

делах фазы близки к линейным зависимостям,
выбор температурных точек, соответствующих
экспериментальным данным, принципиального
значения не имеет. Получен алгоритм для мини-
мального количества экспериментальных данных,
но если данных больше двух в пределах фазы, луч-
ше выбирать их поближе к краям температурного
интервала. Если наблюдается значительный раз-
брос экспериментальных данных, то для определе-
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ния параметров функций необходимо применить
метод наименьших квадратов, предварительно
преобразуя (10)–(12) в линейные функции с по-
мощью логарифмирования уравнений и соответ-
ствующей замены переменных [21].

Из (9), (11) получаем систему уравнений

(14)

которая имеет два решения:

(15)

(16)

где ,  

Температура ФП второго рода  определяется
из условия

(17)

Из (10), (12), (17) получаем

(18)

В [22] показано, что в Pb3(PO4)2 и Pb3(VO4)2 суще-
ствует линейная зависимость параметров решет-
ки от параметра с в пределах фазы. Это позволяет
определить, используя (15) или (16), температур-
ные зависимости параметров  и :

(19)
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где , , ,

.
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зе, только необходимо в уравнения (1)–(20) под-
ставить соответствующие параметры решетки
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(22)

где , ,

, ,

, ,

, .
Из (21) и (22) получаем систему уравнений,

аналогичную (14), которая имеет два решения:
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где , ,
.

Температуру ФП второго рода  можно опре-
делить из условия
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Из уравнений (21), (22), (25) получаем
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Температурные зависимости параметров 
и  определяются аналогично (19), (20) с уче-
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где , , ,

.
Качество аппроксимации экспериментальных

значений в α-, β- и γ-фазах определялось с ис-
пользованием средней абсолютной процентной
ошибки МАРЕ [23]:

(29)

где ;  – экспериментальное
значение параметров ячейки, а  – соответ-
ствующее ему теоретическое значение при той же
температуре.

АНАЛИЗ ТЕМПЕРАТУРНЫХ 
ЗАВИСИМОСТЕЙ ПАРАМЕТРОВ РЕШЕТКИ 

В СЕГНЕТОЭЛАСТИКЕ Pb3(VO4)2

Ортованадат свинца Pb3(VO4)2 является несоб-
ственным сегнетоэластиком, в котором наблюда-
ются два ФП первого рода: при 377 K из γ-фазы
( ) в β-фазу (P21/c), при 275 K – в α-фазу (P21)
[16]. В этом кристалле при ФП  образуется
нетипичная для сегнетоэластиков очень мелкая
доменная структура (доменная сетка). Причина
ее образования окончательно не выяснена.

После подстановки экспериментальных зна-
чений параметров решеток при двух произволь-
ных температурах в каждой фазе [24] были полу-
чены значения параметров функций (10), (12),
(15), (16), (19), (20–24), (27), (28) (табл. 1, 2, 3).

Из анализа полученных решений установлено,
что экспериментальным температурным зависи-
мостям параметра с1 в β-фазе [24] соответствует
второй корень  решения системы (14) (рис. 1),
следовательно, остальным параметрам решетки со-
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Таблица 1. Параметры функций в γ-фазе Pb3(VO4)2

k0 k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7

7.498 2.029 × 10–5 9.94 7.74 × 10–6 5.749 3.656 × 10–6 116.233 –3.372 × 10–6

Таблица 2. Параметры функций в β-фазе Pb3(VO4)2

k8 k9 k10 k11 k12 k13 k14 k15

7.65 –5.7 × 10–6 7.631 –2.108 × 10–6 4.299 0.3377 98.0371 1.802

Таблица 3. Параметры функций в α-фазе Pb3(VO4)2

k16 k17 k18 k19 k20 k21 k22 k15

7.6271 3.292 × 10–6 7.608 4.96 × 10–6 2.551 0.525 128.43 –1.2633
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ответствуют функции , ,  (рис. 2, 3).
Температура гипотетического ФП  K,
что на ∼300 K больше температуры ФП первого
рода Т1.

Аналогично в α-фазе экспериментальным
температурным зависимостям параметра c2 также
соответствует второй корень  (24), а осталь-
ным параметрам решетки – функции , ,

(рис. 1–3). Температура гипотетического
ФП  K, что значительно больше .

Относительное различие между теоретически-
ми и экспериментальными значениями парамет-
ров ячейки в Pb3(VO4)2 в γ-, β- и α-фазах MAPE <
< 0.037%.

ТЕМПЕРАТУРНЫЕ ЗАВИСИМОСТИ 
ПАРАМЕТРОВ РЕШЕТКИ

В СЕГНЕТОЭЛАСТИКЕ Pb3(PO4)2

Ортофосфат свинца Pb3(PO4)2 является чи-
стым несобственным сегнетоэластиком, в кото-
ром при 453 K наблюдается ФП первого рода из
параэластической ромбоэдрической фазы 
в сегнетоэластическую моноклинную фазу 
[25] или С2 [26]. В [27] установлено, что в орто-
фосфате свинца в районе 363 K наблюдается не-
большое структурное изменение в виде неболь-
шого скачка в температурной зависимости пара-
метра b, которое не получило подтверждения при
последующих исследованиях. Ниже будет пока-
зано, что немного выше этой температуры на-
блюдается излом усредненного параметра ,
что указывает на наличие еще одного структурно-
го ФП. Поэтому параэластическую фазу обозна-

12( )a t 12( )b t 12β ( )t
1 675.5ft =

22( )c t
22( )a t 22( )b t

22β ( )t
2 1492.8ft = 1ft

( 3 )R m
2/C c

( )ua t

чим как -фазу, а сегнетоэластические фазы –
как β- и α-фазы аналогично ортованадату свинца.

Значения параметров функций в параэласти-
ческой и сегнетоэластических фазах, полученные
с использованием экспериментальных данных
параметров решеток при двух произвольных тем-
пературах в каждой фазе [28], представлены в
табл. 4–6. Температурная зависимость усреднен-
ного параметра  имеет излом при температуре
401 K (рис. 4)

Экспериментальной температурной зависи-
мости параметров  и  в обеих сегнетоэластиче-
ских фазах, как и в Pb3(VO4)2, соответствовал вто-
рой корень решения системы (14) (  и  со-

γ

( )ua t

1c 2c

12( )c t 22( )c t

Рис. 1. Температурные зависимости параметров ре-
шетки c0 (1), c1 (2), c2 (3) в Pb3(VO4)2.
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Рис. 2. Температурные зависимости параметров ре-
шетки a0 (1), a1 (2), a2 (3) в Pb3(VO4)2.
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Рис. 3. Температурные зависимости параметров ре-
шетки b0 (1), b1 (2), b3 (3) в Pb3(VO4)2.
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НЕПОЧАТЕНКО и др.

ответственно). Следовательно, остальным
параметрам решетки в β-фазе соответствуют
функции , , , в α-фазе – функции

, ,  (рис. 5, 6). Температура гипоте-
тического ФП из  в -фазу  K, что на
один  градус больше температуры ФП первого
рода t1. Температура гипотетического ФП из β в
α-фазу  K. В [29] показано, что в пара-
эластической фазе вплоть до температуры 468 K
существуют локальные моноклинные микрооб-
ласти.

Относительное различие между теоретически-
ми и экспериментальными значениями парамет-
ров ячейки в Pb3(PO4)2 в трех фазах MAPE <
< 0.039%.

12( )a t 12( )b t 12β ( )t

22( )a t 22( )b t 22β ( )t
γ β 1 454.07ft =

2 439.8ft =

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, при фазовом переходе 
образуется сегнетоэластическая фаза, которая
имеет четыре различных компоненты тензора
спонтанной деформации. Увеличение числа не-
нулевых компонент обусловлено спонтанными
поворотами кристаллографических осей. Анало-
гичная ситуация наблюдается при последующем
ФП . В этих фазах при изменении темпе-
ратуры в основном происходит перераспределе-
ние величин между параметрами решетки b и с
(увеличение одного за счет уменьшения другого),
однако и другие параметры решетки сегнетоэла-
стических фаз незначительно влияют на это пере-
распределение из-за наличия спонтанных пово-
ротов.

3 2/m m−

2/ 2m −

Таблица 4. Параметры функций в γ-фазе Pb3(PO4)2

k0 k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7

13.87 1.44 × 10–5 9.568 1.554 × 10–5 5.532 8.488 × 10–6 103.26 1.139 × 10–6

Таблица 5. Параметры функций в β-фазе Pb3(PO4)2

k8 k9 k10 k11 k12 k13 k14 k15

7.392 –7.93 × 10–5 7.39 –7.803 9.463 0.463 57.708 4.751

Таблица 6. Параметры функций в α-фазе Pb3(PO4)2

k16 k17 k18 k19 k20 k21 k22 k23

7.333 –1.58 × 10–5 7.331 –1.388 × 10–5 7.557 0.663 47.61 5.814

Рис. 4. Температурные зависимости параметров ре-
шетки a1u (1), a2u (2) в Pb3(PO4)2.

7.28

7.30

7.32

7.34

300 400 500350 450 550250
Температура, К

Параметры решетки, Å

1

2

453

Рис. 5. Температурные зависимости параметров ре-
шетки c0 (1), c1 (2), c2 (3) в Pb3(PO4)2.
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Предложенный метод определения темпера-
турной зависимости параметров решетки сегне-
тоэластических фаз при двух последовательных
ФП  имеет два решения. Анализ по-
лученных решений в Pb3(VO4)2 и Pb3(PO4)2 пока-
зал, что только одно решение соответствует экс-
периментальным данным. Установлено, что тем-
пературная зависимость усредненного параметра
псевдоромбоэдрической фазы  в сегнетоэла-
стической фазе Pb3(PO4)2 имеет излом, соответ-
ствующий еще одному структурному ФП, воз-
можно, .

Предложенный метод позволяет также вычис-
лить температуру ФП второго рода или гипотети-
ческого ФП второго рода. Если в кристалле реа-
лизуется структурный ФП первого рода, то ему
предшествует гипотетический ФП второго рода,
который определяет температурную зависимость
параметров решетки как в сегнетоэластической
фазе, так и в ее зародышах.

В Pb3(PO4)2 вследствие малого отличия темпе-
ратуры гипотетического ФП из - в -фазу от
температуры ФП первого рода при эксперимен-
тальных исследованиях не наблюдается темпера-
турного гистерезиса ФП. Второй гипотетический
ФП в α-фазу на 14 K ниже первого.

В Pb3(VO4)2 особенностью гипотетического
ФП из - в -фазу является то, что он значитель-
но выше температуры гипотетического ФП из γ- в

-фазу. Можно предположить, что в этом кри-
сталле зародыши β-фазы образуются из зароды-
шей α-фазы при температуре .

3 2/ 2m m− −

( )ua t

2/ 2m −

γ β

β α

β

1ft
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Рис. 6. Температурные зависимости параметров ре-
шетки b0 (1), b1 (2), b2 (3) в Pb3(PO4)2.
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