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Проанализированы особые случаи отражения объемных акустических волн от свободной поверхно-
сти кубического кристалла, когда и плоскость падения, и поверхность кристалла – плоскости сим-
метрии, которым параллельны векторы поляризации падающей и отраженных волн. Описаны усло-
вия, когда при отражении возникает только одна объемная отраженная волна, а не две, как обычно.
Сопутствующая отраженная волна (объемная или локализованная) исчезает – отражение оказыва-
ется вырожденным. Возникает либо чистое отражение (падающая и отраженная волны принадле-
жат одной и той же акустической ветви), либо конверсионное отражение (данные волны принадле-
жат к разным ветвям).
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ВВЕДЕНИЕ

Когда акустическая объемная волна в кристал-
ле отражается от его свободной границы с вакуу-
мом, возникает, вообще говоря, несколько отра-
женных волн. Во-первых, могут возникнуть три
отраженные объемные волны; во-вторых, две от-
раженные объемные волны вместе с сопутствую-
щей, локализованной у границы; в-третьих –
одна отраженная объемная волна вместе с двумя
локализованными. Реализуемость конкретного
варианта зависит от симметрии кристалла, его упру-
гой анизотропии, ориентации границы и плоско-
сти падения, от той акустической ветви, которой
принадлежит падающая волна, и, наконец, от на-
правления падающей волны [1–4].

При некотором угле падения волны амплитуда
одной из отраженных объемных волн может ока-
заться нулевой. Отражение оказывается вырож-
денным. Это может реализоваться в кристаллах
произвольной симметрии [5–7]. Для гексаго-
нальных кристаллов вырожденные отражения
рассматривались в [8].

Если в отношении упругих свойств кристалл
имеет плоскость симметрии и если рассматривать
ее как плоскость падения, то “отщепляется” чи-
сто поперечная SH-волна с вектором упругого
смещения, ортогональным плоскости падения.
Отражение волн данной ветви при любом угле па-
дения происходит независимо от волн двух дру-
гих акустических ветвей. Происходит “чистое”
отражение. При этом векторы поляризации волн

других двух ветвей параллельны выбранной плос-
кости падения. Данная ситуация реализуется во
всех кристаллах, кроме триклинных. Участвую-
щие в отражении волны с такими векторами по-
ляризации связаны друг с другом. В этом случае
падающая объемная волна может породить в ка-
честве отраженных либо две объемные волны, ли-
бо одну объемную, сопровождаемую локализо-
ванной у границы волной. Подбирая угол паде-
ния, можно обеспечить ликвидацию одной из
двух объемных отраженных волн или локализо-
ванной компоненты, сопровождающей объем-
ную отраженную волну. Если при этом падающая
и отраженная волны принадлежат одной и той же
акустической ветви, то этот случай можно назвать
чистым отражением, если разным – конверсион-
ным отражением.

Анализ таких отражений проведен в [9] для
случая ромбических кристаллов, когда и граница
кристалла, и плоскость падения волны парал-
лельны плоскостям симметрии. Плоскости сим-
метрии ромбического кристалла совпадают с ко-
ординатными плоскостями в стандартной кри-
сталлографической системе координат [1]. Этим
условиям удовлетворяют шесть различных кон-
фигураций геометрии распространения. Ромби-
ческий кристалл характеризуется девятью неза-
висимыми модулями упругости. В каждой из ше-
сти различных по геометрии конфигураций
отражения участвуют разные группы этих моду-
лей. Описание отражений оказывается достаточ-
но громоздким.
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Такая громоздкость исчезает, если осуще-
ствить предельный переход от описания ромби-
ческих кристаллов [9] к кубическим, упругие
свойства которых характеризуются только тремя
независимыми модулями упругости. Описанию
вырожденных отражений в кубических кристаллах
и посвящена настоящая работа, развивающая под-
ход к данной проблеме, предложенный в [10, 11].

ИСХОДНЫЕ ДАННЫЕ
Кубические кристаллы имеют два семейства

симметрийно эквивалентных плоскостей сим-
метрии. Одно из них – это плоскость (хz) и ей эк-
вивалентные (оси координат , ,  параллельны
осям симметрии 4). Другое семейство – плос-
кость ( ) и ей эквивалентные (оси координат ,

 параллельны осям симметрии 2) [1]. В стан-
дартной кристаллофизической системе коорди-
нат , ,  кубические кристаллы характеризуют-
ся модулями упругости , ,  [1]. В матрице
модулей упругости данных кристаллов можно
выделить часть, отвечающую изотропному телу,
которое характеризуется всего двумя модулями

,  (вырожденные отражения в этом пределе
описаны в [12]). При этом отличные от нуля ком-
поненты матрицы модулей упругости кубическо-
го кристалла можно записать в следующей форме:

(1)
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Здесь введен параметр кубической анизотропии

(2)
Далее потребуются модули упругости в другой си-
стеме координат , , , оси которой ,  повер-
нуты вокруг общей оси z на угол  относитель-
но исходных осей , :

(3)

Модули упругости кубического кристалла в (2),
(3) удовлетворяют следующим условиям устойчи-
вости [1]:

(4)

На рис. 1 и 2 представлены сечения поверхности
рефракции кубического кристалла плоскостями
симметрии ( ) и ( ) (для простоты – в случае
малой упругой анизотропии, когда , ).

На рис. 1 единичный вектор n, ортогональный
поверхности кристалла, задает ее ориентацию.
Единичный вектор m ( ) задает общее на-
правление распространения совокупного волно-
вого поля вдоль выбранной поверхности. Плос-
кость векторов  является плоскостью паде-
ния. Параметр  на рис. 1 – приведенная
скорость, которая связана с волновым вектором 
и частотой : . Эта величина определя-
ет углы падения (i) и отражения (r): .
На рис. 1 скорости предельных волн ,  зада-
ны соотношениями , , 
(  – плотность кристалла). Значения скоростей V
объемных волн, распространяющихся вдоль осей
симметрии, даны в табл. 1. Данные этой таблицы
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Рис. 1. Сечение поверхности рефракции кубического
кристалла плоскостью падения ( ). Показаны ли-
нии в сечении двух полостей ; ,  – ско-
рости предельных волн,  – скорость рэлеевской

волны,  – частота; ,  – чистые от-

ражения, ,  – конверсионные отра-

жения,  – волновые векторы падающих (i) и отра-
женных (r) волн. Окружности, показанные штриха-
ми, отвечают изотропному пределу.
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Рис. 2. Сечение поверхности рефракции кубического
кристалла плоскостью ( ).
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позволили графически представить сечения по-
верхности рефракции на рис. 1 и 2.

ВАРИАНТЫ ВЫРОЖДЕННЫХ ОТРАЖЕНИЙ

Все кристаллографически различные вариан-
ты (1, 2, 3, 4) выбора поверхности кристалла и со-
ответствующих плоскостей падения, когда по-
верхность и плоскость падения совпадают с плос-
костями симметрии кристалла, собраны в табл. 2.

В табл. 2 приняты обозначения:

(5)κ = =44 11 11/ , σ / .cubс c с c

В этих обозначениях условия устойчивости (4) за-
писываются в следующем виде:

(6)
Данные табл. 2 получены в результате предельно-
го перехода к кубическим кристаллам от соответ-
ствующих соотношений, полученных для ромби-
ческих кристаллов [9]. Анализ показал, что пара-
метр чистых отражений  положителен во
всех вариантах 1, 2, 3, 4 (при соблюдении условий
устойчивости). Таким образом, нет никаких огра-
ничений на существование чистых отражений во
всех вариантах, представленных в табл. 2.

Что касается параметра конверсионных отра-
жений , то его величина определяется
из бикубического уравнения

(7)
коэффициенты которого (a, b, c, d) приведены в
табл. 2.

Все характеристики кубических кристаллов в
табл. 2 зависят всего от двух безразмерных пере-
менных , . В то же время в ромбических кри-
сталлах аналогичные характеристики для каждой
из шести рассмотренных в [9] геометрий распро-
странения зависят от трех независимых перемен-
ных – каждой геометрии соответствует своя трой-
ка переменных. Размерность пространства, в ко-
тором существуют исследуемые характеристики
для кубических кристаллов, оказалась меньше.
Теперь в двумерном пространстве – на плоскости
переменных ( , ) – в явном виде можно выявить
и области существования, и все характеристики
рассматриваемых волновых полей.
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Характер корней уравнения (7) определяется
знаком следующей функции [13]:

(8)

При любом знаке функции  один из трех
корней уравнения (7), вещественный и положи-
тельный , лежит в области I (  на
рис. 1) и отвечает рэлеевской волне. Теоремы
[14–16] гарантируют существование такого корня.

В области  другие два корня  и 
уравнения (7) вещественные. Если они положи-
тельные, то отвечают конверсионным отражени-
ям. В области  корни  и  комплекс-
но сопряженные и отвечают нефизическим реше-
ниям. Области существования этих двух типов
решений разделены условием , при ко-
тором из трех действительных корней уравне-
ния (7) два совпадают: , т.е. имеет ме-
сто вырождение. Данное условие задает линию
вырождения корней ,  уравнения (7)

. Эта линия – граница между областя-

ми принципиально различных типов корней ,
 уравнения (7). Для геометрии 1 данная линия

представлена (в области устойчивости) на рис. 3.
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Рис. 3. Линия вырождения , отвечающая

условию , для геометрии варианта 1 (табл. 2).
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Линия вырождения имеет две ветви:  и
. Вторая ветвь дана штриховой линией; она

лежит в области устойчивости, но отвечает слу-
чаю . Конкретные представители кристал-
лов c таким свойством, насколько известно авто-
рам, не обнаружены.

Кривая вырождения (рис. 3) определяет на плос-
кости  несколько областей ( , , , , ), в ко-
торых структура линий конверсионных отражений

 (рис. 4) топологически различна.
Области  на рис. 3 и 4 заданы неравенствами

(9)
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Последовательность фрагментов рис. 4 отра-
жает эволюцию представленных кривых при
“включении” анизотропии кубического кристал-
ла (изотропной среде отвечает рис. 4в). На рис. 4
приведены топологически различные картины
поведения линий конверсионных отражений

 ( ) во всех обла-
стях (9). Штриховые участки линий на рис. 3 и 4
отвечают случаям . Вся область  отвечает
вариантам .

Из рис. 4 видно, что решения существуют в
ограниченном диапазоне . При этом в зависи-
мости от области и диапазона  возможны либо
два, либо одно решение.

В областях  и , где , линии являются
замкнутыми. При этом во всей области существо-
вания решений присутствуют два корня, за ис-
ключением крайних точек, в которых происходит
вырождение.

В области , где , правая из предельных
точек вырождения пропадает (уходит из области
устойчивости).

В областях  и , где , величина ξII(κ) при
 стремится к бесконечности. При 

коэффициент a при старшем члене уравнения (7)
имеет особенность: a = κ – 1 → ±∞. В связи с
этим в данных областях при  существует
только одно решение уравнения (7), имеющее
физический смысл – ξII (разумеется, решение,

отвечающее рэлеевской волне , по-прежнему
остается).

== κ2 2
I,II σ constξ ξ ( ) = = ⊂σ σ consti is

≤12 0с 0s
≤12 0с

κ
κ

0s 1s σ > 0

2s σ = 0

3s 4s σ < 0
κ = 1 κ →  1

κ > 1

2ξR

Рис. 5. Ход линий вырождения (варианты 1, 2, 3, 4)
вблизи точек их пересечения на плоскости ( , ): а –
вблизи точки ( , ), ; б – вблизи точки изо-
тропии ( , ), .
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Рис. 6. Линии вырождения для вариантов 1 (а) и 2 (б).
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Сопоставление вариантов 1, 2, 3, 4 показывает,
что все линии вырождения на плоскости (κ, σ)
идут очень близко друг к другу – в масштабе, при-
нятом на рис. 3, их даже трудно разделить. Более
того, следующие три точки на плоскости (κ, σ)
(рис. 3):

(10)

оказываются общими для всех четырех линий вы-
рождения (последняя из этих точек отвечает пре-
делу изотропной среды). Именно поэтому на рис. 3
представлен только вариант 1. Таким образом, то-
пологически различные случаи, показанные на
рис. 4, качественно могут иллюстрировать все
рассматриваемые варианты (1, 2, 3, 4). В более
крупном, чем на рис. 3, масштабе ход всех четы-
рех линий вырождения в окрестности точек их
пересечения (10) иллюстрирует рис. 5.

Отметим особенность, возникающую в вари-
анте 2, – здесь в области устойчивости появляется
дополнительная ветвь, правда для  (рис. 6).

≈0, 0.5 , 0.5, 0.25 , 0.321, 0 ,( ) ( ) ( )

≤12 0с

ЧИСЛЕННЫЕ ОЦЕНКИ
Численные оценки проведены для нескольких

кубических кристаллов, модули упругости кото-
рых взяты из [18] (табл. 3). Конкретные значения
ключевых параметров вырожденных отражений
для этих кристаллов представлены в табл. 4.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Заканчивая третью работу цикла, отметим, что

описанные особенности акустических волн при
их отражениях в кристаллах могут быть использо-
ваны при конструировании кристаллических зву-
копроводов. Существенно, что при описанных
отражениях возникает только одна отраженная
волна, а паразитные сопутствующие акустиче-
ские поля заведомо отсутствуют.

Авторы выражают благодарность В.И. Альши-
цу за ряд полезных замечаний.
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Таблица 3. Модули упругости ,  (в GPa) и без-
размерные параметры ,  (5) для нескольких кубиче-
ских кристаллов

Кристалл

Алмаз 107.6 57.6 12.5 –10.1 0.535 –0.093

Si 16.74 7.96 6.52 –2.85 0.476 –0.170

GaAs 11.88 5.94 5.38 –2.69 0.500 –0.226

αβc cubc
κ σ

11c 44c 12c cubc κ σ

Таблица 4. Параметры вырожденных отражений и рэ-
леевской волны ряда кубических кристаллов. Номера
1, 2, 3, 4 задают геометрию распространения – ориен-
тации m и n – согласно данным табл. 2

Кристалл Вариант

Алмаз 1 0.884 1.88 5.32 0.742
2 1.07 2.06 4.09 0.691
3 0.968 2.04 5.69 0.758
4 0.893 1.87 4.78 0.750

Si 1 0.612 2.18 3.91 0.711
2 0.952 2.46 3.37 0.592
3 0.735 2.53 4.56 0.758
4 0.654 2.16 3.50 0.742

GaAs 1 0.548 2.15 3.54 0.656
2 1.00 2.47 3.10 0.513
3 0.704 2.59 4.39 0.734
4 0.609 2.12 3.10 0.711

v
2
0 11ρ /c v

2
I 44ρ /c v

2
II 44ρ /c v

2
44ρ /R c
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