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ВВЕДЕНИЕ
Согласно Р.В. Галиулину [1], “в каждой кри-

сталлической структуре можно выделить конеч-
ное число связей, ответственных за ее образова-
ние. Вопрос о возникновении кристалла можно
решать только на основе химических связей”.
Этот вывод был сделан в результате многолетнего
исследования свойств (r,R)-систем, или систем
Делоне, в которых расстояние от любой точки си-
стемы до ближайшей точки этой же системы не
меньше некоторого r, а расстояние от любой точ-
ки пространства до ближайшей точки системы не
больше некоторого R. Кристалл представляет со-
бой правильную (r,R)-систему, в которой каждая
точка равно окружена всеми другими ее точками.
Сравнительно недавно Н.П. Долбилин, тоже уче-
ник Б.Н. Делоне, нашел радиус правильности для
трехмерных кристаллов, т.е. такой радиус класте-
ра, что если все точки равно окружены в пределах
этого кластера, то система Делоне правильная.
Для локально центросимметричных трехмерных
систем радиус правильности составляет 2R [2], а в
самом общем случае 10R [3]. При форме молекул,
близкой к сферической, значение 2R чаще всего
отвечает первой координационной сфере, что
было продемонстрировано на примере низших
центросимметричных алканов [4], и в этом случае
возникновение центросимметричного кристалла
обеспечивается равенством первых координаци-
онных сфер. В молекулярных кристаллах речь
идет о молекулярном координационном числе, а
систему Делоне образуют центры масс молекул.

Однако если форма молекул далека от сфериче-
ской, то в первую координационную сферу могут
попасть молекулы, отстоящие от исходной на
расстояние более чем 2R, что было продемон-
стрировано на кристаллических структурах α,ω-
диолов [5]. Такие достаточно “далекие” контак-
ты, тем не менее, могут вносить существенный
вклад в энергию кристалла.

Каждой паре точек правильной (r,R)-системы,
описывающей кристалл, отвечает некоторая опе-
рация симметрии, а их совокупность складывает-
ся в федоровскую группу. Но, по выражению
Р.В. Галиулина, атомы “не знают пространствен-
ных групп”, а то, какая именно из федоровских
групп реализуется, в конечном счете зависит
лишь от симметрии потенциальных функций
структурных единиц кристалла [6]. Наиболее
прочные химические связи отвечают определен-
ному набору операций симметрии, порождаю-
щих федоровскую группу [7], но в силу неопреде-
ленности выбора этих связей указанный набор
трактуется как нечеткий [8]. Кроме того, нерав-
номерная частотность операций симметрии ска-
зывается на частотности пространственных групп
среди минералов [9]. Концепция нечеткости де-
тализирует, но увеличивает трудоемкость тополо-
гического анализа, в частности, в молекулярных
кристаллах, вынуждая искать так называемые
опорные контакты, обеспечивающие трехмерный
каркас касаний ван-дер-ваальсовых оболочек мо-
лекул, либо анализировать поверхности Хирш-
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фельда или молекулярные полиэдры Вороного–
Дирихле [10].

Некоторый набор элементов (подмножество)
U группы G называется порождающим, или обра-
зующим, если наименьшей подгруппой G, содер-
жащей U и обозначаемой , является сама G, т.е.

. Порождающее множество U называется
минимальным, если оно не содержит никакого
порождающего множества G, кроме самого себя
[11]. Все конечномерные, пусть и бесконечные,
кристаллографические группы являются конеч-
нопорожденными, поэтому для каждой из них су-
ществует минимальный порождающий набор,
причем мощность |U| такого набора конечна.
Сравнительно недавно программные алгоритмы
были применены к кристаллографическим то-
чечным группам  [12] – для вывода всех воз-
можных минимальных наборов генераторов ис-
пользовалась теорема Кэли об изоморфизме ко-
нечных групп и групп перестановок. Также были
найдены все комбинаторно различные мини-
мальные наборы для двумерных пространствен-
ных (плоских) групп  [13]. В случае трехмерных
пространственных (федоровских) групп  сна-
чала был проведен ручной вывод одного из мини-
мальных наборов для групп трех низших синго-
ний [14] по методике Э. Лорда [15]. Позже был
разработан алгоритм, позволивший минимизи-
ровать набор генераторов из тома А Интернацио-
нальных таблиц кристаллографии (ITA) [16] сна-
чала для групп средних сингоний [17], затем для
кубических групп [18]. В настоящей работе этот
алгоритм применен к оставшимся сингониям:
триклинной, моноклинной и ромбической. Це-
лью работы было завершить минимизацию набо-
ров порождающих элементов федоровских групп
и провести сравнение полученных наборов среди
всех 230 групп.

СТЕПЕНЬ НЕЧЕТКОСТИ
Из определения минимального порождающе-

го подмножества U совсем не следует, что мощ-
ность |U| одинакова у всех минимальных подмно-
жеств одной группы G. Некоторые порождающие
подмножества G не обладают наименьшей воз-
можной мощностью , потому что в них из-
начально отсутствует некоторый элемент, вклю-
чение которого позволило бы еще больше мини-
мизировать U. Например, для точечной группы 6mm
порождающее подмножество элементов {2, 3, m}
является минимальным, но поворот шестого по-
рядка даст минимальное подмножество меньшей
мощности {6, m}. Минимальные порождающие
подмножества с наименьшим возможным числом
элементов называются существенно минималь-
ными [8]. В случае групп  в существенно мини-
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мальном порождающем подмножестве два или
три элемента, в случае групп  – два–четыре,
для групп  – два–шесть [7]. Также известны
данные о минимальном числе порождающих эле-
ментов кристаллографических групп комплекс-
ных отражений в n-мерном аффинном простран-
стве [19].

Если U – множество элементов ui, и
, то нечетким подмножеством V в U

называется множество вида , а
μV(u) называют степенью принадлежности u к V
[20]. Величина μV(u) = 0 означает полную непри-
надлежность u к V, а μV(u) = 1 – его полную при-
надлежность, и в этом случае u называют четким
элементом в V. Множество элементов V, у кото-
рых μV(u) > 0, называют носителем нечеткого под-
множества, а все элементы, у которых μV(u) = 1,
называют его ядром. Если вести речь о порожда-
ющем подмножестве группы, то первое из пере-
численного отвечает порождающим элементам U,
второе – главным порождающим элементам U.

Сумму , где n = |U|, называют
мощностью, или массой нечеткого подмноже-
ства V. Де Лука и Термини [21] ввели понятие сте-
пени нечеткости множества, к которой относится
энтропия, рассчитываемая по формуле:

(1)

Эта функция монотонно растет на (0, 1/2] и
монотонно убывает на [1/2, 1). Энтропия четкого
множества считается нулевой. Чтобы сравнивать
энтропию нечетких множеств с разным числом
элементов, можно использовать нормированную
величину S с коэффициентом 1/n. Еще одной
функцией является “геометрическая” степень не-
четкости, рассчитываемая через расстояния меж-
ду нечеткими множествами, например

(2)
где σ – нормированное расстояние Хемминга
между подмножеством V и максимально нечет-
ким подмножеством V0.5 = {(ui, 0.5)}:

(3)

Значения S и ξ были рассчитаны для нечетких
существенно минимальных порождающих набо-
ров {(u1, μ1), (u2, μ2), …, (un, μn)} точечных групп
[12] и плоских пространственных групп [13]. Сте-
пень принадлежности генерирующего элемента к
нечеткому порождающему набору рассчитывали
как долю наборов, содержащих данный элемент,
от общего числа существенно минимальных по-
рождающих наборов. Однако с федоровскими
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группами случай иной. Исходные порождающие
наборы в ITA [16], к сожалению, не всегда мини-
мизируются до существенно минимальных по-
рождающих наборов, поэтому сравнивать не-
четкость таких наборов федоровских групп тра-
диционным способом не вполне корректно.
Традиционная оценка усугубляется тем, что в
пределах даже одной элементарной ячейки кри-
сталла в действительности находится большое
число однотипных, но комбинаторно-различных
геометрических образов генераторов группы, во-
обще не упоминаемых в ITA. Поэтому в [18] и в
настоящей работе используется иной подход к
оценке нечеткости полученных минимальных на-
боров.

АЛГОРИТМ
Воспользуемся определениями из [18]. Эле-

менты некоторого порождающего подмножества U
группы G, входящие в каждое минимальное под-
множество U, порождающее G, называются глав-
ными порождающими элементами U. Элемен-
ты U, не входящие ни в одно из минимальных
подмножеств U, порождающих G, называются не-
порождающими элементами U. Элементы U, не
являющиеся ни главными порождающими, ни
непорождающими элементами U, называются ре-
зервными порождающими элементами U. При
U = G речь идет о главных порождающих, резерв-
ных порождающих и непорождающих элементах G.
С точки зрения теории нечетких множеств глав-
ные порождающие элементы нечеткого набора
{(u1, μ1), (u2, μ2), …, (un, μn)} отвечают его ядру, а
резервные порождающие элементы вместе с глав-
ными – его носителю.

Для реализации алгоритма минимизации ис-
пользован пакет для проведения расчетов в сфере
дискретной математики, в особенности теории
групп, GAP (Groups, Algorithms, Programming) [22].
Данный пакет носит модульный характер. В рабо-
те использовали подключаемые модули Cryst (для
проведения вычислений с федоровскими группа-
ми) и CrystCat (данные о генераторах федоров-
ских групп в соответствии с ITA).

Так как генераторы в общем случае не комму-
тируют, а группа является бесконечной, поиск ее
генераторов по уже заданным элементам возмо-
жен только путем полного перебора всех возмож-
ных произведений. На первом шаге на вход при-
нимают N матриц 4 × 4, являющихся генератора-
ми группы в соответствии с ITA. Из N матриц
строится N наборов N–1 элементов, в каждом из
которых отсутствует один из элементов исходно-
го набора. Из каждого построенного набора гене-
рируется группа. Каждую из полученных групп
сравнивают с исходной группой с помощью
функции, содержащейся в пакете Cryst. Если

группы не тождественны друг другу, исключен-
ный из генерирующего набора элемент является
главным порождающим. Полученное таким об-
разом подмножество всех главных порождающих
элементов проверяют на минимальность: из них
строится группа, которая сравнивается с исход-
ной. Если группы тождественны, то резервные
порождающие и непорождающие элементы у
группы отсутствуют, и алгоритм заканчивает ра-
боту. В противном случае алгоритм переходит к
следующему шагу, на котором задействуются эле-
менты исходного набора, не являющиеся главны-
ми порождающими. Каждый из этих элементов
объединяется с главными порождающими, из
объединенного набора генерируется группа и
сравнивается с исходной. Если среди сгенериро-
ванных групп встречаются группы, эквивалент-
ные исходной, то все такие наборы объявляют
минимальными, и алгоритм заканчивает работу.
Если минимальные генерирующие наборы на
этом этапе не найдены, то из элементов, не явля-
ющихся главными порождающими, строят все
возможные парные сочетания. Каждая пара так-
же объединяется с главными порождающими,
как на предыдущем шаге. Если среди сгенериро-
ванных ими групп встречаются группы, эквива-
лентные исходной, то все такие наборы объявля-
ются минимальными. В противном случае этот
шаг повторяется для тройных, четверных и других
сочетаний элементов, пока не будет найден хотя
бы один минимальный генерирующий набор. Ре-
ализованный алгоритм имеет на выходе все ми-
нимальные наборы генерирующих элементов
симметрии, но не слова, с помощью которых из
этих элементов можно получить остальные эле-
менты. Для некоторых групп такие последова-
тельности были выведены вручную при помощи
инструментов Кристаллографического сервера
Бильбао [23].

Во введении пояснено, что для оценки нечет-
кости минимальных порождающих наборов, по-
лученных из наборов генераторов ITA, традици-
онный подход малопригоден, поэтому в настоя-
щей работе использовали другой подход. Если
N – мощность исходного (не минимального) по-
рождающего множества U пространственной
группы в соответствии с ITA, а n = |Umin| – масса
нечеткого (минимального) порождающего под-
множества по результатам расчета, то максималь-
но возможное число четких минимальных под-
множеств равно числу сочетаний . Отношение
наблюдаемого числа минимальных порождаю-
щих наборов p к этой максимально возможной
величине является интегральной характеристи-
кой нечеткости минимизации исходного набора.
Близость этого отношения к единице свидетель-
ствует о максимально нечеткой, неоднозначной

Cn
N
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минимизации исходного набора, близость к нулю
говорит об обратном. Величину

(4)
где p – общее число полученных минимальных
наборов порождающих элементов данной груп-
пы, назовем четкостью минимизации исходного
набора генераторов группы. Строго говоря, если
m – число главных порождающих (μ = 1) элемен-
тов U, М – число непорождающих (μ = 0) элемен-
тов U, то четкие порождающие наборы могут быть
составлены только из N–M элементов, причем m
из них обязательно входят в каждый четкий на-
бор. Поэтому максимально возможное число чет-
ких порождающих наборов равно , однако
нормировка на  предпочтительнее, потому что
учитывает все элементы в исходном (не мини-
мальном) наборе.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
Согласно параграфу 2.2.10 ITA [16] в разделе

Generators selected для пространственных групп
перечисляются операции симметрии, выбранные
для генерирования всех симметрично-эквива-
лентных точек раздела General position из точки с
координатами x, y, z. У всех федоровских групп в
качестве первого генератора u1 выбрано тожде-
ственное преобразование E. За ним всегда следу-
ют трансляции u2 = t(100) = X, u3 = t(010) = Y, u4 =
= t(001) = Z и, если необходимо, центрирующие
трансляции. Последовательность генераторов,
следующих за трансляциями, зависит от кристал-
лического класса и установлена в таблице 8.3.5.1
параграфа 8.3.5 ITA [16]. В ромбической, тетраго-
нальной и кубической сингониях первым в этом
списке идет простой либо винтовой поворот вто-
рого порядка 2z. В тетрагональной сингонии за
ним всегда следует поворот 4z, что создает пред-
посылки для неминимального исходного набора
генераторов. Например, в группе P41 , что
автоматически делает поворот 2z непорождаю-
щим элементом. В кубической сингонии за 2z в
списке генераторов всегда следует 2y, также 3111. В
гексагональной и тригональной сингонии (с гек-
сагональной установкой осей) за трансляциями
всегда следует 3z, причем в гексагональной синго-
нии далее идет 2z или mz. Если класс центросим-
метричный, то последним элементом в списке ге-
нераторов всегда указывается . Перечисленные
правила выбора генераторов часто провоцируют
избыточность их исходного набора.

Рассмотрим пример из таблицы 8.3.5.2 ITA
[16]. У группы P6122 в разделе Generators selected
семь элементов: u1 = E, u2 = X, u3 = Y, u4 = Z, u5 =
= –y, x – y, z + 1/3, u6 = –x, –y, z + 1/2, u7 = y, x,
–z + 1/3. Пятому и шестому элементам отвечают

= ×1 – /C 100( %) ,n
NMS p

−
−Cn m

N M

Cn
N

⊂1 12 4

1

соответственно винтовые повороты третьего и
второго порядков по z. Первых пяти или шести
элементов для порождающего набора недоста-
точно: u1, …, u5 = P31, u1, …, u6 = P61, в чем легко
убедиться при помощи сервиса IDENTIFY
GROUP [23]. Последний генератор u7 = y, x, –z +
+ 1/3 отвечает простому повороту 2110, и u1, …, u7 =
= P6122. Однако E в этой и любой другой федоров-
ской группе может быть только непорождающим
элементом: например, u2 = u1. Фраза “элемен-
ты ui и uj порождают элемент uk” означает, что uk
можно представить в виде слова из ui и uj, т.е. их
некоторого произведения с целыми степенями.
Элементы  и  порождены ui и uj автоматиче-
ски, поэтому не существует элементов, из кото-
рых было бы нельзя сгенерировать E. Элемент u4,
а также один из элементов u2 и u3 в данном приме-
ре тоже избыточен: u2, u5, u6, u7 = u3, u5, u6, u7 =
= P6122. Иными словами, u4 – непорождающий,
u2 и u3 – резервные порождающие элементы, а
мощность минимального порождающего набора
равна четырем. Однако Э. Лорд [15] пришел к
другому результату, так как при ином выборе ис-
ходных генераторов эта мощность равна трем:
вместо u5, u6 и u7 были выбраны повороты r1 = 2100
и r2 = 2210, для которых u2, r1, r2 = u3, r1, r2 =
= P6122. Произведение r1r2 есть винтовой пово-
рот 6z, который в списке генераторов ITA вообще
отсутствует. Это делает наборы {u2, u5, u6, u7} и
{u3, u5, u6, u7} минимальными, но не существенно
минимальными.

Исходный порождающий набор ITA миними-
зируется во всех случаях, кроме восьми простран-
ственных групп низших сингоний: P1, , P2,
Pm, P2/m, P222, Pmm2 и Pmmm, имеющих по 3, 4,
4, 4, 5, 5, 5 и 6 порождающих элементов соответ-
ственно. Это объясняется отсутствием операций
симметрии со сдвигом, которые могли бы сгене-
рировать трансляции по каким-либо направле-
ниям. Группа Pmmm, как было показано в [14],
единственная среди федоровских групп, которая
имеет наибольшую мощность минимального по-
рождающего набора, равную шести. На рис. 1а
перечисленным восьми группам отвечает столбец
гистограммы при Δ|U| = 0. Для прочих групп эта
величина составляет 1–7, причем Δ|U| = 6 встреча-
ется только у кубических групп в классах 432 и

, а Δ|U| = 7 только в классе . В целом Δ|U|
увеличивается от 0–3 в низших сингониях, до 1–5
в средних сингониях и 3–7 в кубических группах.
Единственная группа, не вписывающаяся в эту
картину, это Fdd2, для которой Δ|U| = 5. Группа
Fdd2 имеет семь элементов в исходном порожда-
ющем наборе ITA и всего два элемента в мини-
мальном наборе (оба являются главными порож-
дающими): поворот 2 вокруг оси z и скользящее

−1
2u

−1
iu −1

ju

1P

3m m 3m m
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отражение d в плоскости у = 1/8. Остальные пять
элементов – трансляции X, Y, Z, t(0, 1/2, 1/2) и
t(1/2, 0, 1/2) – непорождающие.

Число разных минимальных наборов (рис. 1б)
для подавляющего большинства групп одно–два:
примерно для 96% в низших сингониях, 92% в
средних и 64% в кубических группах. Примеча-
тельно, что в низших сингониях N(Umin) = 2 не
встречается, а N(Umin) = 3 всего в трех группах:
Pnn2, Pnnn и Fddd. Только у этих ортогональных
групп полученные минимальные наборы являют-
ся в полном смысле нечеткими. Для группы Pnn2
исходные генераторы u5 = 2z и u6 = n c координа-
тами (x,1/4,z), генераторы u1–u4 стандартные.
Pnn2 = u5, u6, u2 = u5, u6, u3 = u5, u6, u4, таким
образом, минимальный порождающий набор яв-
ляется нечетким: {(u5, 1), (u6, 1), (u2, 1/3), (u3, 1/3),
(u4, 1/3)}. Элементы u5 и u6 порождают отражение
в плоскости n, параллельной yz, а пара взаимно
перпендикулярных n порождает трансляции X + Z
и Y + Z. Очевидно, что добавление любой транс-
ляции (X, Y или Z) к этим двум породит всю под-
группу трансляций данной федоровской группы.
У группы  аналогичная причина не-
четкости минимального порождающего набора, с
той разницей, что u6 = 2y и u7 = (1/4,1/4,1/4). По-
лученный нечеткий набор содержит X, Y и Z с той
же дробной степенью принадлежности: {(u5, 1),
(u6, 1), (u7, 1), (u2, 1/3), (u3, 1/3), (u4, 1/3)}. У груп-
пы Fddd u5 = t(0, 1/2, 1/2), u6 = t(1/2, 0, 1/2), u7 =
= 2z, u8 = 2y и u9 = (1/8, 1/8, 1/8). В дополнение к
главным порождающим элементам u7, u8 и u9 по-
рождающему набору необходима одна из пар
{X,u5}, {Y,u6} или {u5,u6}, в то время как Z является
непорождающим элементом, что приводит к не-
четкому порождающему набору {(u7, 1), (u8, 1),
(u9, 1), (u5, 2/3), (u6, 2/3), (u2, 1/3), (u3, 1/3)}.

Наибольшее значение N(Umin) = 10 встречается
только в группе . Это неудивительно, так как

 является минимальной надгруппой Fddd ин-
декса 3 и получается в результате “кубизации”
последней. Исходный набор генераторов  в
отличие от предыдущей группы содержит u9 = 3111

и u10 = (1/8, 1/8, 1/8), остальные элементы те же
самые. Непорождающие элементы в этой группе
отсутствуют, а главными порождающими явля-
ются как раз u9 и u10. Нечеткий порождающий на-
бор имеет довольно громоздкий вид: {(u9, 1),
(u10, 1), (u7, 1/2), (u8, 1/2), (u2, 1/5), (u3, 1/5), (u4, 1/5),
(u5, 1/5), (u6, 1/5)}.

Главные порождающие элементы найдены во
всех группах без исключения. В восьми упомяну-
тых выше группах с Δ|U| = 0 все порождающие
элементы главные, более того, эти группы един-
ственные, у которых X, Y и Z – главные порожда-

⊃  2Pnnn Pnn

1

1

3Fd
3Fd

3Fd

1

ющие элементы одновременно. На рис. 2 пред-
ставлено распределение групп по элементам,
которые могут встречаться среди главных порож-
дающих, резервных порождающих и непорожда-
ющих элементов. К ним относятся трансляции, в
том числе центрирующие, а также простые и вин-
товые повороты второго порядка. Иные элемен-
ты всегда являются главными порождающими, к
ним относятся , повороты 3 и 4, а также все от-
ражения: m, a, c, n и d. Трансляции могут попа-
дать в одну из категорий порождающих элементов
в разном сочетании (рис. 2). Так, тройка {X, Y, Z}
оказывается непорождающей для 95 групп, в то
время как только пара {X, Y} – для 23 групп, пара
{Y, Z} – для пяти, а пара {X, Z} – для четырех. В от-
дельности X, Y и Z являются непорождающими
соответственно для двух, двух и 43 групп, причем
в последнем случае в 32 группах нет иных непо-
рождающих элементов. Такая диспропорция
для Z объясняется тем, что в средних сингониях
вдоль z направлена ось высшего порядка, и в этом

1

Рис. 1. Число федоровских групп N(SG) в низших
(low), средних (medium) и высшей (high) сингониях в
зависимости от разности мощностей исходного набо-
ра порождающих элементов в ITA и минимального
набора (а), числа минимальных наборов (б).
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направлении часто бывает винтовой сдвиг либо
скольжение. Однако такая же диспропорция на-
блюдается и среди главных порождающих эле-
ментов: {X} – пять групп, {Y} – шесть, {Z} – 49 групп
и даже среди резервных порождающих: {X} и {Y} –
ни одной группы, {Z} – три. Причина состоит в
том, что в средних сингониях при отсутствии
вдоль z винтового сдвига либо скольжения X и Y
дублируют друг друга и относятся к одному типу
элементов не каждый в отдельности, а попарно.

В частности, среди резервных порождающих эле-
ментов {X,Y} – в 66 группах, а {Y, Z} и {Х, Z} – ни в
одной. Центрирующие трансляции t(1/2, 1/2, 1/2)
при I-центрировке и t(0, 1/2, /2) вместе с t(1/2, 0, 1/2)
при F-центрировке оказываются непорождаю-
щими для шести и трех групп соответственно,
причем {X, Y, Z} для них всегда также непорожда-
ющие. Трансляции t(0, 1/2, 1/2) и t(1/2, 1/2, 0) по
отдельности (при A- и С-центрировке) – всегда
главные порождающие элементы. Вообще, {t(1/2,
1/2, 1/2)} и повороты второго порядка чаще быва-
ют главными порождающими, {X,Y} и {t(0, 1/2, 1/2),
t(1/2, 0, 1/2)} – резервными порождающими, {X, Y, Z}
чаще бывают непорождающими, а {Z} – при-
мерно наполовину главным порождающим и не-
порождающим элементом (рис. 2).

На рис. 3 представлено распределение федо-
ровских групп по четкости минимизации порож-
дающих наборов (MS). Для 192 групп округленное
значение MS = 80% и больше. Это говорит о том,
что вклад порождающих элементов в нечеткий
минимальный порождающий набор в большин-
стве групп очень неравномерен. Для восьми
групп с Δ|U | = 0 формальное значение MS = 0, и
для 30 оставшихся групп MS = 50–80%. К нижней
границе этого интервала относятся всего две
группы: P3 и P32. Обе группы имеют по четыре
элемента в исходном порождающем наборе и два
различных минимальных набора по три элемента
в каждом. В обеих группах нет непорождающих
элементов, поворот третьего порядка и Z являют-
ся главными порождающими, а X и Y – резервны-
ми порождающими: {(3, 1), (Z, 1), (X, 1/2), (Y, 1/2)}.
Таким образом, нечеткие порождающие наборы в
этих группах абстрактно одинаковы. Вместе с тем
для группы P31 ∼ P32 MS = 65%, что требует от-

Рис. 2. Число федоровских групп N(SG) в зависимо-
сти от наличия операций симметрии среди главных
порождающих (Main), резервных порождающих
(Res) и непорождающих (Non) элементов; 2(rot) и
2(scr) – простой и винтовой повороты второго по-
рядка.
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Рис. 3. Число федоровских групп N(SG) в низших (low), средних (medium) и высшей (high) сингониях в зависимости
от четкости минимизации MS, округленной с точностью до 5%.
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дельного пояснения. Поворот 3 + 1/3z в отличие
от 3 + 2/3z порождает Z, поэтому в группе P31 все-
го один главный порождающий элемент, а Z ста-
новится непорождающим: {(3, 1), (X, 1/2), (Y, 1/2)}.
Похожая ситуация складывается для всех групп,
содержащих поворот третьего, четвертого или
шестого порядка с винтовым сдвигом, равным
k/n трансляции при k > 1 [17].

Совокупность массы нечеткого порождающе-

го набора , где n = |U |, и числа
главных и резервных порождающих элементов
можно использовать как характеристику, разде-
ляющую группы на абстрактно-различимые типы
(табл. 1). Для большого числа групп M = 3
(102 группы) или 4 (86 групп). Самым распро-
страненным оказывается четкий набор из трех

=
=  1

μ ( )
n

V ii
M u

главных порождающих элементов (табл. 1, № 3,
62 группы), от него отстает аналогичный тип с че-
тырьмя главными порождающими элементами
(№ 9, 38 групп), затем идут типы № 10 и 4 (35 и 29
групп соответственно). Родоначальником групп
типа № 3 можно считать простейшую группу P1,
групп типа № 9 – другую триклинную группу .
К типу № 3 относится довольно много групп
средних и высшей сингоний, например I4/m, ,

. Тип № 9, наоборот, представлен весьма
скромным количеством групп средних сингоний
(семь групп) и всего одной кубической группой

. По количеству групп низших сингоний ти-
пы № 3 и 9 примерно одинаковы (28 и 30 групп
соответственно), и в обеих нет гексагональных
групп. Группы типов № 10 и 4 относятся только к

1P

3R
3Fd m

3Im m

Таблица 1. Абстрактно-различимые типы нечетких порождающих подмножеств федоровских групп по резуль-
татам минимизации порождающих множеств ITA

Тип
Масса 

нечеткого 
множества

Количество 
порождающих 

элементов Номер группы

главных резервных

1 2 2 0 9, 19, 33, 43, 79, 80, 82, 92, 104, 106, 109, 110, 114, 146, 212, 213
2 2 1 2 76, 144, 198
3 3 3 0 1, 4, 5, 7, 8, 14, 15, 18, 20, 23, 24, 29, 30, 31, 32, 36, 37, 40, 41, 44, 45, 46, 

52, 56, 58, 60, 61, 62, 85, 87, 90, 97, 98, 100, 107, 108, 113, 117, 119, 120, 
121, 126, 128, 130, 133, 135, 136, 137, 138, 141, 142, 148, 155, 160, 161, 
211, 214, 222, 223, 227, 228, 230

4 3 2 2 75, 81, 84, 91, 94, 96, 101, 103, 105, 112, 116, 122, 143, 145, 151, 152, 158, 
159, 169, 170, 172, 173, 197, 199, 205, 209, 210, 218, 220

5 3 2 3 34, 86, 102, 118, 207, 208
6 3 2 4 88
7 3 1 4 77, 78, 196
8 3 1 5 195
9 4 4 0 2, 3, 6, 11, 12, 13, 17, 21, 22, 26, 27, 28, 35, 38, 39, 42, 50, 53, 54, 55, 57, 

59, 63, 64, 66, 68, 71, 72, 73, 74, 125, 127, 129, 139, 140, 166, 167, 229
10 4 3 2 83, 89, 99, 111, 115, 124, 131, 132, 147, 149, 150, 153, 154, 156, 157, 163, 

165, 168, 171, 174, 176, 178, 179, 181, 182, 184, 185, 186, 188, 190, 204, 
206, 217, 225, 226

11 4 3 3 48, 221, 224
12 4 3 4 134
13 4 2 4 93, 95, 202, 216, 219
14 4 2 5 200, 201, 215
15 4 2 7 203
16 5 5 0 10, 16, 25, 49, 51, 65, 67, 69
17 5 4 2 123, 162, 164, 175, 177, 180, 183, 187, 189, 192, 193, 194
18 5 3 4 70
19 6 6 0 47
20 6 5 2 191
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средним и высшей сингониям. Наглядными
представителями типа № 10 являются группы
P4/m, , . Среди кубических групп к этому
типу относятся только некоторые центрирован-
ные группы, в частности . Тип № 4 немного
проще, к нему относятся такие группы, как P3,
P4, , причем группа P6 из-за отсутствия пово-
рота шестого порядка в исходном порождающем
наборе относится к типу № 10, а не № 4. Семь ти-
пов отвечают одной группе: Pmmm, Fddd, I41/a,
P42/nnm, P6/mmm, P23 и . Впрочем, группа
P6/mmm, как будто бы имеющая шесть элементов
в минимальном порождающем наборе, на самом
деле должна относиться к тому же типу (№ 17),
что и P4/mmm, а не происходит это также из-за
отсутствия поворота шестого порядка в исходном
порождающем наборе. При корректном выборе
исходного набора порождающих элементов пред-
ложенная типология адекватно отражает сход-
ство нечетких порождающих наборов для федо-
ровских групп с совершенно разной групповой
структурой.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Галиулин Р.В. // Журн. вычисл. матем. и матем.

физ. 2003. Т. 43. С. 790.
2. Dolbilin N. // Struct. Chem. 2016. V. 27. P. 1725.
3. Baburin I.A., Bouniaev M., Dolbilin N. et al. // Acta

Cryst. A. 2018. V. 74. P. 616.
4. Банару А.М., Гридин Д.М. // Журн. структур. хи-

мии. 2019. Т. 60. С. 1968.
5. Банару А.М., Гридин Д.М. // Вестн. МГУ. Сер. 2.

Химия. 2019. Т. 60. С. 351.

6. Zorky P.M. // J. Mol. Struct. 1996. V. 374. P. 9.
7. Банару А.М. // Вестн. МГУ. Сер. 2. Химия. 2009.

Т. 50. С. 100.
8. Банару А.М. // Вестн. МГУ. Сер. 2. Химия. 2019.

Т. 60. С. 135.
9. Шабловский Я.О. // Минералогия. 2019. Т. 5. № 3.

С. 3. 
10. Банару А.М., Банару Д.А. // Журн. структур. химии.

2020. Т. 61. № 10. С. 1567. 
11. Halbeisen L., Hamilton M., Ruzicka P. // Quaestiones

Mathematicae. 2007. V. 30. P. 355.
12. Banaru A.M. // Crystallography Reports. 2018. V. 63.

P. 1077.
13. Banaru A.M. // Crystallography Reports. 2018. V. 63.

P. 1071.
14. Лорд Э.Э., Банару А.М. // Вестн. МГУ. Сер. 2. Хи-

мия. 2012. Т. 53. С. 81.
15. Lord E. Generators and Relations for Space Groups.

Bangalore, 2010.
16. International Tables for Crystallography / Ed. Hahn Th.

Volume A. Space-Group Symmetry. Dordrecht:
Springer, 2005.

17. Banaru A.M., Shiroky V.R. // Crystallography Reports.
2019. V. 64. P. 201.

18. Banaru A.M., Shiroky V.R. // Crystallography Reports.
2020. V. 65. P. 417.

19. Malle G. // Transformation Groups. 1996. V. 1. P. 259.
20. Zadeh L.A. // Information and Control. 1965. V. 8.

P. 338.
21. De Luca A., Termini S. // Information and Control.

1972. V. 20. P. 301.
22. GAP – a system for computational discrete algebra.

http://gap-systems.org
23. Aroyo M.I., Perez-Mato J.M., Orobengoa D. et al. //

Bulg. Chem. Commun. 2011. V. 43. P. 183.

3P 6P

3Fm m

4P

3Fd



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


