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Результаты кристаллографического анализа популярных структурных типов стали основанием для
предложенной модели возникновения трансляционной симметрии как комплекса стоячих плоских
упругих волн, создающих трехмерные решетки узлов их пересечений. При учете дополнительного
симметричного упорядочения атомов в объеме элементарной ячейки предложены критерии ста-
бильности кристаллических структур, характеризующие сокращение степеней свободы атомов. Со-
поставлены характеристики ряда высокосимметричных структур кубической и гексагональной
симметрии. Универсальный для материальных частиц процесс создания стабильных состояний пу-
тем образования симметричных пространственных конфигураций предложено именовать кристал-
лодинамикой.
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ВВЕДЕНИЕ

В 2021 г. исполнилось 130 лет официальной
публикации основополагающего труда Е.С. Фе-
дорова о 230 группах кристаллографической сим-
метрии [1]. В отличие от работающего в этой об-
ласти исследований математика А.М. Шенфлиса
Федоров рассматривал геометрическое простран-
ство не абстрактно, а как заполненное материей –
атомами, о которых в те годы не было ясного
представления.

Успехи физики и рентгеноструктурного ана-
лиза дали сотни тысяч кристаллических структур
и потребовали обобщения этих знаний. Среди
значимых работ здесь нельзя не упомянуть рабо-
ты Уэллса [2], а также, например, труды по клас-
сификации минералов Г. Штрунца [3], А.С. По-
варенных [4], Костова [5] и других. Эти и многие
другие работы, касающиеся более частных случа-
ев, показывали, что существует тенденция, за-
ставляющая структуры с разным атомным соста-
вом объединяться в группы с близкой атомной
конфигурацией – в структурные типы (или в не-
кие пространственные трафареты [6]). Понятно,

что каждый трафарет – это энергетически устой-
чивая конфигурация данных атомов, поэтому
процесс кристаллизации следует рассматривать
не только как достижение определенной симмет-
рии, но и как достижение состояния с минималь-
ной внутренней энергией. Почти три десятка лет
назад были заложены основы кристаллографиче-
ского анализа структур [7], в настоящее время
можно уже говорить о кристаллодинамике, кото-
рая рассматривает повышение стабильности за
счет упорядочения позиций материальных ча-
стиц (в отличие от термодинамики, где деклари-
руется рост энтропии, а у кристаллических струк-
тур энтропия предполагается равной нулю). Ниже
будут представлены примеры кристаллических
структур, принадлежащих распространенным
структурным типам [2], и сравнительные оценки
относительной стабильности предложенной мо-
дели образования кристаллического состояния [7].

МОДЕЛЬ КРИСТАЛЛИЗАЦИИ
Рассмотрим кристаллизующееся вещество как

неоднородную по массе среду с некоторым сред-
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ним модулем упругости, создаваемым межатом-
ными взаимодействиями. Все материальные ча-
стицы (атомы) участвуют как в собственных теп-
ловых колебаниях, так и в совместных с другими
движениях разного типа. В процессе потери энер-
гии эти движения переходят в наиболее эконом-
ные по энергии стоячие волны – линейные гар-
монические колебания. Напомним, что стоячие
волны – это сумма двух одинаковых по амплитуде
и частоте колебаний, распространяющихся в про-
тивоположных направлениях. Они имеют в про-
странстве трех измерений плоскости с нулевой
амплитудой – плоскости узлов, разделенных рас-
стоянием в половину длины стоячей волны, и
плоскости с максимальной амплитудой – посере-
дине между плоскостями узлов [8]. Одномерная
модель (колебания струны) показана на рис. 1.

Каждая стоячая волна, упорядочивая позиции
атомов и сдвигая наиболее тяжелые к плоскостям
узлов с минимальной кинетической энергией, со-
здает трансляционное упорядочение в направле-
нии, перпендикулярном фронту волны. Теряя
энергию (теплоту кристаллизации), атомы в раз-
ных сочетаниях – в зависимости от массы, разме-
ра, координации с соседями – образуют стоячие
волны разных направлений и частот (наиболее
энергоемким будет отвечать половина длины
волны, близкой к кратчайшим межатомным рас-
стояниям, поскольку им будет соответствовать
максимальная заселенность атомами). Любые
три волны дадут трехмерную сетку узлов – пере-
сечений узловых плоскостей, т.е. трансляцион-
ную решетку. Известно, что стоячие волны не
рассеивают энергию. Такое объяснение возник-
новения трансляционной симметрии – главной
симметрии кристалла – пока не имеет альтерна-
тивы. Кстати, в курсах кристаллографии меха-
низм возникновения трансляционной симмет-
рии обычно не обсуждается.

Каждый конкретный атом, участвуя в разных
стоячих волнах, не может быть во всех узловых
плоскостях, но будет вблизи точек их пересече-
ний, т.е. создавать псевдотрансляционное упоря-
дочение. Процесс идет до стадии, когда возника-
ют такие стоячие волны, половины длин которых
станут истинными трансляциями для всех ато-
мов, а предыдущие упорядочения – это подре-
шетки истинной трансляционной решетки. В
этом процессе множество конфигураций атомов,
присутствующих в кристаллизующемся веще-
стве, сводится к повторяющейся конфигурации
атомов в объеме элементарной ячейки. Иначе го-
воря, степени свободы всех атомов сводятся к
числу степеней свободы атомов одной элементар-
ной ячейки. Дополнительное ограничение степе-
ней свободы атомов в объеме элементарной ячей-
ки осуществляют элементы точечной симметрии,
скользящие плоскости, винтовые оси. Так, плос-
кость зеркального отражения лишает лежащие в
ней атомы одной из трех степеней свободы, пово-
ротная ось – двух степеней, центр симметрии –
трех. Это выполняется и для плоскостей скольже-
ния, и для винтовых осей.

КРИТЕРИИ СТАБИЛЬНОСТИ, 
ОБУСЛОВЛЕННЫЕ СИММЕТРИЕЙ

Стабильность материала – способность сохра-
нять структуру при изменении температуры, дав-
лении в широких пределах – существенным обра-
зом зависит от характера химических связей меж-
ду атомами. Однако, если иметь дело с близкими
по составу веществами или с фазами одного и то-
го же вещества, то можно предложить критерии,
обусловленные только симметрией кристалличе-
ской структуры. Исходя из общих соображений и
анализа конкретных структур, остановимся на
фундаментальном объеме V*, представляющем
независимую часть объема элементарной ячейки,
достаточного для описания всей структуры: V* =
= V0/M. Здесь М – порядок пространственной
группы симметрии (совокупность операций сим-
метрии в элементарной ячейке, или максималь-
ная кратность позиции в ней). Чем меньше V*,
тем стабильнее структура, поскольку в ней мини-
мум степеней свободы атомов.

За второй критерий было принято отношение
числа степеней свободы базисных атомов струк-
туры ns – это те их координаты, которые могут ме-
няться в рамках данной симметрии (все не зафик-
сированные симметрией координаты x, y, z базис-
ных атомов структуры) к числу атомов в
примитивной ячейке np: S = ns/np. Чем меньше S,
тем стабильнее структура, так как меньше степе-
ней свободы у атомов в объеме V*.

Самых минимальных значений V* следует
ожидать в кубических группах симметрии, где ве-

Рис. 1. Одномерная модель колебания струны: узлы
с нулевой амплитудой и пучности с максимальной.
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личина М доходит до 192 (пр. гр. Fm m и ее под-
группы). В гексагональных структурах макси-
мальное значение М = 24 (P6/mmm и ее подгруп-
пы). Критерий S также минимален в этих
группах. В частности, для структур многих метал-
лов, известных как весьма стабильные материа-
лы, он равен нулю (медь, железо, алюминий, их
сплавы и другие).

КРИСТАЛЛОГРАФИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ – 
МЕТОД ИЗУЧЕНИЯ ВЗАИМНОГО 

УПОРЯДОЧЕНИЯ АТОМОВ В СТРУКТУРАХ
Метод основан на том, что взаимное упорядо-

чение разных сочетаний атомов структуры в узло-
вых плоскостях одних и тех же стоячих линейных
волн (это фактически кристаллографические
плоскости (hkl)) можно контролировать по из-
вестным программам расчета структурных ам-
плитуд Fhkl. Если относительно большая величина
расчетной амплитуды Fhkl, полученная для одного
сорта атомов, существенно возрастает при добав-
лении в расчет другого сорта, это означает, что
данная плоскость (hkl) упорядочивает одновре-
менно оба сорта атомов. Когда таких плоскостей
несколько, то комбинируя их по три, фиксируем
совместные подрешетки атомов в данной струк-
туре. Как правило, катионы и анионы в неорга-
нических структурах упорядочены по разным
плоскостям (hkl). Но доказано и упорядочение,
например, крупных катионов Cs+, Tl+ и других
вместе с близкими по объему анионами O2–, S2–

[9]. Здесь причина совместного упорядочения не
только в достижении более плотной упаковки, но
и в более симметричной их совместной подре-
шетке. Расчеты подрешеток осуществляются по
специальной программе [10].

КРИТЕРИИ СТАБИЛЬНОСТИ V* И S
В ИССЛЕДОВАННЫХ СТРУКТУРАХ

Покажем характеристики стабильности струк-
тур популярных структурных типов кубической и
гексагональной симметрии и тенденцию сокра-
щения степеней свободы атомов. Детали исследо-
ваний приводятся в оригинальных работах этого
цикла.

Начнем со структуры алмаза, демонстрирую-
щей преимущество симметрии перед плотностью
упаковки: из восьми тетраэдрических и четырех
октаэдрических пустот ячейки в ней заняты ато-
мами только четыре тетраэдрические (рис. 2а).
Алмаз имеет одно из минимальных значений V*:
всего 0.24 Å3 достаточно, чтобы образовать 192 опе-
рациями симметрии его элементарную ячейку.
Базисный атом углерода зафиксирован в начале
координат, а все атомы – в узлах пересечений
многих семейств кристаллографических плоско-

3 стей, в том числе наиболее заполненных атомами
плоскостей {220} [11].

Вещества с более сложным атомным составом,
например шпинель MgAl2O4, осуществляют стрем-
ление к максимальной симметрии путем услож-
нения строения. Элементарная ячейка шпинели
как бы удваивает параметр ячейки алмаза, и су-
ществуют два варианта размещения атомов в
восьми октантах (подъячейках) (рис. 2б, 2в). Все
катионы зафиксированы элементами симметрии,
а значит, лишены степеней свободы, анионы кис-
лорода находятся на тройных осях (базисный
атом с координатами ххх с одной степенью свобо-
ды). В структурном типе поллуцита CsAlSi2O6
(Ia d) 1/8 часть элементарной ячейки показана
на рис. 2г. Тяжелый катион Cs зафиксирован
симметрией, катион Al на тройной оси имеет од-
ну степень свободы, атомы кислорода находятся в
общем положении (три степени свободы, на ри-
сунке не показаны) [6].

У представителя структурного типа эльпасо-
лита Rb2NaAlF6 (Fm m) только анион F имеет од-
ну степень свободы (перемещение по координат-
ной оси), как это можно видеть на рис. 2д, где пока-
зана 1/8 часть элементарной ячейки. Примером
более сложной по организации может служить
структура кольцевого тетрафосфата (Al,V)4(P4O12)3

(I 3d), 1/8 часть ячейки которой показана в не-
сколько идеализированном виде на рис. 2е. Толь-
ко катион Al зафиксирован на тройной оси, атом
фосфора – в общей позиции, но близко к пози-
ции 1/8 1/8 1/8 [12]. Завершим список распро-
страненных кубических структурных типов
структурой граната Al2Ca3(SiO4)3, катионный кар-
кас которого полностью зафиксирован симмет-
рией, и только атомы кислорода имеют три степе-
ни свободы в 1/96 части элементарной ячейки
(рис. 1ж). В табл. 1 приведены критерии V* и S для
представителей кубических структур.

Популярные структурные типы гексагональ-
ной симметрии (пр. гр. P6/mmm и ее подгруппы с
М = 24) начнем рассматривать с класса полити-
пов [2]. В них чередуются слои анионов, в кото-
рые включен крупный катион, и слои катионов,
где многочисленный средний катион упорядочен
с крупным. От стехиометрии крупных и средних
катионов зависит параметр с гексагональной
структуры при почти одинаковых параметрах а
(рис. 3а). По типу структур ферритов SrAl12O19 и
BaFe18O27 [13] устроена и структура BaV6O11 [14].
Соотношение количеств средних и крупных ка-
тионов в них 1 : 6, 1 : 12, 1 : 18, и в связи с этими
соотношениями меняется параметр с структур
(рис. 3б, 3в, 3г).

Соединения с более сложным атомным соста-
вом кристаллизуются с элементарными ячейками
большего объема (табл. 2). Критерии V* и S у гек-

3

3

4
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сагональных структур заметно больше по величи-
не, и логично искать причины, исключающие
возможность кристаллизации их в кубической
симметрии. Одной из причин, вероятно, будет
образование в кристаллизующейся фазе стабиль-

ных атомных группировок с локальной симмет-
рией, не свойственной кубической. Так, в струк-
туре ВаV6O11 есть фрагмент – два VO6-октаэдра с
общей гранью и, следовательно, с укороченным
расстоянием V–V и возможным взаимодействием

Рис. 2. Элементарная ячейка алмаза (а): черные кружки – атомы углерода, пустые – вакантные позиции в I-ячейке с
параметром 1/2а. Шпинель MgAl2O4: б – размещение атомов в одном из четырех октантов ячейки структуры, анионы
кислорода по закону алмаза центрируют все октанты этой подъячейки, катионы Mg в четырех вершинах и центре; в –
размещение атомов в четырех остальных октантах ячейки структуры, центрированы все восемь октантов алмазной
подъячейки: четыре – атомами Al, четыре – атомами О (Al – малый черный кружок). CsAlSi2O6 (г): идеализированная
схема расположения атомов по ключевым позициям в 1/8 части ячейки кристаллической структуры поллуцита, кати-
он Cs зафиксирован, (Si,Al) смещен из аналогичной позиции по оси 3. Rb2NaAlF6 (д): 1/8 часть элементарной ячейки;
в начале координат фрагмент цепочки AlF6- и NaF6-октаэдров, грани AlF6-октаэдров выделены у других вершин;
(Rb и Al – большие пустые и черные кружки). (Al,V)4(P4O12)3 (е): 1/8 часть элементарной ячейки с идеализированным
расположением катионов (Al,V) и P, отвечающим максимальной симметрии. Гранат Al2Ca3(SiO4)3 (ж): размещение
катионов в октанте кубической элементарной ячейки структуры: икосаэдрическая конфигурация 12 катионов Са и Si,
вписанная в куб катионов Al, центрированный также Al. Показана тройная ось в структуре.
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металл–металл. Общая грань VO6-октаэдров сти-
мулирует возникновение зеркальной плоскости
симметрии, с ней совпадающей, а в целом этот
фрагмент – зародыш с локальной симметрией
63/m. В кубических структурах такого сочетания
элементов симметрии быть не может.

Аналогичные ситуации имеют место и в других
представленных выше структурах. Полагая куби-
ческую симметрию более стабильной, чем гекса-

гональная, отметим интересные факты о гексаго-
нальных структурах. Теоретически гексагональ-
ную структуру можно получить, сжимая или
растягивая кубическую вдоль одной из четырех
тройных осей. В действительности в структурах
типа турмалина, корунда, в тех же политипах
катионы и анионы упорядочены именно так де-
формированными кубическими подрешетками
[11, 13, 14].

Таблица 1. Параметры кубических структур

Параметр Алмаз
С [9]

Шпинель
MgAl2O4 [9]

Поллуцит
CsAlSi2O6 [6]

Эльпасолит
Rb2NaAlF6 [10]

Тетрафосфат
(Al,V)4(P4O12)3 [10]

Гранат
Al2Ca3(SiO4)3 [9]

Пр. гр. Fd m Fd m Ia d Fm m I 3d Ia d

Z 8 8 4 4 4 8

a, Å 3.567 8.075 13.664 8.3087 13. 7477 11.850

М 192 192 96 192 48 96

V0, Å3 45.5 526.5 2551.4 573.59 2598.31 1664

V*, Å3 0.24 2.75 26.6 3 54.3 17.3

S 0/2 = 0 1/14 = 0.017 4/80 = 05 1/10 = 0.1 13/104 = 0.126 3/80 = 0.038

3 3 3 3 4 3

Рис. 3. Проекция на плоскость: а – xy гексагональных структур с крупными (большие кружки) (Ba, Sr) и средними (ма-
лые закрашенные кружки) катионами (Al, V, Fe), анионы – пустые малые кружки; б – yz SrAl12O19 и сечения плоско-
стями (0010) в случае подрешетки (Sr + O) (сплошные линии) и (0014) в случае подрешетки (Al + Sr) (штриховые); в –
yz BaFe18O27 и сечения плоскостями (0014) подрешетки (Ва + O) (сплошные линии) и плоскостями Fe-подрешетки
(0020) (штриховые линии); г – yz BaV6O11, частично показаны плоскости (006) с упорядочением (Ba + O) (сплошные
линии) и (008) с упорядочением (Ba + V) (пунктирные линии).
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БОРИСОВ и др.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Кристаллическую структуру определяет ком-

промисс сил локальных межатомных взаимодей-
ствий (включая локальную электростатику) и
сил дальнодействующих, упругих, создающих
упорядочение – трансляционную и иную сим-
метрию. В современном описании кристалличе-
ских структур господствует первая сторона, назы-
ваемая кристаллохимией, хотя это фактически
стереохимия. Вторую сторону логично назвать
кристаллодинамикой, и именно она определяет
особенности кристаллического состояния веще-
ства. Известны многочисленные примеры, когда
вещества с самыми разнообразными атомными
составами кристаллизуются в одинаковые по ти-
пу структуры – трафареты. Чтобы попасть в наи-
более стабильный трафарет, у шпинели, напри-
мер, более крупный Mg оказывается в тетраэдри-
ческом кислородном окружении, а более мелкий
Al – в октаэдрическом.

В настоящей работе рассмотрены только наи-
более симметричные трафареты кристаллических
структур, где роль симметрии, сокращающей ин-
формацию о структуре (т.е. объем информацион-
ной ячейки V*), очевидна. Но эта тенденция к по-
вышению стабильности за счет возможностей
симметризации (сокращение степеней свободы
материальных объектов структуры) присутствует
повсеместно, даже если при этом образуются де-
фекты [9, 11].

В качестве общих принципов организации
кристаллических структур до сих пор используют
правила Л. Полинга (1929 г.), учитывающие элек-
тростатические взаимодействия между атомами и
общие соображения о минимализации фрагмен-
тов структур. Собственно, к кристаллическому
состоянию относится только пятое правило По-

линга, требующее, чтобы количество различаю-
щихся структурных группировок в кристалле бы-
ло минимальным. Фактически, представленные
критерии V* и S констатируют степень выполне-
ния этого правила. Результаты кристаллографи-
ческого анализа структур показывают, что про-
цесс кардинального упорядочения конфигурации
атомов операциями симметрии, и в первую оче-
редь симметрии трансляционной, имеет принци-
пиальное значение. Сформулированный выше с
позиции статистической физики [15] механизм
образования этой симметрии открывает возмож-
ность количественных расчетов энергии кристал-
лических структур с привлечением математиче-
ского аппарата для упругих колебаний в конден-
сированных средах [8]. Таким видится
продолжение начатых Е.С. Федоровым исследо-
ваний царства кристаллов.
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