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Термодинамическими элементами гранной системы кристалла являются ретикулярные грани, раз-
деленные на две однородные группы: базисные – систематические в гранной системе, и дополни-
тельные, которые при росте кристалла сокращаются и исчезают. Дан анализ существующих методов
оценки равновесия гранной системы и граней кристалла. Показано, что условие равновесия Гиббса
для гранной системы, состоящей из базисных и дополнительных граней, не выполняется, оно спра-
ведливо лишь в случае базисного кристалла. Функциями интенсивных параметров гранной систе-
мы являются свободные координационные связи и температура. Давление не влияет на образова-
ние ретикулярных граней. Химические потенциалы компонентов кристалла инвариантны. Экстен-
сивными параметрами являются площади ретикулярных граней и энтропия. Выведена функция
вариантности гранной системы. Разложением внутренних интенсивных параметров по выделен-
ным группам граней получена расширенная форма условия Гиббса и показано, что базисные грани
не влияют на равновесие кристалла, они инвариантны. Равновесие гранной системы определяется
дополнительными гранями. Приведен пример расчета вариантности двух форм кристаллов циркона.
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ВВЕДЕНИЕ
Равновесие – особое состояние физико-хими-

ческой системы, при котором функция интен-
сивных параметров обращается в ноль. В фазовой
системе такой функцией является правило фаз
Гиббса. Гранная система также является физико-
химической системой. Она посредством своих
граней участвует в химических реакциях, может
расти и приходить в состояние равновесия. Но
эта система – особенная [1]. В ней химические
потенциалы компонентов инвариантны, так как
грани имеют идентичный состав, а функции
внутренних интенсивных параметров выполняют
свободные координационные связи. Однако для
гранной системы, представленной совокупно-
стью ретикулярных граней, не получено функ-
ции, подобной правилу фаз. Поэтому равновесие
кристалла оценивается различными методами:
методом Гиббса, геометрическим методом Кю-
ри–Вульфа, молекулярно-кинетическим мето-
дом и методом “цепей сильных связей”. В этих
методах используются различные параметры, хо-
тя равновесие конкретного кристалла при задан-
ных термодинамических параметрах единствен-
ное. Состояния равновесия гранной системы
констатируются качественно, оценки являются
точечными, тогда как кристалл может расти и из-

менять свою форму. Все это подтверждает несо-
вершенство упомянутых методов оценки равно-
весия. В настоящей работе анализируются пере-
численные выше методы и выводится правило
вариантности как термодинамический метод, ко-
личественно характеризующий состояния гран-
ной системы.

СТРУКТУРНЫЕ ТИПЫ ГРАНЕЙ

Равновесие кристалла есть равновесие его
ретикулярных граней. Это диктует их всесто-
ронний анализ. Первое в кристаллографии раз-
деление граней кристалла на типы было пред-
ложено Р.Ж. Гаюи [2]. Грани, которые появля-
ются и исчезают одновременно в огранке
кристалла, названы им идентичными. О. Браве [3]
называл эти грани “гранями одного рода” и счи-
тал законом симметрии обязательность образо-
вания всех граней одного рода. Грани, различа-
ющиеся порядком узлов в кристаллической
сетке, названы им ретикулярными. Браве, пред-
восхитив рентгеноструктурный анализ кристалли-
ческой структуры минералов, интуитивно ввел
понятие ретикулярной плотности, характеризу-
ющее число узлов в единице поверхности грани,
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положенное им в основу четырнадцати решеток,
носящих его имя [4].

Бинарная систематика граней Браве однород-
ная, так как ретикулярные грани различаются
лишь ретикулярными плотностями и ориенти-
ровкой в координатных осях. Эта систематика
вполне удовлетворяла потребности геометриче-
ской кристаллографии в терминологии гранных
форм и сохранилась до настоящего времени. Раз-
делял ретикулярные грани Дж.В. Гиббс [5], в его
условии равновесия (  = min при  = 0) пло-
щади Fi различных ретикулярных граней помече-
ны индексом i. Последующий анализ равновесия
и стабильности граней кристалла с точки зрения
молекулярно-кинетической теории потребовал
иного разделения граней на однородные группы.
Так, И.Н. Странский [6, 7] различал грани по сте-
пени их гладкости и связывал этот признак с раз-
ными структурными направлениями в кристал-
лической сетке, а его ученик Б. Хонигман [8] вы-
делил три группы граней: G-грани, или повторимо
растущие с зеркально гладкой поверхностью,
W-грани, или повторимо растущие с более или
менее ясно выраженной шероховатостью, V-грани,
или неправильно огрубленные, несовершенные.

Затем П. Хартман и У.Дж. Пердок [9] предло-
жили свою систематику граней. С учетом анализа
кристаллических сеток они приняли за основу то,
что огранка кристалла определяется цепями
сильных связей. Эффективный вектор такой це-
пи был назван “вектором цепи связи”, или РВС-
вектором. Грани кристалла ими разделены на три
группы: F-грани, параллельные двум РВС-векто-
рам; S-грани, параллельные лишь одному РВС-
вектору, и K-грани, не параллельные ни одному
РВС-вектору. Недостатком обоих способов раз-
деления граней является то, что они основаны на
морфологических и геометрических понятиях,
что делает невозможным придать таким граням
термодинамический смысл и рассматривать их
площади в качестве экстенсивных термодинами-
ческих параметров гранной системы.

Основным требованием к систематике должна
быть легкая диагностика типов граней и они
должны характеризоваться собственными парци-
альными свободными энергиями.

Принятая систематика ретикулярных граней.
В гранных системах униформными являются две
группы ретикулярных граней:

– базисные ретикулярные грани (b-грани),
– дополнительные ретикулярные грани (s-

грани).
Дополнительные ретикулярные грани, в свою

очередь, распадаются на две подгруппы:
– реберные ретикулярные грани;
– вершинные ретикулярные грани.

σ i iF v

Реберные грани проходят по системам парал-
лельных узловых рядов одинаковых индексов,
образованных отступающими (по Гаюи) рядами
элементарных ячеек, вершинные – по системам
вершин элементарных ячеек. Такое разделение
ретикулярных граней имеет важное значение, так
как отчасти раскрывает термодинамическую ин-
формацию богатого содержания.

Базисные ретикулярные грани (b-грани) – си-
стематические элементы гранной системы, обра-
зованные соответствующими гранями элементар-
ной ячейки {100} и имеющие те же миллеровские
индексы, что делает эту группу инвариантной в
границах устойчивости кристалла. Эти грани ха-
рактеризуются наибольшими ретикулярными
плотностями. Число b-граней в гранной системе
определяется сингонией. Простая гранная систе-
ма кристалла кубической сингонии характеризу-
ется одной ретикулярной гранью, хотя в гранной
форме возможны несколько идентичных граней,
например в некоторых кристаллах алмаза [10].
Такая гранная форма растет по трансляционно-
му/переносному механизму.

Базисная форма кристалла стабильна в грани-
цах устойчивости кристалла, характеризуется
трансляционной симметрией и растет с сохране-
нием индексов граней, т.е. выполняется перспек-
тивно-аффинное преобразование. Термодинами-
ческие свойства этих граней, из числа которых
основными являются наибольшие ретикулярные
плотности и, соответственно, наименьшие вели-
чины парциальной свободной энергии, делают
базисные гранные системы устойчивыми в гра-
ницах стабильности кристалла. В соответствии с
кинетическим уравнением Аррениуса, определя-
ющим зависимость коэффициента скорости хи-
мической реакции от температуры и аррениусов-
ской энергии активации, эти ретикулярные грани
характеризуются наименьшими в гранной систе-
ме скоростями роста.

Дополнительные ретикулярные грани (s-грани).
Это обширная группа ретикулярных граней, име-
ющих индексы простых форм {hk0} и {hkl}, плос-
кости которых ориентированы под различными
углами к базисным ретикулярным граням. До-
полнительные ретикулярные грани численно пе-
ременные в гранной системе. В процессе роста
кристалла их площади сокращаются и исчезают.
В.Н. Лодочников писал: “при росте кристаллов
более важные грани пожирают в процессе роста
менее важные, вследствие чего на крупных кри-
сталлах наблюдается меньшее число граней”
([11], стр. 744). Дополнительные ретикулярные
грани характеризуются меньшими относительно
базисных граней ретикулярными плотностями и,
соответственно, большими величинами парци-
альной свободной энергии. Поэтому согласно с
тем же уравнением Аррениуса эти грани характе-
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ризуются относительно базисных граней наи-
большими коэффициентами скоростей роста.
Важнейшим свойством этих граней является спо-
собность сокращаться и исчезать при росте кри-
сталла, что делает ретикулярные грани этой груп-
пы переменными элементами гранной системы.
В результате гранная система, состоящая из ба-
зисных и дополнительных ретикулярных граней,
при росте кристалла освобождается от дополни-
тельных граней и превращается в базисную гран-
ную систему. Следовательно, площади дополни-
тельных ретикулярных граней являются независи-
мыми термодинамическими параметрами.

Дополнительные ретикулярные грани ассоции-
руют с базисными гранями, и такие гранные систе-
мы являются гетерогенными, bs-гранными систе-
мами. Отметим, что bs-гранная система представле-
на двумя структурно различными ретикулярными
гранями, из которых b-ретикулярные грани базис-
ные, соответственно меньшими аррениусовскими
энергиями активации и скоростями роста, чем
определяется неравновесное состояние гетероген-
ной гранной системы кристалла.

Ретикулярные грани каждой из этих групп ве-
дут себя однородно при росте кристалла, именно
базисные ретикулярные грани могут только расти
или находиться в равновесии. Дополнительные
ретикулярные грани лишь сокращаются и исчеза-
ют. С исчезновением дополнительных ретику-
лярных граней остается b-кристалл.

Растворение разрушает гранную систему.
Структурно однородные грани превращаются в
однородную ксеноморфную поверхность с соб-
ственной величиной поверхностного натяжения.
Кристалл исчезает, превратившись в кристалли-
ческое тело с произвольной поверхностью, в ко-
тором визуально могут различаться прежние ре-
тикулярные грани как реликтовые формы гран-
ной поверхности.

ПРИНЯТЫЕ В ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ 
КРИСТАЛЛОГАФИИ МЕТОДЫ ОЦЕНКИ 

РАВНОВЕСИЯ КРИСТАЛЛОВ
В теории химических реакций равновесие –

основополагающее понятие состояния системы.
Не много можно сказать о состоянии физико-хи-
мической системы, не определив ее равновесия.
Теория равновесия гетерогенных фазовых систем
начинает свою историю с классической работы
Дж. В. Гиббса “О равновесии гетерогенных ве-
ществ” (1876–1878 гг.) [5] и основывается на вве-
денных им понятиях химических потенциалов
компонентов и выведенном правиле фаз, извест-
ном как правило фаз Гиббса. Правило фаз опре-
деляет вариантность фазовой системы и имеет
вид

(1)= + 2 – ,f k r

где f – число степеней свободы, k – число компо-
нентов в системе (внутренние интенсивные пара-
метры), 2 – число внешних интенсивных пара-
метров (Т + р), r – число действительных фаз
(внутренние интенсивные параметры), Т – абсо-
лютная температура, р – давление.

В функции (1) интенсивные параметры – не-
зависимые термодинамические переменные, лег-
ко определяемые, что делает количественное
установление вариантности фазовой системы
простым в приложении к конкретным системам.

Кристалл – иное образование. Это однород-
ное кристаллическое вещество, ограненное си-
стемой ретикулярных граней, характеризующих-
ся собственными ретикулярными плотностями и,
соответственно, собственными величинами пар-
циальных свободных энергий. Совокупность ре-
тикулярных граней представляет собой гранную
систему, в которой нет элементов симметрии,
кроме трансляционной/переносной симметрии.
Гранная система характеризуется набором соб-
ственных термодинамических параметров [1].
В химических реакциях кристалл взаимодейству-
ет со средой своими ретикулярными гранями. Та-
ким образом, ретикулярные грани являются ана-
логами фаз фазовой системы, а гранная система –
аналогом фазовой системы. Предложено не-
сколько методов оценки равновесия гранной си-
стемы. Рассмотрим эти методы.

Метод Гиббса – наиболее широко используе-
мый метод определения равновесия кристаллов.
Создав теорию гетерогенных фазовых систем,
Дж. В. Гиббс [5] в рамках этой теории не мог оста-
вить без рассмотрения проблему равновесия кри-
сталлов. Он осознавал, что кристалл, являясь
однородным кристаллическим веществом, не
представляет собой фазу, но является особой си-
стемой, термодинамическими экстенсивными
параметрами которой являются площади граней.
Поэтому равновесие кристалла Гиббс [5] рас-
смотрел в рамках капиллярной теории и вывел
условие равновесия кристалла, отличное от фазо-
вого равновесия:

(2)

где σi – поверхностное натяжение грани, Fi – пло-
щадь грани, V – объем кристалла.

Поверхностное натяжение является констан-
той каждой ретикулярной грани. Однако ретику-
лярные грани, площади которых учитываются
как экстенсивные параметры в условии равнове-
сия, записываются как формы одного рода. Сово-
купность ретикулярных граней гранной системы
представляется, таким образом, однородной. По-
этому Гиббсом не было получено функции вари-
антности кристалла, подобной его знаменитому
правилу фаз. Он указал лишь условие минимума
свободной поверхностной энергии как точечного

σ = = min при const,i iF V
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равновесного состояния гранной системы. Одна-
ко гранная система при заданных условиях взаи-
модействует с окружающей средой, при этом од-
ни ретикулярные грани могут лишь расти или на-
ходиться в равновесии, другие – сокращаться и
исчезать. Разное термодинамическое поведе-
ние ретикулярных граней гранной системы ха-
рактеризует ее как неоднородную/гетероген-
ную, и эта особенность Гиббсом не учитыва-
лась. Чтобы выяснить причину и влияние этой
особенности на равновесие гранной системы,
проведем тщательный анализ выделенных
групп ретикулярных граней.

В гранной системе все ретикулярные грани
имеют идентичный химический состав, но разли-
чаются кристаллическими сетками, т.е. структур-
но различны. Это позволяет рассматривать рети-
кулярные грани разной ретикулярной плотности
как аналоги полиморфных фаз [12], а их площади
– как экстенсивные параметры гранной системы.
Продолжая аналогии, нетрудно прийти к заклю-
чению, что термодинамическими аналогами ком-
понентов фазовой системы являются ненасыщен-
ные координационные связи ретикулярных граней,
каждая из которых характеризуется собственной
величиной парциальной свободной энергии или
поверхностным натяжением. Следовательно, в
гранной системе столько ненасыщенных коорди-
национных связей, сколько в ней ретикулярных
граней, и в условии равновесия Гиббса ничто не
противоречит однородности гранной системы.
Однородными представляются ретикулярные
грани в систематике О. Браве [3].

В действительности гранная система неод-
нородна (кроме кубических кристаллов), в ней
ретикулярные грани разделяются на базисные и
дополнительные. Грани каждой из этих групп
однородны. Гранная система, состоящая из со-
вокупности таких граней, гетерогенная, в ней
базисные ретикулярные грани инвариантны,
стабильны в границах устойчивости кристалла
и имеют наименьшие скорости роста. Являясь
систематическими, базисные грани появляют-
ся первыми при образовании кристалла, т.е. яв-
ляются первичными. Они обусловлены гранями
элементарной ячейки, соответствующей транс-
ляционной/переносной симметрии.

Дополнительные грани имеют иные милле-
ровские индексы {0hk}, {hkl}, характеризуются
наименьшими ретикулярными плотностями и,
соответственно, наибольшими парциальными
свободными энергиями и скоростями роста; при
росте кристалла они сокращаются и исчезают.
Поскольку наиболее устойчива система с наи-
меньшей величиной свободной энергии, любой
процесс, идущий с сокращением поверхности,
будет самопроизвольным [13], необратимым. Та-
ким образом, эти грани являются вариантными

элементами гранной системы, в которой могут
наступать, подобно фазовой системе, нон-, моно-
и дивариантные равновесия [14]. Эта важная осо-
бенность гранной системы не вытекает из усло-
вия равновесия Гиббса.

Разложим условие Гиббса (1) по группам рети-
кулярных граней:

(3)

где b и s – индексы базисных и дополнительных
граней соответственно.

В этой форме функция минимума свободной
энергии Гиббса представлена в виде суммы по-
верхностных энергий базисных и дополнитель-
ных ретикулярных граней:

–  – свободная энергия базисных рети-
кулярных граней;

–  – свободная энергия дополнитель-
ных ретикулярных граней.

В условии (3) базисные и дополнительные гра-
ни полярны в том отношении, что при росте кри-
сталла первые только растут или находятся в рав-
новесии, а вторые сокращаются и исчезают. Ско-
рости изменения площадей запишутся как

Так как базисные грани характеризуются наи-
большими ретикулярными плотностями относи-
тельно дополнительных граней и, соответствен-
но, наименьшими значениями парциальной сво-
бодной энергии, для bs-гранной системы всегда
выполняется условие

(4)
или в другой записи

(4a)
Неравенство (4), как и его аналог (4а), являет-

ся критерием необратимости самопроизвольного
изменения bs-гранной системы при росте кри-
сталла.

Пусть имеем кристалл с площадью базисных
граней Fb и площадями Fs1, Fs2, Fs3, Fs4 дополни-
тельных ретикулярных граней (рис. 1). Примем,
что в однородной среде площади изменяются по
линейному закону. Тогда

– для базисных граней

(5)
– для дополнительных граней

(6)

где  и  – соответственно площади базисных и
дополнительных граней в исходный момент вре-

σ + σ = =  min при const,b b s sF F V

σ b bF

σ s sF

= v ,/b bdF dt

= v/ .s sdF dt

>v v ,s b

>v v/ 1.s b

= + ϕ0 tg ;bj bj bjF F t

= ϕ0 – tg ,si si siF F t
0

bjF 0
siF
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мени. Из функций (5) и (6) дифференцированием
определяются скорости изменения площадей:

– для базисных граней

(5a)

– для дополнительных граней

(6a)
Соотношение (5а) показывает, что площади

базисных граней растут со скоростью  во
времени, так как  положителен в первом три-
гонометрическом квадранте. В соотношении (6а)
имеем иное. Здесь дополнительные грани изме-
няются со скоростью – . Это означает, что
(– ) – функция тригонометрическая, а не
просто число и находится во втором квадранте, о
чем свидетельствует знак минус. Наклон допол-
нительных граней в этом квадранте полярный от-
носительно наклона базисных граней. Следова-
тельно, если базисные грани, находясь в первом
квадранте, могут расти со временем, то дополни-
тельные грани второго квадранта могут лишь со-
кращаться в координате времени, при этом зна-
чение угла ϕsi остается неизменно положитель-
ным. Знаки “+” или “–“ перед тангенсом
указывают, что треки изменения площадей b- и s-
граней ориентированы противоположно друг от-
носительно друга. В данном случае это означает,
что, если грань с положительным тангенсом рас-
тет, то другая грань с отрицательным тангенсом
должна сокращаться, что демонстрирует рис. 1.
Величины скоростей остаются постоянными, по-
этому отношение (4а) всегда выполняется.

Треки, отражающие изменения площадей ба-
зисных и дополнительных граней во времени,
вследствие их полярности пересекаются, и это
осуществляется для разных дополнительных гра-
ней в разные моменты времени (рис. 1). Стили
изменения площадей этих граней определяются
разными знаками: базисных как систематически
растущих (знаки в (5а) положительны), дополни-
тельных как систематически сокращающихся и
исчезающих при росте (знаки в (6а) отрицатель-
ны), причем всегда выполняется условие  < ,
поэтому bs-гранная система с исчезновением s-
граней самопроизвольно и необратимо превра-
щается в b-гранную систему.

При точечной оценке по методу Гиббса (2)
функция  = min при V = const проявляется
как однородная, так как нет разделения граней на
группы. Кроме того, при V = const площади рети-
кулярных и дополнительных граней как функ-
ции (5) и (6) изменяются полярно. Одновремен-
ный независимый рост b-граней и сокращение
s-граней делают bs-гранную систему неравновес-
ной, и минимума свободной энергии гранной си-
стемы нет – условие равновесия Гиббса (2) не вы-

= = ϕv/ tg ,bj bj bjdF dt

= = ϕv/ – tg .si si sidF dt

ϕtg bj

ϕtg bj

ϕtg si

ϕtg si

vb vs

σ i iF

полняется. На это впервые обратил внимание
Н.Н. Шефталь [15], отметивший, что “уравнение
относится к равновесию, а кристалл в равновес-
ной форме все же вырастает” (стр. 36), но не дал
объяснения этому явлению. Теперь оно получе-
но.

Число базисных граней в кристалле постоян-
ное. Как инвариант гранной системы эти грани
сохраняют миллеровские индексы при росте кри-
сталла, т.е. характеризуются трансляционной/пе-
реносной симметрией. Число дополнительных
граней, наоборот, переменное. Эти грани сокра-
щаются и исчезают при росте кристалла, который
в итоге принимает базисную форму. Таким обра-
зом, bs-гранная система, состоящая из базисных
и дополнительных граней, неравновесная. При
росте кристалла она самопроизвольно и необра-
тимо преобразуется в b-гранную систему. Из
условия равновесия Гиббса (2) это не следует.

Если bs-гранная система эволюционирует не-
обратимо в направлении b-гранной системы, то
b-гранная система развивается иначе. Так как

Рис. 1. Схема изменения площадей базисных и до-
полнительных ретикулярных граней при росте кри-

сталла:  – исходные площади дополнительных гра-
ней; Fsi – текущие площади дополнительных граней;
(1, 2, 3) – точки равных площадей базисных и допол-

нительных граней;  – tsi – треки изменения площа-

дей дополнительных граней со временем;  – Fsi –
треки дополнительных площадей до исчезновения
предшествующей грани; Fsi – tsi – треки дополнитель-
ных площадей до исчезновения каждой грани;
штрихпунктирная линия – граница между гетероген-
ными bs-гранными системами необратимого (нерав-
новесного) состояния и b-гранными системами ква-
зистатического (равновесного) состояния;  – и

 – модули скорости сокращения дополнитель-
ных граней и модуль скорости роста базисных граней
соответственно.

Fs1
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Fs3
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миллеровские индексы базисных граней инвари-
антны, b-гранная система однородная и характе-
ризуется трансляционной/переносной симмет-
рией, оставаясь стабильной в границах устойчи-
вости кристалла. В этом единственном случае
условие равновесия Гиббса выполняется:

(7)

Равновесие b-гранной системы особенное.
Состояние, описываемое условием (7), обрати-
мое, квазистатическое, а соответствующее ему
равновесие называется квазистатическим равно-
весием [16]. Находясь в квазистатическом состоя-
нии, такой кристалл может обратимо расти до
крупных размеров, примером являются извест-
ные гигантские призматически-пирамидальные
кристаллы кварца [17]. Лишь для базисной гран-
ной системы, которая однородна, метод Гиббса
справедлив.

Геометрический метод. П. Кюри [18] рассмат-
ривал равновесие кристалла по существу методом
Гиббса. Аналогичным путем шел Г.В. Вульф [19],
придав этому методу известную геометрическую
интерпретацию, получившую практическое при-
менение и дальнейшее развитие [20, 21]. Идея
Вульфа состояла в простом представлении пар-
циальной свободной энергии граней векторами,
опущенными нормально к граням и исходящими
из одной точки внутри кристалла. Образуется
многогранник, который рассматривается равно-
весным. Модифицированным способом выбира-
ется так называемая примитивная ячейка Вигне-
ра–Зейтца [22], имеющая наименьший объем.
Равновесными являются лишь примитивные
ячейки, состоящие из базисных ретикулярных
граней. Если таким же путем построить много-
гранник bs-гранной системы, этот многогранник
будет неравновесным, а его форма – изменчивой
при росте. Таким образом, геометрический метод
не решает проблему равновесия, если кристалл
содержит базисные и дополнительные ретику-
лярные грани.

Молекулярно-кинетический метод. Проблема
равновесия кристалла может решаться также на
молекулярно-атомном уровне, в котором рас-
сматривается взаимодействие отдельной частицы
(атома, молекулы) среды с поверхностью грани
кристалла. Такой способ близок к первым стати-
стическим исследованиям, на узость которых
указывал Дж.В. Гиббс [5]. Молекулярно-кинети-
ческий метод был впервые изложен в работах
В. Косселя [23] и И.Н. Странского [6], исследо-
вавших равновесие грани расчетом энергии от-
рыва частицы от ее поверхности. Авторы полага-
ли, что, если свободная энергия частицы меньше
энергии отрыва, она прикрепляется к поверхно-
сти грани, занимая узел сетки ионного кристалла,
а если энергия больше энергии отрыва, частица

σ = = min при const.bi bi bF V

возвращается в свою среду. Авторы разрабатыва-
ли этот способ на примере лишь кубического
кристалла NaCl. Вместе с тем сложность приме-
нения метода возрастает с понижением симмет-
рии и с возрастанием сложности химического со-
става кристалла. К таким кристаллам, особенно к
силикатам, он практически неприложим. Б. Хо-
нигман [8], учитывая это, подчеркивал, что про-
блему роста и равновесия кристалла следует сво-
дить к условию равновесия Гиббса, которое, как
показано выше, выполняется лишь в b-кристал-
ле, что является тривиальным, так как простые
базисные кристаллы всегда равновесны.

Метод цепей сильных связей. Предложен П. Харт-
маном и У. Дж. Пердоком [9]. Авторы приняли за
основу, что гранная форма кристалла определяет-
ся цепями сильных связей, а эффективный период
каждого вида цепи связи рассматривается в каче-
стве вектора цепи связи, или РВС-вектора. Не-
смотря на сложности применения этого метода к
сложным кристаллам, ими сделан шаг вперед в
разделении ретикулярных граней на типы с помо-
щью РВС-векторов. Выделяются три группы гра-
ней кристалла:

– F-грани, или плоские грани, проходящие
параллельно двум РВС-векторам;

– S-грани, или ступенчатые грани, плоскости
которых параллельны только одному РВС-вектору;

– K-грани, или вершинные грани, плоскости
которых проходят по вершинам углов элементар-
ных ячеек и не параллельны ни одному РВС-век-
тору.

Присутствие этих граней в гранной системе за-
висит от сингонии кристалла. Например, в кри-
сталле кубической сингонии имеются лишь F-гра-
ни, в кристаллах средней категории добавляются
S-грани, в кристаллах низшей сингонии участву-
ют все три группы граней. Эта систематика гра-
ней однородна, так как она не предполагает раз-
деления ретикулярных граней на однородные
группы, поэтому невозможно охарактеризовать
состояние гранной системы сложных кристаллов.
Этот метод не решает противоречия, отмеченного
Н.Н. Шефталем [15].

ВАРИАНТНОСТЬ ГРАННОЙ 
СИСТЕМЫ КРИСТАЛЛА

Вариантность – термодинамическое понятие,
количественно характеризующее равновесие и
термодинамическую степень свободы физико-
химической системы. Для гранной системы вари-
антность представляет собой функцию равнове-
сия ретикулярных граней и гранной системы в
целом в зависимости от соотношения интенсив-
ных параметров. При заданном соотношении ин-
тенсивных параметров определяется конкретный
вид гранного равновесия. В основе метода вари-
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антности лежит понятие гранной системы, тер-
модинамическими элементами которой являют-
ся ретикулярные грани. При этом идентичные
грани являются образцами соответствующих ре-
тикулярных граней.

Внутренними интенсивными элементами
гранной системы являются некомпенсированные
координационные связи, которые определяют
поверхностные потенциалы ретикулярных граней
гранной системы. Мерой потенциалов ретикуляр-
ных граней является парциальная свободная по-
верхностная энергия. Каждая ретикулярная грань
характеризуется собственной величиной парци-
альной свободной энергии. Разложением гранной
системы на базисные и дополнительные ретику-
лярные грани констатирована инвариантность хи-
мических потенциалов компонентов, которые не
влияют на равновесие кристалла. Внешним ин-
тенсивным параметром в гранной системе явля-
ется температура, давление не влияет на образо-
вание граней. Внутренними экстенсивными па-
раметрами являются площади ретикулярных
граней. Экстенсивным параметром является так-
же энтропия ретикулярных граней. Эти парамет-
ры определяют стиль изменения граней разных
групп: базисные грани растут или находятся в со-
стоянии равновесия, дополнительные, напротив,
сокращаются и исчезают. Обратимся к выводу и
анализу вариантности гранной системы.

Гранная система любого кристалла характери-
зуется собственным максимальным числом рети-
кулярных граней (ψ), являющимся ее констан-
той. Такой многогранник назовем максимальным
многогранником. Число действительных ретику-
лярных граней кристалла Fi – величина перемен-
ная. Эти грани образуют действительный много-
гранник. Полная площадь поверхности гранной
системы кристалла

или в относительных величинах

(8)

где Fi – площадь ретикулярной грани, F – пло-
щадь гранной системы, gi – доля площади ретику-
лярной грани i в общей площади максимального
многогранника.

Из того факта, что ψ = const, для одной ретику-
лярной грани может быть задано (ψ – 1) значений
величины gi, так как равенство (8) – тождество.
Соответственно, для всей гранной системы, со-
стоящей из χ ретикулярных граней, получаем
(ψ – 1) χ. Однако не все из этих параметров могут
изменяться произвольно, так как в состоянии
равновесия часть граней связана между собой

ψ

=
=

1
i

i

F F

ψ ψ

= =
= = 

1 1

   1,i
i

i i

F g
F

уравнениями, которые задаются вполне опреде-
ленными соотношениями ретикулярных площа-
дей Fi/Fj. Для попарно связанных ретикулярных
граней может быть составлено (χ – 1) независи-
мых уравнений. Число таких уравнений для гран-
ной системы составит (χ – 1)ψ. Тогда число неза-
висимых переменных определится как

Обозначив левую часть этого выражения ин-
дексом ν, получим

(9)
Уравнение (9) содержит независимые пере-

менные, обусловленные внутренними интенсив-
ными (ψ) параметрами гранной системы. Так как
внешние параметры в это уравнение не входят,
гранная система в этом состоянии является за-
крытой. Чтобы придать (9) общую форму, необ-
ходимо учесть внешние интенсивные параметры.
Для гранной системы внешним параметром явля-
ется температура, давление не влияет на образо-
вание граней. Тогда полное число независимых
переменных гранной системы определится как

(10)
В соотношении (10) содержится ψ + l внешних

и внутренних интенсивных параметров гранной
системы и χ интенсивных параметров действи-
тельной гранной системы. Параметр ψ обуслов-
лен вариациями внутренних интенсивных пара-
метров. 1 – число независимых внешних интен-
сивных параметров, представленных в гранной
системе температурой, изменение которой обу-
словливает появление одной дополнительной ре-
тикулярной грани. В любой гранной системе та-
кая грань единственная, и она может быть назва-
на термической. Так как давление не влияет на
образование ретикулярных граней, оно в функ-
ции вариантности (10) не учитывается. Этим
функция (10) формально отличается от функции
правила фаз Гиббса (1), и это вполне очевидно,
поскольку в гранной системе ретикулярные гра-
ни являются аналогами фаз фазовой системы при
инвариантности давления. Например, в кристал-
ле кубической сингонии ретикулярная грань куба
влечет один интенсивный внутренний параметр.
Но допускается притупление вершин с образова-
нием октаэдрической ретикулярной грани. По-
следняя появляется не случайно, но обусловлена
вариацией температуры. Эта грань термическая,
дополнительная в гранной системе. Она сообща-
ет кубическому кристаллу дополнительно одну
степень свободы, и ее интенсивные параметры
должны учитываться в ψ и χ. Это показывает, что
в отличие от простого содержания функции пра-
вила фаз Гиббса, в гранной системе функция ва-
риантности несколько осложняется. Это есте-
ственно, так как гранная система специфическая,
не тождественная фазовой системе.

ψ χ χ ψ = ψ χ– 1 – – )1( ( –) .

ν = ψ χ– .

ν = ψ + χ1 – .
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Функция (10) определяет число независимых
интенсивных параметров, или степеней свободы
гранной системы, и может быть названа правилом
вариантности гранной системы кристалла, а сим-
вол ν – вариантностью. Тогда при равновесии ν =
= 0, из (10) следует

(11)

(12)

Равенство (11) учитывает вариацию внешнего
интенсивного параметра – температуры Т. Так,
например, в кубическом кристалле ψ = 1. При ва-
риации температуры происходит притупление
вершин куба октаэдрической гранью. Гранная
система становится кубо-октаэдрической с χ max = 2.

Равенство (12) определяет ψ как максимально
возможное в гранной системе данного кристалла
число ретикулярных граней, базисных и допол-
нительных, при условии замкнутости гранной си-
стемы (Т = const), в закрытой системе к гранной
системе добавляется термическая грань согласно
(11). Так как каждая ретикулярная грань несет
один интенсивный параметр, следовательно, лю-
бая гранная система характеризуется собствен-
ным максимальным числом (ψ) независимых ин-
тенсивных параметров и, соответственно, таким
же числом ретикулярных граней. Это число явля-
ется термодинамической константой кристалла.
Подчеркнем, что каждый интенсивный пара-
метр, входящий в уравнение (10), имеет собствен-
ного носителя, каковым является индивидуаль-
ная ретикулярная грань. Поэтому каково в гран-
ной системе максимальное число ретикулярных
граней ψ, столько же в ней внутренних интенсив-
ных параметров – парциальных свободных энер-
гий. Соответственно, сколько в кристалле ретику-
лярных граней, столько в действительной гранной
системе интенсивных внутренних параметров.
И это очевидно, так как каждая ретикулярная
грань является носителем собственного интенсив-
ного параметра. Не является исключением и тем-
пература, вариация которой порождает образова-
ние термической ретикулярной грани. Скажем
конкретнее, что каждый интенсивный параметр
гранной системы, а это ретикулярные грани, не-
сет интенсивный параметр собственной величины,
и никакого иного понимания быть не должно.

Функция (10) неоднородна, так как содержит в
качестве независимых переменных внутренние
интенсивные параметры, связанные с базисными
и дополнительными ретикулярными гранями, ве-
дущими себя диаметрально противоположно при
росте кристалла, что в явном виде не отражено.
Дж.В. Гиббсом [5] этот факт не учитывался, тем
самым допущена в предложенном им условии
равновесия неточность. Покажем это. Для этого
представим гетерогенную функцию (10) в виде

χ = ψ +max 1,

= χ = ψmax'при const .Т

однородных составляющих по независимым ин-
тенсивным параметрам базисных и дополнитель-
ных ретикулярных граней, соответственно, полу-
чаем

(13)

(14)

Функция (14) – источник обширного термо-
динамического содержания, чем не является
уравнение (10). Особый интерес представляет
случай, когда в гранной системе исчезают допол-
нительные ретикулярные грани, т.е. χs = ψs = 0.
Тогда из (14) получаем

(15)

Так как базисные грани инвариантны, т.е. ψb –
‒ χb = 0, из (15) следует

(16)

Таким образом, гранная система, состоящая
из базисных ретикулярных граней, равновесна
независимо от типа кристалла и его сингонии.
Такие кристаллы устойчивы в границах стабиль-
ности кристалла, следовательно, могут встречать-
ся в разных обстановках. Теперь понятно, почему
в кубической форме гранной системы появляется
одна степень свободы, обусловленная дополни-
тельной октаэдрической ретикулярной гранью,
так как всегда ψb = χb.

Базисные грани не влияют на вариантность
гранной системы, их можно назвать индиффе-
рентными. В этом случае функция (13) принимает
вид:

(16)

(17)

Дополнительные грани при росте кристалла
исчезают, поэтому bs-гранная система превраща-
ется в инвариантную b-гранную систему, состоя-
ние которой квазистатическое, обратимое. Такая
гранная система равновесна и содержит система-
тическое число ретикулярных граней, стабиль-
ных в границах устойчивости кристалла.

В качестве примера рассмотрим кристалл цир-
кона ZrSiO4. Циркон – акцессорный минерал
магматических и метаморфических пород. Син-
гония тетрагональная, вид симметрии дитетраго-
нально-дипирамидальный: L44L25PC. Распреде-
ление ретикулярных граней:

– базисные грани: {100} тетрагональной приз-
мы, {111} тетрагональной дипирамиды;

– дополнительные грани: {110} тетрагональной
призмы, {331} тетрагональной дипирамиды, {311}
дитетрагональной дипирамиды.

ν = ψ + ψ + χ + χ1( – ( ,) )b s b s

= = ψ + ψ χ + χ(при const ) )– ( .b s b sТ n

ν = ψ χ– .b b

ν = 0.

ν = ψ + χ1 – ,s s s

= ν = ψ χпри const – .s s sТ
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Для определения вариантности воспользуемся
соотношениями (13) и (14). Имеем ψ = ψb + ψs =
= (2+3) = 5. Наиболее обычные кристаллы цир-
кона представлены в двух формах:

– {100}, {111} и {110},

– {100} и {111},

Кристалл второй формы характеризуется бо-
лее высокой вариантностью. Оба кристалла не-
равновесные, и эта неравновесность определяет-
ся дополнительными гранями. Если дополни-
тельные грани исчезают, то для первого
кристалла ν = 1, ν' = 0, для второго – ν = 1, ν' = 0,
что и следовало ожидать.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Кристалл участвует в химических реакциях со-
вокупностью своих граней, может расти и прихо-
дить в состояние химического равновесия. Одна-
ко гранная система специфическая, ее состояние
отличается от состояния фазовой системы, но в
геометрической кристаллографии функции, по-
добной правилу фаз Гиббса, ранее не было полу-
чено. Критически проанализированы применяе-
мые для оценки равновесия кристалла методы,
основанные на разных принципах, которые, од-
нако, не удовлетворяют условиям равновесия.
Выведена функция вариантности, связывающая
внутренние и внешние интенсивные параметры
гранной системы. В основу ее анализа положено
разложение внутренних интенсивных парамет-
ров по группам базисных и дополнительных ре-
тикулярных граней. Эти группы граней в отноше-
нии свойств гетерогенны и полярны, но каждая
из групп однородная. Это определяет их стиль из-
менения гранной системы при росте кристалла.
Базисные грани – систематические в гранной си-
стеме любого кристалла. Они могут расти или на-
ходиться в равновесии при росте кристалла и яв-
ляются инвариантными в гранной системе. До-
полнительные грани, напротив, переменные; они
сокращаются и исчезают. Гранная система, со-
стоящая из базисных и дополнительных граней,
неравновесная, процессы ее изменения необра-
тимы. При росте кристалла она последовательно
освобождается от дополнительных граней и ста-
новится базисной гранной системой. Получен
критерий необратимости ( /  > 1) bs-гранной
системы кристалла. Базисная гранная система ха-
рактеризуется квазистатическим состоянием и

равновесна при разных условиях в границах
устойчивости кристалла.

Создан термодинамический метод оценки и
анализа состояния и равновесия гранной систе-
мы кристалла. Теперь геометрическая кристалло-
графия оснащена функцией термодинамической
вариантности и вправе рассматриваться как фи-
зическая дисциплина.
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