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В рамках теории функционала плотности выполнен расчет дисперсии фононов и спектра комбина-
ционного рассеяния света ферромагнитного кристалла PbMnBO4. Показано, что в точках Y, Z, Г и
вдоль направления X–S зоны Бриллюэна наблюдаются мнимые фононные ветви, что указывает на
неустойчивость структуры и возможный фазовый переход при изменении внешних воздействий,
таких как температура, давление. Определены формы колебаний и типы симметрии нормальных
мод кристалла в центре зоны Бриллюэна. Результаты расчета проанализированы в сравнении с экс-
периментальными и теоретическими спектрами из других работ. Показано, что самая высокоин-
тенсивная колебательная мода спектра 692.5 см–1 и мода 272.3 см–1, соответствующие эксперимен-
тальным модам 690.5 и 224.7 см–1, являются деформационными колебаниями атомов кислорода в
искаженных октаэдрах MnO6.
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ВВЕДЕНИЕ
Кристалл PbMnBO4 принадлежит семейству

ортоборатов PbMBO4 (M = Ga, Al, Fe, Cr, Mn) [1–3],
которое привлекает внимание исследователей в
течение двух последних десятилетий. Соедине-
ние PbGaBO4 обладает фотокаталитическими
свойствами [4–6]. Изучены различные физиче-
ские свойства кристалла PbFeBO4 [3, 7–12], наи-
более интересное из них – антиферромагнетизм.
Кристалл PbCrBO4 также является антиферро-
магнетиком [3, 7]. Представители семейства орто-
боратов в зависимости от сорта иона M могут
быть применены в спинтронике и в качестве фо-
токатализаторов.

Кристалл PbMnBO4 был впервые синтезиро-
ван группой Парка [3]. Были обнаружены маг-
нитные свойства [3, 13–15] этого материала. Ни-
же температуры Кюри (TC = 30.3 К) он является
сильно анизотропным ферромагнетиком. Значи-
тельные эффективные поля магнитной анизотро-
пии кристалла PbMnBO4 определяют чрезвычай-
но большую (для ферромагнетиков) энергетиче-
скую щель в спектре ферромагнитного резонанса
кристалла (112 ГГц при Т = 4.2 К) [14]. При нагре-

ве кристалла в отсутствие внешнего магнитного
поля заметный магнитный вклад в его теплоем-
кость сохраняется вплоть до температуры 60 К,
вдвое превышающей температуру Кюри TC.
Эти факты были объяснены цепочечным харак-
тером магнитной структуры кристалла PbMnBO4
[14]. Наряду с магнитными свойствами были ис-
следованы диэлектрические свойства кристалла
PbMnBO4 [13], спектры комбинационного рассе-
яния света (КРС) в области температур от 4 до
300 К и при приложении магнитного поля [16].

Уникальные свойства кристалла PbMnBO4
обусловлены особенностями его структуры. Ос-
новными фрагментами кристаллической струк-
туры являются линейные цепочки искаженных
октаэдров MnO6, соединенных ребрами (рис. 1).
В соответствии с кристаллической структурой
магнитные ионы марганца упорядочиваются
вдоль цепочек. Статический эффект Яна–Телле-
ра вызывает как сильную магнитную анизотро-
пию, так и образование ферромагнитной обмен-
ной связи в цепочках октаэдров MnO6 [14].

Параллельно с экспериментальным изучени-
ем кристалла был выполнен ряд теоретических
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исследований. Например, магнитные свойства
PbMnBO4 были исследованы при помощи теории
функционала электронной плотности (ТФП) [7].
Рассчитанные полевые зависимости намагничен-
ности и восприимчивости классического двух-
подрешеточного ферромагнетика были соотнесе-
ны с результатами магнитных измерений сильно
анизотропного ферромагнетика PbMnBO4 [17].
Был вычислен фононный спектр этого кристалла
в центре зоны Бриллюэна [18].

Экспериментальные температурные исследо-
вания спектров КРС этого кристалла показали,
что при низких температурах в них присутствуют
мягкие моды [16]. Такое поведение колебательно-
го спектра может указывать на неустойчивость
решетки. Происхождение этих неустойчивых мод
требует отдельного теоретического исследования.
Поэтому настоящая работа посвящена расчету и
изучению динамики решетки этого кристалла в фа-
зе Pnma. Особое внимание уделено расчету и интер-
претации спектра КРС кристалла PbMnBO4.

ПАРАМЕТРЫ РАСЧЕТА

Теоретический расчет выполнен в рамках ба-
зиса плоских волн, основанного на теории функ-
ционала плотности в программном пакете
CASTEP [19]. Базисы плоских волн – это наборы,
в которых базисные функции являются комбина-
циями гармонических функций. В основе ТФП
лежат отказ от использования волновой функции
при описании системы и использование для этой
цели функции электронной плотности. Тогда ре-

шается не уравнение Шрёдингера, а уравнения
Кона–Шэма [20, 21].

В качестве исходных данных (параметры ре-
шетки, позиции атомов) взяли эксперименталь-
ные данные [3]. Геометрия ячейки была оптими-
зирована путем минимизации полной энергии с
использованием алгоритма Бройдена–Флетчера–
Голдфарба–Шанно [22]. Выбрана энергия отсечки
Ecut-off 910 эВ и применена сетка Монкхроста–Пака
[23] 5 × 5 × 5 k-точек. Сходимость полной энергии
– 5.0 × 10–8 эВ/ат. Были использованы нормсохра-
няющие потенциалы для всех атомов. Рассмотре-
ны следующие валентные электроны: для B 2s2,
2p1, для Mn 3d5, 4s2, 3s2, для Pb 5s2, 5p6, 5d10, 6s2, 6p2,
для O 2s2, 2p4. При вычислениях оптимизирован-
ной геометрии, дисперсии фононов, спектра КРС
использовали функционал PBEsol (GGA) [24, 25],
наиболее подходящий для твердых тел. Этот
функционал включает в себя зависимость энер-
гии от электронной плотности и ее градиента.
В результате расчетов были найдены формы всех
колебательных мод в центре зоны Бриллюэна.
Структуру и колебания визуализировали с помо-
щью программы Jmol [26]. Изображение спек-
тров получено с использованием лицензионной
версии программы Origin 2023 [27].

ДИСПЕРСИЯ ФОНОНОВ
Параметры решетки и равновесные положе-

ния атомов в элементарной ячейке находили из
условия минимизации сил, действующих на ато-
мы (менее 10–2 эВ/Å), при самосогласованном
расчете полной энергии кристалла с точностью
менее 10–6 эВ. Расхождение рассчитанной энер-
гии составляло 1.65 × 10–7 эВ на ион, максималь-
ной силы – 7.13 × 10–3 эВ/Å, максимального сме-
щения – 3.13 × 10–4 Å, максимального давления –
3.01 × 10–3 ГПа. Минимуму зависимости полной
энергии кристалла от объема элементарной ячей-
ки соответствуют параметры ромбической ре-
шетки a = 5.86, b = 6.02, c = 8.49 Å. Эксперимен-
тальные данные, на основе которых был выпол-
нен расчет, следующие: aexp = 6.70, bexp = 5.94, cexp =
= 8.64 Å [2]. Рассчитанный параметр решетки a
отличается от экспериментального в пределах 13%.

В последующих вычислениях дисперсионный
фононный спектр и спектр КРС были получены
при использовании рассчитанных параметров ре-
шетки. Зона Бриллюэна ромбической фазы Pnma
показана на рис. 2. Она включает в себя высоко-
симметричные точки Г, Z, U, X, S, Y, T, R.

Дисперсия фононов кристалла и плотность
фононных состояний показаны на рис. 3. Наблю-
даются три группы ветвей, разделенных больши-
ми промежутками: ~120 см–1 между самыми низ-
кими по энергии группами и ~210 см–1 между вы-

Рис. 1. Структура PbMnBO4 в фазе Pnma.
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Рис. 2. Зона Бриллюэна фазы Pnma.
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Рис. 3. Дисперсия (а) и плотность (б) фононных состояний кристалла PbMnBO4 в фазе Pnma.

(a) (б)

200

400

600

800

1000

1200

0

�200

� Z U X S Y T R

(0
, 0

, 0
)

(0
, 0

, 1
/2

)

(1
/2

, 0
, 1

/2
)

(1
/2

, 0
, 0

)

(1
/2

, 1
/2

, 0
)

(0
, 1

/2
, 0

)

(0
, 1

/2
, 1

/2
)

(1
/2

, 1
/2

, 1
/2

)

�
, с

м
�1

сокими по энергии группами. Мнимые значения
энергии фононов, с которыми связана структур-

ная неустойчивость кристалла, обозначены на
рисунке отрицательными числами.
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В Г-точке (центр зоны Бриллюэна) наблюда-
ются две акустические неустойчивые моды B3u и
B2u с частотами 0.024i и 0.20i см–1 соответственно.
Формы колебаний этих неустойчивых мод пока-
заны на рис. 4а, 4б. Смещение всех атомов в од-
ном направлении характерно для акустических
мод (рис. 4а–4в).

В точке Z наблюдаются четыре неустойчивых
колебания (рис. 2). Две из этих четырех мод при
переходе в точку Г остаются слабо неустойчивы-
ми, третья – устойчивая акустическая мода B1u
(рис. 4в), а четвертая попадает в область выше ну-
ля с симметрией Au и частотой 54 см–1. Этой моде
соответствуют колебания атомов свинца и кисло-
рода (рис. 4г). Атомы марганца и бора не задей-
ствованы в этой колебательной моде.

Следующие неустойчивые точки фононных
ветвей наблюдаются между точками X и S – ли-
ния D (рис. 2). Между этими точками наиболее
неустойчива точка c частотой 110.35i см–1. Однако
самая неустойчивая, самая низкая по частоте во
всем фононном спектре – мода с частотой 189.47i
в точке Y. Наличие неустойчивых фононных мод
указывает на возможные структурные измене-
ния, а также на возможное наблюдение мягких
фононных мод в спектрах КРС при изменении
внешних параметров, таких как температура, давле-
ние. Поэтому наблюдаемые в экспериментальных
колебательных спектрах мягкие температурные мо-

ды могут быть связаны не только с магнитным упо-
рядочением, но и структурными изменениями.

ПРАВИЛА ОТБОРА
Для более подробного рассмотрения колеба-

тельного спектра в центре зоны Бриллюэна вы-
полнили симметрийный анализ. В элементарной
ячейке кристалла содержатся 28 атомов. Механи-
ческое представление содержит 84 моды. Из них
три акустические, 10 неактивных в процессах
ИК-поглощения и КРС, 36 активны в спектрах
КРС, 35 активны в процессах ИК-поглощения.
Подробно правила отбора представлены в табл. 1.
В частности, дана информация о механическом
представлении, активных представлениях в аку-
стическом и оптическом диапазонах, а также в
процессах КРС и ИК-поглощения в центре зоны
Бриллюэна.

Согласно этому анализу расчетная мода Au с
частотой 54 см–1 не наблюдается в спектрах КРС
и ИК-поглощения. Атом марганца занимает по-
зицию Уайкова 4а и согласно правилам отбора не
принимает участия в колебательных модах в
спектре КРС.

Поляризационные правила отбора показаны в
табл. 2. Их следует рассмотреть, поскольку ранее
был выполнен эксперимент с различной поляри-
зацией образца [16]. Настоящий расчет поможет
уточнить некоторые типы симметрии, показать,
каким колебаниям соответствуют некоторые мо-

Рис. 4. Форма низкочастотных колебаний кристалла PbMnBO4 в фазе Pnma в центре зоны Бриллюэна: а – В3u, б – B2u,
в – B1u, г – Au. Частоты мод колебаний с симметрией В3u и B2u согласно расчету очень близки к нулю. Мода B1u также
близка к нулю. Рассчитанная частота моды Au ~ 53.6 см–1.
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ды. Обозначение V в табл. 2 указывает на моды,
которые могут наблюдаться при такой геометрии
рассеяния. В первом и шестом столбцах дана экс-
периментальная конфигурация в обозначениях
Порто [28].

СПЕКТР КРС
Теоретический спектр КРС представлен на

рис. 5. Он находится в области от 50 до 1300 см–1,
и его можно разделить на четыре группы: высоко-
частотные от 1150 до 1300 см–1, затем от 900 до

Таблица 1. Атомы, позиции Уайкова, тензор КРС, правила отбора в кристалле PbMnBO4 в фазе Pnma

Атом Позиция Уайкова Механическое представление

Pb 4c 2Ag + Au + B1g + 2B1u + 2B2g + B2u + B3g + 2B3u

Mn 4a 3Au + 3B1u + 3B2u + 3B3u

B 4c 2Ag + Au + B1g + 2B1u + 2B2g + B2u + B3g + 2B3u

O 4c 2Ag + Au + B1g + 2B1u + 2B2g + B2u + B3g + 2B3u

O 8d 3Ag + 3Au + 3B1g + 3B1u + 3B2g + 3B2u + 3B3g + 3B3u

O 4c 2Ag + Au + B1g + 2B1u + 2B2g + B2u + B3g + 2B3u

Тензор КРС
Ag B1g B2g B3g

a d e
b d f

c e f

Правила отбора
M = 11Ag + 10Au + 7B1g + 14B1u + 11B2g + 10B2u + 7B3g + 14B3u

Γакуст = B1u + B2u + B3u

Γопт = 11Ag + 10Au + 7B1g + 13B1u + 11B2g + 9B2u + 7B3g + 13B3u

ΓИК = 13B1u + 9B2u + 13B3u

ΓКРС = 11Ag + 7B1g + 11B2g + 7B3g

Таблица 2. Поляризационные правила отбора для кристалла PbMnBO4 в фазе Pmna (точечная группа D2h)

Геометрия рассеяния “назад”, 180° Геометрия рассеяния 90°, правый угол

Ag B1g B2g B3g Ag B1g B2g B3g

–X(YY)X V X(YY)Z V
–X(YZ)X V X(YZ)Y V
–X(ZZ)X V X(ZZ)Y V
–Y(XX)Y V Y(XX)Z V
–Y(XZ)Y V Y(XY)X V
–Y(ZZ)Y V Y(XY)Z V
–Z(XX)Z V Y(XZ)X V
–Z(XY)Z V Y(ZZ)X V
–Z(YY)Z V Z(XX)Y V

Z(XY)X V
Z(XZ)X V
Z(XZ)Y V
Z(YY)X V
Z(YZ)X V
Z(YZ)Y V
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950 см–1, от 500 до 700 см–1, от 50 до 450 см–1. Не-
которые низкоинтенсивные колебания в спектре
не подписаны, но включены в сравнительную
табл. 3. В настоящей работе были определены
формы всех колебаний, но из-за ограничения
объема статьи представлены лишь несколько
наиболее интересных мод (рис. 6).

Самому низкочастотному расчетному колеба-
нию соответствует мода с параллельными колеба-
ниями атомов бора и кислорода в треугольниках
BO2, смещения атомов кислорода в октаэдрах
MnO6 и атомов свинца (рис. 6а). Следующая мода
колебаний 272 см–1 соответствует эксперимен-
тальной моде 224.7 см–1 (табл. 3). Она тщательно
исследована в эксперименте с понижением тем-
пературы и при приложении поля [16]. Фонон Ag

при 224.7 см–1 продемонстрировал в эксперимен-
те ярко выраженную связь между решеточной и
магнитной подсистемами, проявляющуюся как в
частоте, так и перенормировке тензора КРС ниже
критической температуры, а также как заметный
сдвиг в приложенном магнитном поле [16]. Со-
гласно расчету мода включает в себя смещения
атомов кислорода, искажающие октаэдры MnO6
(рис. 6б). Это подтверждает предположение о воз-
можном взаимодействии магнитного упорядоче-
ния и эффекта Яна–Теллера. Колебательная мо-
да 692.4 см–1 самая интенсивная в расчетном
спектре (рис. 5) и соответствует эксперименталь-

ной моде 690.5 см–1. Эта мода включает в себя ко-
лебания атомов кислорода в октаэдрах MnO6

(рис. 6в). Полносимметричное колебание 515 см–1

соответствует экспериментальному колебанию
526 см–1 (табл. 3). Эта мода содержит набор коле-
баний: ножничные колебания в BO3 и колебания
атомов кислорода в октаэдрах MnO6 (рис. 6г). Са-
мая высокочастотная мода 1258 см–1 соответству-
ет экспериментальной моде 1294 см–1. Она вклю-
чает в себя смещения атомов бора и валентные
колебания атомов кислорода в треугольниках BO3

(рис. 6д). Мода колебаний Ag при 1189 см–1 соот-
ветствует экспериментальной моде 1224 см–1.
Эта мода содержит валентные колебания – атомы
бора и кислорода движутся навстречу друг другу
(рис. 6е).

В табл. 3 приведены данные настоящей работы
по КРС, данные эксперимента [16] и результаты
расчета [18]. В [18] были проведены расчеты с по-
мощью программы CRYSTAL09 [29, 30] с исполь-
зованием гибридного метода Хартри–Фока и
ТФП [31]. В качестве базиса в этой программе ис-
пользуют не базисы плоских волн, а базис атомных
орбиталей, т.е. приближение, в котором орбиталь
кристалла – линейная комбинация атомных орби-
талей. Программа позволяет рассчитывать свой-
ства и электронные волновые функции периоди-
ческих систем.

Рис. 5. Спектр КРС кристалла PbMnBO4 в фазе Pnma, полученный с применением ТФП в базисе плоских волн. Ука-
заны типы симметрии и положения наиболее интенсивных мод.
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Таблица 3. Частоты, типы симметрии, формы колебаний

Настоящая работа (ТФП) 0 К плоские волны Эксперимент [7] 
78 К

Расчет [10] (ХФ–ТФП) 0 К 
молекулярные орбитали

Частота, 
см–1

Тип 
симметрии Форма колебаний

Частота, 
см–1

Тип 
симмет-

рии

Частота, 
см–1

Тип 
симмет-

рии
Форма колебаний

55.4 Ag O, B в ВO3, Pb смещения 49.4 Ag 52.1 Ag Pb–O
валентные

59.7 B3g Pb смещения O в BO2 
крутильные

60.4 B3g 63.6 B2g Pb–O–Pb
качания

73.2 Ag O, B в ВO3, Pb смещения 64.6 B1g 65.4 B1g O–Pb–O 
виляния

74.5 B1g Pb, B параллельные смещения
O в BO2 деформационные

90.8 B2g 91.4 B3g Pb–O
валентные

85.0 B2g Pb смещения 104.0 Ag 96.4 Ag Pb–O
валентные

90.5 B2g Pb смещения 108.6 B2g 106.9 B3g Pb–O
валентные

142.7 Ag B, O в BO3
параллельные смещения

144.3 Ag 159.9 Ag O–Pb–O 
ножничные

119.1 B3g B, O в BO3 смещения 185.6 B2g 187.7 B2g Pb–O–Mn
виляния

144.4 B1g O в BO2 крутильные 189.5 B3g Pb–O 
валентные

198.8 B2g O в MnO6 деформационные 186.7 B1g 198.2 B1g O–Pb–O 
качания

272.3 Ag O в MnO6 деформационные 224.7 Ag 213.9 Ag Pb–O 
валентные

248.1 B1g O в BO2 валентные 
ассиметричные B, O смещения

226.8 B2g Pb–O–Mn 
виляния

278.2 B2g BO деформационные 246.0 B2g 251.4 B3g O–Mn–O
крутильные

287.8 B3g BO3 деформационные 268.3 B1g 273.3 B1g O–Mn–O
виляния

314.1 B2g O в MnO2 валентные
симметричные, 
BO валентные симметричные

283.9 Ag 283.2 Ag Mn–O–Mn 
виляния

340.9 B1g BO3 деформационные 295.5 B3g 294.7 B2g O–Mn–O 
крутильные

344.0 B3g O–Mn–O крутильныеBO3 
деформационные

354.0 B2g 360.0 Ag Mn–O–Mn 
виляния

344.8 Ag MnO6 деформационные,
B смещения

355.0 B1g 360.1 B3g Mn–O
валентные

392.7 Ag MnO6 деформационные, 
BO2 деформационные

363.8 Ag 363.8 B1g Mn–O
валентные

406.7 B2g 425.5 B2g 426.7 B3g O–Mn–O 
крутильные

515.4 Ag BO валентные BO2 
ножничные MnO2 крутильные

526.2 Ag 524.9 Ag O–B–O
крутильные
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Правила отбора в настоящей работе и экспе-
риментальной [16] совпадают (табл. 1). Расчетные
частоты колебаний в табл. 3 близки к экспери-
ментальным, но типы колебаний не совпадают.
К сожалению, число экспериментальных колеба-
ний B3g и B2g не соответствует правилам отбора.
Дело в том, что в эксперименте [16] были выбра-
ны обозначения осей a, b, c и геометрия рассея-
ния света “назад” (180°). В результате ось a совпа-
дает с табличной осью y, а ось b – c осью x (табл. 2).
Это приводит к тому, что спектры колебаний B2g
и B3g перепутаны. К сожалению, в теоретической

работе [18] также количество мод B2g и B3g не соот-
ветствует правилам отбора.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Выполненный в рамках ТФП расчет динамики
решетки в высокосимметричных точках Г–Z–U–
X–S–Y–T–R показал, что фаза Pnma кристалла
PbMnBO4 неустойчива в точках Г, Z, Y и в направ-
лении D. Фононные ветви занимают область
вплоть до 1300 см–1. Три неустойчивые фононные
ветви в направлении Z–Г акустические, одна

Примечание. ХФ–ТФП – гибридный метод Хартри–Фока и ТФП.

551.2 B2g MnO6 деформационные, 
BO2 деформационные

531.2 B2g 543.1 B3g Mn–O–Mn
виляния

584.4 B3g BO3 деформационные 553.5 B3g 561.6 B2g O–B–O
ножничные

606.6 B1g BO3 деформационные 585.1 B1g 599.3 B1g O–B–O 
ножничные

615.5 B2g O–B–O ножничные 613.7 B2g 622.0 B3g O–B–O
ножничные

653.7 Ag O–B–O ножничные 624.8 Ag 633.0 Ag O–B–O
ножничные

673.9 Ag B смещения BO3 
деформационные

625.4 B1g 633.6 B1g O–B–O 
ножничные

685.1 B1g Параллельные 
смещения O в Pb–O

667.7 B3g 685.1 B2g O–B–O 
ножничные

692.4 B3g O в MnO6 690.5 Ag 694.4 Ag O–B–O
виляния

705.1 B2g Параллельные смещения O 728.8 B2g 732.0 B3g O–B–O
виляния

927.4 B2g BO3 валентные симметричные 915.2 B2g 934.0 B3g B–O валентные, 
симметричные

928.2 Ag O в BO3 валентные, 
симметричные

927.1 Ag 947.4 Ag B–O валентные, 
симметричные

1255.9 B1g O в BO2 валентные, 
асимметричные, смещения B

1136.7 B1g 1181.3 B1g B–O валентные, 
асимметричные

1181.1 B2g O, B в BO3 валентные, 
симметричные

1138.7 B3g 1183.3 B2g B–O валентные, 
асимметричные

1189.2 Ag O, B в BO3 валентные, 
симметричные

1224.0 Ag 1280.9 Ag B–O валентные, 
асимметричные

1258.0 B3g O в BO2 валентные, 
асимметричные, смещения B

1294.4 B2g 1371.3 B3g B–O валентные, 
асимметричные

Настоящая работа (ТФП) 0 К плоские волны Эксперимент [7] 
78 К

Расчет [10] (ХФ–ТФП) 0 К 
молекулярные орбитали

Частота, 
см–1

Тип 
симметрии Форма колебаний

Частота, 
см–1

Тип 
симмет-

рии

Частота, 
см–1

Тип 
симмет-

рии
Форма колебаний

Таблица 3. Окончание
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ветвь из точки Z переходит в колебание с симмет-
рией Au. Колебания такой симметрии не активны
в процессах КРС и ИК-поглощения по правилам
отбора.

Выполненный в рамках ТФП расчет спектра
КРС в фазе Pnma кристалла PbMnBO4 позволил
получить частоты колебаний, определить их тип
симметрии, формы колебаний. Данные расчета и
предыдущих экспериментальных исследований
согласуются. Принципиально важно определе-
ние формы колебания 272.3 см–1, которое соот-
ветствует экспериментальной моде 224.7 см–1.
Этой моде отвечают деформационные колебания
атомов кислорода в октаэдрах MnO6. Такая фор-
ма колебания подтверждает предположения о
возможном взаимодействии магнитного упоря-
дочения и эффекта Яна–Теллера.

Работа выполнена при финансовой поддержке
Российского фонда фундаментальных исследова-
ний (проект № 21-52-12018 ННИО_а).
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