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Исследуются вопросы расчета как стационарного, так и динамического диффузного 
двойного электрического слоя с учетом квантового фактора. Моделирование само-
согласованного поля квантовомеханического двойного электрического слоя осу-
ществляется на основе уравнения Шредингера и его модификации в форме Маде-
лунга. Приближенное решение уравнений квантовой механики и электрического 
поля осуществляется методом конечных разностей. Рассмотрен пример моделиро-
вания диффузного двойного электрического слоя для плазмы газа и криогенного 
раствора квантовых частиц. Исследовано влияние форм-фактора начального рас-
пределения плотности плазмы, температуры, микроскопических сил трения и пара-
метров вычислительного метода. 
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The article studies the problems of calculating both stationary and dynamic diffuse dou-
ble electric layer taking into account the quantum factor. The simulation of the self-
consistent field of the quantum mechanical double electric layer is carried out on the ba-
sis of the Schrödinger equation and its modification in the form of Madelung. The ap-
proximate solution of the equations of quantum mechanics and electric field is carried 
out by the finite difference method. An example of modeling a diffuse double electric 
layer for a gas plasma and a cryogenic solution of quantum particles is considered. The 
influence of the form factor of the initial distribution of plasma density, temperature, mi-
croscopic friction forces and the parameters of the computational method is studied. 
 
Key words: electrical double layer, quantum mechanics, Schrodinger equation, potential 
of Bohm, mathematical modeling. 



28  С.А. Некрасов, Д.Н. Черноиван 

Введение 
 Существуют три классических модели двойного электрического слоя 
(ДЭС): Гельмгольца, Гуи-Чапмена и Штерна [1-12]. Первая из них предпо-
лагает, что весь избыточный заряд равномерно распределен на фиксирован-
ном расстоянии (порядка радиуса молекулы воды) от границы раствора, так 
что ДЭС оказывается аналогичным обычному конденсатору. Данная теория 
не объясняет зависимость емкости от концентрации раствора и температу-
ры. Этот недостаток устранен в модели Гуи-Чапмена, в которой рассматри-
вается диффузный ДЭС, в котором распределены ионы раствора в соответ-
ствии с формулой Больцмана. Эта теория смогла объяснить уменьшение ем-
кости при разбавлении раствора, но оказалась хуже более простой модели 
Гельмгольца при расчете емкости ДЭС. Современная теория ДЭС основана 
на модели Штерна, являющейся обобщением двух первых моделей. В моде-
ли Штерна учтено явление специфической адсорбции ионов и предполагает-
ся, что ДЭС состоит из 2 частей: плотной и диффузной, условно разделенных 
внутренней и внешней плоскостями Гельмгольца (ВнПГ и ВшПГ, см. рис.1).  

 
 

Рис.1.  Строение ДЭС по Штерну. 
 

 Толщина плотного слоя, примыкающего к электроду, равна радиусу 
гидратированных ионов (3–4 Å), а его диэлектрическая проницаемость  ни-
же ε раствора из-за ориентации диполей растворителя под действием элек-
трического поля. Толщина диффузного слоя теоретически бесконечна. 
 Наряду с рассмотренными в классических моделях существует также 
множество прочих факторов, потенциально определяющих свойства ДЭС, 
например, квантовомеханические свойства носителей заряда. Интерес к 
данному фактору повышается в связи с интенсивными исследованиями в 
области квантовой гидродинамики [2], теорией сверхтекучести, криогенных 
свойств растворов изотопов гелия [3] и т.д. В [4] разработана нелинейная 
самосогласованная одномерная теория стационарного заряженного при-
электродного слоя в бесстолкновительной плазме, в которой одна из компо-
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нент (электронная) – квантово вырождена. Теория основана на газодинами-
ческом двухжидкостном описании плазмы, причем вырожденная компонен-
та удовлетворяет уравнению состояния холодного ферми-газа (в приближе-
нии Томаса–Ферми), а классическая компонента – уравнению состояния 
идеального классического газа (в изотермическом приближении). Для дан-
ной модели плазмы выведены обобщенный критерий Бома существования 
стационарного слоя, а также критерий формирования в слое структуры типа 
„двойной слой“. Рассмотрена аналогия теории стационарного слоя с нели-
нейной теорией ионно-звуковых волн в плазме того же состава. 
 В [1,4,5,11,12] рассмотрены классические ДЭС для конечного и беско-
нечного объемов раствора, а также ДЭС в потоке раствора при действии си-
лы Лоренца. Одним из новшеств современной электротехники являются су-
перконденсаторы, принцип работы которых основан на использовании ДЭС 
[10]. В [6] введено понятие квантовой емкости. Во многих работах, напри-
мер, [7], рассматривается влияние квантовых факторов на величину емкости 
ДЭС электролитов суперконденсаторов. Для моделирования используется 
метод функционала электронной плотности Кона-Шэма.  
 В данной статье рассматривается диффузный квантовый ДЭС, в кото-
ром одна или обе компоненты плазмы могут быть как вырожденными, так и 
нет и описываются уравнениями Шредингера, Шредингера-Ланжевена или 
их гидродинамическими эквивалентами в форме Маделунга. Особенностью 
исследования является детальный учет таких факторов, как температура и 
силы трения частиц квантовой плазмы, динамика формирования ДЭС. По-
лучены соотношения для емкости диффузной части квантового ДЭС. 
 

1. Математическая формулировка задачи и основные соотношения 
 Толщина ДЭС обычно много меньше его поперечных размеров, поэто-
му электрическое поле в нем предполагается плоскопараллельным. Рассмот-
рим ДЭС с двухкомпонентной плазмой раствора (квантового газа). Характе-
ристики диффузной области

 
ДЭС описываются одномерной краевой зада-

чей (КЗ) для электрического потенциала и волновой функции частиц плаз-
мы раствора или квантового газа (данная функция требуется для расчета 
концентраций ионов в плазме): 
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где x – абсцисса (расстояние от границы раствора), t – время,  – потенциал 
электрического поля, L – ширина слоя раствора,  – диэлектрическая посто-

янная раствора, С– концентрации положительных (индекс “+”) и отрица-
тельных (индекс “–”) свободных зарядов в растворе, q+– заряд катионов, q– – 
заряд анионов (в дальнейшем предполагаем, что ионы однозарядные, по-
этому q+= e, где e – абсолютная величина заряда электрона), m+ и m– – массы 
катионов и анионов,  1, , ,Nr t    r  – волновая функция системы в точке 

с координатами 1, ),( Nr r r   в определенный момент времени t,   – посто-

янная Планка, mn – масса n-й частицы,  1, , ,NV r r t  – внешняя по отноше-

нию к частицам потенциальная энергия системы в точке 1, ),( Nr r r   в 

момент времени t, 2
n  – квадрат оператора набла: 
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 Если плазма раствора (квантового газа) идеальная, то многочастичное 
уравнение Шредингера (2) приводится к системе двух одночастичных урав-
нений относительно волновых функций электронов и ионов: 
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 – количество частиц в объеме плазмы, знак * означает комплексное сопря-
жение. Начальные условия для уравнений (3) 

 0( ,0) ,( )x x     (5) 

 Краевые условия для волнового уравнения: как правило, условие не-
проницаемости для потока частиц квантовой плазмы на границе области 
формулируется в виде  

 0,   (0, ) ( , 0.)t L t      (6) 

 Соответствующее выражение находится при помощи анализа решения 
уравнения Шредингера, когда непроницаемая стенка моделируется беско-
нечным силовым барьером. 
 

2. Формулировка КЗ в терминах квантовой гидродинамики 
 Уравнения Шредингера (2), (3) приводятся к форме Маделунга (к сис-
теме уравнений квантовой гидродинамики) [2]:  
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v+ и v– – среднемассовые скорости перемещения ионов, p+ и p – газокинети-

ческое давление в плазме ионов: ,Bp C k T   Bk  – постоянная Больцмана, 

T – температура ионов, + и – – коэффициенты трения ионов с молекулами 
раствора или прочей среды, +  и – – квантовые потенциалы Бома идеаль-
ной плазмы ионов раствора [2]:  
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 При высокой концентрации ионов их плазма становится неидеальной, 
что потребует видоизменения квантового уравнения состояния. Соответст-
вующие коррективы требуется внести и при температурах вблизи абсолют-
ного нуля (ниже температуры Ферми F BT k  ), для которых имеют место 

известные соотношения для давления вырожденного ферми-газа:  
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g  – вырождение по спину, s  – спины частиц. 

 На границах раствора заданы условия непроницаемости: v+ = 0, v– = 0. 
 Начальное распределение величин  

 0 0, .С С v v     

 Для стационарного ДЭС / 0,   / 0.C t v t        В этом случае из 

уравнения (2) следует  
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среднемассовая скорость ионов удовлетворяет соотношению 
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Для статического ДЭС v+= 0, v–= 0. Предполагая, что на правой границе рас-
твора значения концентраций равновесные, получаем соотношение 
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С учетом обозначения 0ln( / ),w C С   соотношения (1) и (10) перепишут-

ся в виде, более удобном для численного решения: 
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(11) определяют КЗ для электрического потенциала. В (12) для нахождения 
концентраций не определено краевое условие, о котором см. в п. 5. 
 

3. Соотношения ДЭС при наличии тока 
 Предполагается, что заданы плотности токов эмиссии ионов с электро-

да (j+, j–) и из уравнения неразрывности следует соотношение: ,j q C v     
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  уравнения (10), (12) запишутся 

в виде 
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 Возможны другие варианты краевых условий (см. п.5), для которых 
вид (13) претерпит соответствующие непринципиальные изменения. 
 Если скорости дрейфа и трение относительно велики, то следует ис-
пользовать потенциал Бома для уравнения Шредингера-Ланжевена. 
 

4. Характерные размеры и емкость диффузной части квантового ДЭС 
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  является характерным размером клас-

сического ДЭС. Вычислим значение квантового аналога дебаевского радиу-
са. Для этого линеаризуем систему (11),(12) и положим температуру ионов 
равной нулю, в результате получим систему 
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После элементарных преобразований система двух связанных уравнений 
(14), (15) сводится к независимым уравнениям четвертого порядка: 
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где d0 – квантовый аналог радиуса Дебая:  
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последние два дифференциальных уравнения имеют ограниченные на бес-
конечности решения вида  
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где A,  – константы. При увеличении температуры масштабы ДЭС опреде-
ляют радиус Дебая и волновые параметры квантового газа 

 1 B2d m k T  .  

 Примечательное отличие квантового ДЭС – зависимость его характе-

ристик от массы ионов. При равновесной концентрации С0=1015 м–3 среднее 
расстояние между ионами равно около 10 мкм, а при наибольших значениях 

С+ порядка 1020 м–3 – около 0.2 мкм, что по порядку величины соответству-
ет дебаевскому радиусу и в несколько раз больше квантового радиуса ДЭС.  

 Емкость диффузной части квантового ДЭС. Рассмотрим случай, ко-
гда плотность распределения катионов приблизительно постоянная (равно-
весная). Соответствующие условия выполняются, например, если рассмат-
ривается ионная решетка твердого или жидкого проводника или полупро-
водника. Также данный случай имеет место для динамического ДЭС кван-
товой плазмы, когда катионы по причине большей массы много инерцион-
ней по сравнению с анионами (электронами). Тогда для произвольных зна-
чений температуры квантовой плазмы решение методом линеаризации сис-
темы (11)-(12) для анионов имеет вид 
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Удельная емкость ДЭС находится согласно определению и равна C   
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клC  – классическая емкость (для линеаризованной модели кл / 2C d  ). 

При уменьшении температуры дискриминант становится отрицательным, 
решение приобретает характер затухающих колебаний. Удельная емкость 
диффузной части квантового ДЭС для линеаризованной модели равна  
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Если температура ниже температуры Ферми, то электронный газ становится 
вырожденным. Последние соотношения остаются без изменений, но пара-
метры a и b принимают другие значения в соответствии с соотношениями 
для давления вырожденного ферми-газа:   
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 Емкость диффузной части квантового ДЭС достигает наибольшего зна-
чения maxC  при нулевой температуре (в отличие от классической емкости 

ДЭС, неограниченно возрастающей с уменьшением температуры). Вместе с 
тем в полученной формуле значение maxC  теоретически неограниченно при 

увеличении концентрации электронного газа, в то время как согласно из-

вестной теории значение квантовой емкости maxC  не должно зависеть от C0 

[6]. Здесь надо отметить, что в расчете не накладывались ограничения на 
плотность энергетических состояний двумерного электронного газа.  
 

5. КЗ квантового ДЭС с учетом газокинетической диффузии и трения 

 Сделаем замену 2ln( )w y  , тогда 2
0( ) [ ( )]C x C y x   и (11), (12) 

приводятся к системе, включающей стационарное уравнение Шредингера:  
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при краевых условиях:   
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В (17) выражение в скобках соответствует газокинетической энергии (пер-
вое слагаемое) и энергии электрического поля. Для вырожденного ферми-
газа (17) принимает вид 

 
7/3 2/3 2 2/32
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  (19) 

Соответствующая нестационарная КЗ для нелинейного уравнения Шредин-
гера-Ланжевена с учетом сил трения в плазме ионов 
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 0( ,0) ( ,  )  0 ,x x Lx        (22) 

где  – коэффициенты трения ионов с частицами окружающей среды.  
 Масса ионов относительно велика, поэтому их квантовые (волновые) 
свойства проявляются много меньше, чем у электронов. Поэтому в ряде случа-
ев можно считать, что распределение концентраций ионов подчиняется статис-

тике Больцмана и определяется по известной формуле: y Bexp( /2 )q k T  . 
Это же выражение является классическим пределом решения КЗ (16)-(18). 
 

6. Численный метод моделирования 
 Для решения системы уравнений квантового ДЭС применялся метод 
конечных разностей на основе разбиения области ДЭС на участки узлами 
сетки и замены искомых функций их сеточными аналогами: 
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Соответствующие (16)-(18) конечно-разностные соотношения имеют вид  
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 Система (23)-(24) решается итерационно. На первом этапе методом Зей-
деля делается несколько итераций для системы (23). Эффективным также 
является метод Гаусса. На втором этапе при помощи рекуррентных соот-
ношений в (24) вычисляется приближение к решению конечно-разностной 
задачи для концентраций. Итерации повторяются, пока два последующих 
приближения не совпадут с заданной точностью. Сходимость, как правило, 
улучшается в результате применения метода релаксации. 
 КЗ для уравнения Шредингера-Ланжевена решалась явным конечно-раз-
ностным методом первого порядка точности по времени и второго порядка 
по пространственной координате: 
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 При вычислениях с учетом газокинетических факторов часто эффекти-
вен переход к квантовому уравнению Гамильтона-Якоби.  
 

7. Результаты моделирования 
 7.1. Стационарный квантовый ДЭС. Рассматривается идеальная плаз-
ма ионов вблизи абсолютного нуля температур (510–5 К). Падение напря-
жения в ДЭС принято равным u=10–7 В. Равновесная концентрация ионов 
равна C0=1015 м–3 (температура Ферми TF=610–5 К). Ширина ДЭС равна 10d0 

(около 2 мкм). ДЭС разбивается по ширине на n=100 равных участков. При 
итерациях в качестве начального приближения принимается равновесное 
распределение ионов и линейное изменение потенциала в пределах ДЭС. 
Давление плазмы определяется по формуле вырожденного ферми-газа (см. 
п.2). Концентрация для катионов вычисляется согласно классической, а для 
анионов – квантовой теории. На рис.2 (слева) представлены графики в от-
носительных координатах для концентраций ионов C+, C– (графики номер 1 
и 2 соответственно) и потенциала (график номер 3) по ширине ДЭС. Здесь и 
далее на рисунках используются только относительные единицы. 
 Наибольшая концентрация катионов CK

max~10C0, а для анионов – 
CA

max~1.15C0. Напряженность электрического поля на левой границе ДЭС 
E0=–3.12 В/м. При x=4d0 суммарная энергия электронов составляет 79% от 
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их энергии в электрическом поле, а при x=d0 – 99%. Решение отличается от 
классического в 10-100 раз. 

  
Рис.2. Графики потенциала и концентраций ионов в ДЭС при T<TF. 

 

 На рис.2 (справа) даны аналогичные графики при ширине ДЭС, равной 
d0, n=100, u=10–2 В и постоянной равновесной концентрации катионов. Этот 
вариант соответствует, например, случаю квантового электронного газа внут-
ри металлической или ионной решетки. Наибольшая концентрация анионов 
CA

max~107C0. Напряженность электрического поля на левой границе ДЭС 
E0=1.7 МВ/м. При x=0 суммарная энергия электронов составляет практиче-
ски 100% от их энергии в электрическом поле, а при x=0.05d0 – 406%. Ре-
шение отличается от классического на два порядка. 
 При увеличении температуры решение меньше отличается от класси-
ческого. На рис.3 даны графики потенциала и концентраций ионов при ши-
рине ДЭС, равной d0~0.18мкм, n=100, u=10–2В, C0=1015м–3, T=5K (TF< 
<0.001K). Этот вариант соответствует, например, случаю межзвездной плаз-
мы. Результаты расчета: CA

max~107C0, CK
max~C0, E0~0.4 МВ/м. При x=0.1d0 

суммарная энергия электронов составляет практически 8% от его энергии в 
электрическом поле, а при x=0.5d0 отрицательна и равна около –3%. Реше-
ние отличается от классического на 5-10%. 
 

     7.2. Динамический квантовый ДЭС. Пример 1. Динамика формирова-
ния стационарного ДЭС отражена на рис.4. Предполагается, что в начальный 
момент электронно-позитронная плазма в объеме ДЭС электронейтральна, 
а ее температура близка к нулю. Результаты на рис.4 получены при ширине 
ДЭС, равной 10d0~1.8мкм, количество интервалов разбиения промежутка 
ДЭС n=25, напряжение u=10–5В, равновесная концентрация C0=1015м–3, шаг 
интегрирования по времени =510–14с, коэффициент трения частиц плазмы 



Моделирование квантового двойного электрического слоя 39 

 

=4.771010. Графики потенциала и плотности заряда в ДЭС выводились с 
шагом по времени 10–9с. Тот же характер динамики ДЭС имеет место для 
любой двухкомпонентной квантовой плазмы с катионами и анионами одина-
ковой массы (масштаб по времени изменится пропорционально массе ионов). 
Рассмотренный вариант, в принципе, соответствует одной из форм межзве-
здной плазмы, плазме ионов в криогенных растворах изотопов гелия и т.п. 

          
 

Рис.3. Графики концентраций ионов 
(1), (2) и потенциала (3) в ДЭС 
при T>TF . 

Рис.4. Графики потенциала (1) и плотности 
заряда (2) в ДЭС при T=0 K. 

 

  
 

Рис.5. Графики потенциала (1) и концентраций ионов (2), (3) (слева T=0K, 
справа T=0.1K).  
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       Пример 2. Рассматривается формирование стационарного ДЭС из элек-
тронного газа в среде с равномерно распределенной концентрацией одноза-
рядных ионов произвольной природы (металл или т.п.). Условия в основном 
те же, что и в примере 1. Параметры метода и результаты: n=20, =10–12с, 
CA

max~3.5C0, CK
max~C0, E0 ~ 14 В/м. Шаг вывода графиков на рис.5 (слева) 

равен 10–8 с. 
 Пример 3. Условия в основном те же, что и в примере 2, но ионная 
компонента распределена согласно классической статистике Максвелла-
Больцмана (рис.5, справа); T=0.1К, CA

max~ 4.8C0, C
К

max~C0, E0 ~ 22 В/м.  
 Пример 4. Условия в основном те же, что и в примере 3. Отличия: 
T=0.01 К, CA

max~ 6.3C0, C
К

max~C0, E0 ~ 32 В/м (рис.6, слева). 
 

     
 

Рис.6. Графики потенциала и (1) концентраций ионов (2), (3) в ДЭС 
(слева T=0.01K, справа T=10K). 

 

 Пример 5. А) Формирование стационарного ДЭС из электронного газа 
в среде с равномерно распределенной концентрацией однозарядных ионов 
(рис.6, справа) с температурой T=10 K. Результаты получены при ширине 
ДЭС, равной 2 мкм (d0 ~0.03 мкм, d1 ~0.15 мкм). Прочие параметры и ре-
зультаты: n=50, u=510–2 В, C0=1018 м–3, =10–15 с; трением в расчете пренеб-
регается; шаг вывода графиков 10–11 с; CA

max~34C0, CK
max~C0, E0 ~25 кВ/м. 

Данный вариант соответствует межзвездной плазме или плазме криогенных 
растворов. 
 Б) Условия в основном те же, что и в п.5А. Отличие: тяжелая ионная 
компонента распределена согласно классической статистике Максвелла-
Больцмана (температура 10 К). Графики даны на рис.7 слева. 
 В) Условия в основном те же, что и в п.5Б, но результаты на рис.7 
справа получены при ширине ДЭС, равной 2мкм (d0 ~0.03мкм, d1~0.15 мкм), 
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трением в расчете пренебрегается. Прочие параметры и результаты: n=50, 
u=510–2В, C0=1.51018м–3, =10–15с, CА

max ~ 39C0, C
K

max~ C0, E0 ~ 78 кВ/м.  

      
Рис.7. Графики потенциала (1) и концентраций ионов (2), (3) в ДЭС при T=10K. 

 

 Г) Условия в основном те же, что и в п.5В. Отличия: результаты на 
рис.8 получены при ширине ДЭС, равной 2мкм (d0~0.03мкм, d1 ~ 0.11мкм), 
C0=21018 м–3, CА

max ~ 40C0, C
K

max ~ C0, E0 ~ 100 кВ/м.  

 Пример 6. А) Плазма из протонов и электронов без учета газокинети-
ческого давления. Результаты на рис.9 (слева) получены при ширине ДЭС 
2 мкм (d0~0.18 мкм), n=25, u=10–5 В, C0=1015м–3, =510–14 с, =4.771010. Шаг 
вывода графиков 2.510–8 с. CА

max~3.7C0, C
К

max~1.09C0, E0 ~ 14 кВ/м.  
 Б) Плазма из электронов и позитронов с учетом газокинетического дав-
ления (T=50K). Параметры метода: n=100, u=10–5В, C0=1018м–3, =510–17с, 
=4.771010. Ширина ДЭС равна 1мкм. Шаг вывода графиков на рис.9 (спра-
ва) равен 10–11с.  

 
Рис.8. Графики потенциала (1) и концентраций ионов (2), (3) в ДЭС при T=10K. 
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Рис.9. Графики потенциала (1) и плотности заряда (2) в ДЭС для плазмы из 

электронов, протонов (слева) и позитронов (справа). 
 
Заключение 
 Осуществлено исследование модели квантового диффузного ДЭС. Его 
характеристики аналогичны классическому ДЭС, но имеют некоторые осо-
бенности (зависимость от массы ионов, несколько масштабов). 
 Для совершенствования и развития модели ДЭС целесообразно допол-
нительно учесть ряд факторов, в частности, межчастичные, в том числе спи-
новые взаимодействия и флуктуации полей в ДЭС, действие сил Лоренца, 
ограничения на плотность состояний квантового газа.  
 Представляет интерес совершенствование конечно-разностных мето-
дов решения уравнения Шредингера с учетом температурного и газодина-
мического факторов.  
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