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В работе исследуется стохастический метод генерации искусственных трехмерных, 
бездивергентных, однородных и изотропных полей скорости, основанный на ран-
домизированном спектральном методе. Анализируются статистические и спект-
ральные свойства турбулентных полей, построенных с помощью данного генера-
тора. Валидационный LES расчет, использующий полученные турбулентные поля 
в качестве начальных условий, демонстрирует хорошее совпадение результатов с 
экспериментальными данными.  
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In this study, a stochastic method for generation of artificial three-dimensional, diver-
gence-free, homogeneous and isotropic velocity fields is examined. The technique is 
based on the Randomized Spectral Method. The turbulent fields constructed by this gen-
erator are analyzed in the view of statistical and spectral properties. A LES-based compu-
tation which imposes the obtained turbulent fields as initial conditions is used for valida-
tion and exhibits a good agreement with the experimental data. 
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1. Введение 
 В настоящее время для проведения численного моделирования турбу-
лентных течений с высокими числами Рейнольдса всё чаще и чаще исполь-
зуются искусственно сгенерированные турбулентные поля, обладающие за-
данными статистическими и физическими характеристиками. Данное на-
правление начато в 1970 году Крайчнаном [1]. Высокая вычислительная 
стоимость DNS и LES расчетов существенно ограничивает их применение 
для расчета турбулентных течений возле сложных конфигураций в полной 
постановке. Это стимулирует использование синтетических турбулентных 
полей в качестве граничных условий для упрощенных конфигураций, 
включающих лишь чувствительные области потока, где необходима высо-
кая точность, свойственная вихреразрешающим методикам. Такой подход 
весьма актуален, например, в задачах аэроакустики [2–6]. Синтетически 
сгенерированные турбулентные поля могут использоваться также в качест-
ве начальных условий для верификации и валидации RANS/LES кодов [7], 
когда экспериментально известны свойства турбулентного течения на по-
следующие моменты времени. В последнее время повышенное внимание 
уделяется применению искусственно сгенерированных турбулентных полей 
в качестве входных нестационарных граничных условий при расчетах тур-
булентных течений гибридными RANS/LES подходами [8–10]. 
 Простейшим способом задания случайного турбулентного поля в каче-
стве входных граничных условий для области LES является использование 
«белого шума» [11]. Однако на практике это приводит к быстрому затуха-
нию сгенерированных пульсаций вниз по потоку. 
 В настоящий момент принято считать [10], что синтетическое турбу-
лентное поле на входной границе LES должно обладать следующим рядом 
свойств, которые известны о реальном физическом турбулентном поле. 
 Должна выполняться бездивергентность турбулентных пульсаций ско-
рости – как в несжимаемой жидкости, так и в газе при дозвуковом режиме 
обтекания. 
 Требуется совпадение статистических характеристик: одноточечных 
моментов 1-го, 2-го и 3-го порядков, двухточечных корреляций второго по-
рядка. 
 Должен воспроизводиться энергетический спектр турбулентности. 
 Нежелательно появление паразитных артефактов: нефизических аку-
стических волн или ложной периодичности хаотических полей. 
 Наконец, для практического использования важны простота и невысо-
кая вычислительная стоимость алгоритма, так как метод должен позволять 
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генерировать нестационарные реализации турбулентного поля “на лету” во 
время LES расчета. 
 В настоящей работе рассматриваются спектральные методы построе-
ния однородного изотропного синтетического турбулентного поля скоро-
сти. Изотропия и однородность понимаются здесь в смысле инвариантности 
статистических характеристик относительно поворота и переноса соответ-
ственно. 
 Идея построения однородного изотропного синтетического турбулент-
ного поля скорости на основе спектрального представления впервые встре-
чается в [1]. Автор предложил представить пульсации скорости в точке в 
виде суммы фурье-гармоник. Метод обеспечивал бездивергентность и изо-
тропию поля. Оставшиеся свободные параметры Крайчнан предлагал опре-
делять стохастически, на основе модельного энергетического спектра. В 
дальнейшем этот подход получил развитие в целом ряде работ [3, 7–9]. 
 Карвейт и др. [2] использовали комплексные моды с фиксированными 
волновыми числами, задавая амплитуды в соответствии с энергетическим 
спектром фон-Кармана Пао. В работе исследовалась, среди прочего, про-
блема низких волновых чисел, отвечающих энергонесущим масштабам 
турбулентности. Авторы предпочли располагать волновые числа с равным 
шагом по логарифмической шкале, отказавшись от стохастического выбора 
параметров, в силу небольшого числа используемых мод. 
 Необходимо заметить, что стохастический выбор параметров метода 
лучше соответствует природе турбулентности. Детерминированное задание 
параметров может привести, в частности, к возникновению нефизической 
периодичности и других паразитных артефактов. Тем не менее, в дальней-
шем именно подход с детерминированным выбором волновых чисел и/или 
амплитуд мод оказался наиболее распространенным [3, 7, 9, 12].  
 Одновременно с детерминистическими методиками развивался подход 
с полностью стохастическим выбором параметров, основанный на рандоми-
зированном спектральном методе (РСМ), предложенном в работах [13–15]. 
Для задач аэроакустики в [5, 6] был исследован метод генерации синтетиче-
ского двумерного гауссова изотропного турбулентного поля. Достоинством 
метода являлось хорошее воспроизведение заданных спектральных и кор-
реляционных характеристик турбулентности сгенерированными полями. 
 В настоящей работе данный стохастический спектральный метод прак-
тически реализован в трехмерном случае. Свойства турбулентных полей, 
сгенерированных с помощью предложенного метода, исследуются числен-
но. Анализируются статистические свойства, необходимые для использова-
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ния таких полей в качестве граничных условий. На основе полей скорости, 
полученных с помощью предложенного генератора, численно решалась за-
дача о затухании однородной изотропной турбулентности в кубе. Результа-
ты сравнивались с экспериментальными данными [16], которые широко ис-
пользуются для валидации подобных моделей. 
 

2. Описание метода 
 Рассмотрим формальное разложение поля скоростей на фоновую и 
пульсационную составляющие: 

 ( ) ( ) ( ). u x u x u x  

 Будем считать, что из расчета RANS известно осредненное поле скоро-
стей ( )u x , а также средние характеристики турбулентности, прежде всего 

кинетическая энергия турбулентности 2  и скорость ее диссипации . По-
мимо этого предположим, что нам известен энергетический спектр турбу-
лентности E(k) такой, что 

 
max max

min min

2 2( ) , 2 ( ) ,      
k k

k k

E k dk k E k dk       (1) 

где maxk  и mink  – максимальное и минимальное разрешимые волновые числа. 

 Поле турбулентных пульсаций скорости u(x) реализуется в виде сум-
мы гармоник, в случае трехмерной однородной изотропной турбулентности 
имеющей вид 

 
1

3
( ) ( )

2
.

N
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nN 

  u x u x  (2) 

Каждая гармоника представляется формулой 

 ( ) ( ) sin( ( )) cos( ( )) ,n n n n n n
n nk k     u x Q ω ξ ω x η ω x  (3) 

где , , , n n n
nk ω ξ η  – случайные числа и векторы. Матрица Q() размерности 

33 с элементами jl jl j lq     , где 1 2 3( , , )   ω  – единичный вектор, 

равномерно распределенный по сфере, обеспечивает бездивергентность 

поля скорости div 0n u . Два независимых случайных трехмерных вектора 
nξ  и nη  имеют стандартное гауссовское распределение N(0,1). Волновые 

числа min max[ , ]nk k k k   составляют набор независимых случайных вели-
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чин, распределенных c плотностью вероятности, определяемой энергети-

ческим спектром: 2( ) ( )/k E k   . 

 В качестве E(k) можно выбрать, например, модифицированный спектр 
Кармана-Пао из [9], задаваемый формулой 

 
4

cut2 17/6

( / )
( )

(1 ( / )
,

)
e

e

k k
E k A f f

k k



 

где ( )f k  и cut ( )f k  – эмпирические функции, отвечающие за стремление к 

нулю E(k) с приближением к колмогоровскому масштабу и минимально 
разрешимому на сетке масштабу, отвечающему maxk , соответственно. Так, 
функция ( )f k  имеет вид [16] 

  2exp (12 /( ) ,)f k k k    

где 1/4 3/42  k 
    . Параметры A и ek  могут определяться по заданным 2  

и  согласно формуле (1), по примеру [5]. В настоящей работе рассматри-
вался спектр Кармана-Пао с cut 1f  . Кроме того, в валидационных расчетах 

использовался табличный, известный из эксперимента [16], спектр. 
 В описанном методе построения турбулентного поля, в отличие от 
большинства спектральных методов [2–4,8,9], волновые числа и амплиту-
ды гармоник задаются стохастически. Наиболее близкий метод [12] привя-
зан к гауссову распределению волнового вектора и не позволяет строить 
поле по определенному энергетическому спектру. 
 Хотя зависимость от времени в данной работе не рассматривалась, она 
может быть добавлена так, как это делалось в [5] для двумерного варианта 
генератора турбулентных полей скорости, основанного на рандомизирован-
ном спектральном методе. 
 Поле, генерируемое предложенным методом РСМ, требует большого 
количества гармоник для корректного воспроизведения энергетического 
спектра E(k), поскольку точность стохастических методов теоретически не 
превышает O(N 1/2). Трудоемкость метода можно снизить, используя де-
композицию интервала волновых чисел min max[ , ]k k  на энергетически рав-

ные интервалы. При этом в каждом интервале происходит независимый вы-
бор волновых чисел. Как указано в [6], при разделении спектра на части 
моделирование спектра и разыгрывание случайных чисел становится менее 
трудоемкой задачей благодаря тому, что каждое случайное число с большей 
вероятностью попадет в область, принадлежащую спектру, за счет того, что 
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набор случайных выборок будет более равномерно представлять все участ-
ки спектра. Это позволяет повысить точность алгоритма при заданной вы-
числительной стоимости. 
 В связи с этим, наряду с описанным выше, авторами рассматривался 
метод с разбиениями, в котором интервал волновых чисел min max[ , ]k k  де-

лится на подинтервалы 1[ , ]n n nI k k  с равной энергией. В каждом интер-

вале In случайным образом выбиралось одинаковое количество волновых 
чисел. Таким образом, поле турбулентных скоростей записывается, вместо 
(2), в виде двойной суммы 

 
1 1

3
( )  ,    

2
) .(

GN M nm
G

n m
N MN

N  

   u x u x   (4) 

Отдельная гармоника строится так же, как в (3) 

    ( ) sin ( ) cos( ( )) ,nm nm nm nm nm nm
nm nmk k    

 
u x Q ω ξ ω x η ω x  (5) 

с единственной разницей, что волновые числа из каждой группы случайно 
распределены внутри своего интервала ( nm nk k I  ) c локальной плот-
ностью вероятности, соответствующей E(k). 
 

3. Анализ численных реализаций трехмерного турбулентного поля ско-
рости 
 Свойства описанного РСМ-генератора исследовались на примере ис-
кусственно сгенерированного однородного изотропного турбулентного поля 
в кубе с безразмерной стороной 2, на сетках 323 и 643 узлов. Для розыгры-
ша случайных величин применялся метод исключения Неймана; нормально 
распределённые величины моделировались по схеме Бокса-Мюллера. 

        
Рис.1. Сгенерированное поле скорости (слева) и Q-критерий (справа). 
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 Пример реализации поля скорости и поверхность уровня соответст-
вующего Q-критерия показаны на рис.1 для РСМ (2), (3) на сетке 323. На ри-
сунке поля скорости видно наличие разномасштабных турбулентных струк-
тур, которые обычно отсутствуют в полях, полученных с помощью наибо-
лее близкого метода [12]. Приведенный Q-критерий визуально соответству-
ет режиму развитой изотропной турбулентности.  

 3.1. Статистические моменты. Свойства турбулентного поля скоро-
стей характеризуются его одно- и двухточечными статистическими момен-
тами. Для оценки моментов вычислялось множество реализаций турбулент-
ного поля, строившегося на основе простого РСМ (2), (3) либо модифициро-

ванного РСМ (4), (5): ( )s u u . Затем для искомой величины (x) проводи-
лось осреднение по классической формуле 

 ( )

1

1
( ) ( ).

s

s

N
s

N
ssN 

  x x  

 В [17] авторами исследовались одноточечные моменты 1-го, 2-го и 3-го 
порядков. Показана сходимость средних значений трех компонент скорости 

 xu ,  yu ,  zu , их квадратов  2
xu ,  2

yu ,  2
zu  и кубов  3

xu ,  3
yu ,  3

zu  по 

числу реализаций к их теоретическим значениям, определяемым соотноше-
ниями: 

 22
0,    ,   0.

3j j l jl i j lu u u u u u      

 Ключевую роль в описании свойств турбулентности играет тензор 
двухточечных корреляций скоростей, составленный из моментов второго 
порядка. В изотропном случае компоненты тензора полностью определяют-
ся продольной и поперечной корреляционными функциями Кармана-Ховар-
та [18], в декартовых координатах задаваемыми, соответственно, как 

 
2

( ,0,0) (0,0,0)
( )

(0,0,0)

x x

x

u r u
f r

u
     и    

2

( ,0,0) (0,0,0)
( )

(0,0,0)
.y y

y

u r u
g r

u
  

 На рис.2 приведены зависимости этих величин от номера узла (рас-
стояния r) для 5000 реализаций поля, полученных простым РСМ (2), (3). 
Расчетные данные сравниваются с теоретическими формулами: в трехмер-
ном случае изотропной турбулентности продольная и поперечная корреля-
ционные функции имеют вид 
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f r E k kr kr kr dk
k r

g r E k k r kr kr kr dk
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Рис.2. Продольная и поперечная корреляционные функции Кармана-Ховарта. 

 

 Корреляции – как теоретические, так и расчетные – по определению 
обращаются в единицу при r = 0. Далее наблюдается хорошее воспроизве-
дение формы пиков, обеспечивающее совпадение тейлоровских масштабов 
турбулентности, обеих функций вблизи нуля и незначительные случайные 
отклонения расчетных функций от теоретических c ростом r. 
 Изложенные результаты показывают, что рассматриваемый метод кор-
ректен с точки зрения сходимости к корреляционным функциям, хотя высо-
кая точность достигается при большом количестве испытаний. Использова-
ние модифицированного РСМ позволяет ускорить сходимость по числу 
реализаций турбулентного поля. 
 Для однородной турбулентности вводятся интегралы корреляционных 
функций по расстоянию: 

 
0 0

( ) ,       ( ) .f gI f r dr I g r dr
 

    

Согласно теории, отношение этих интегралов / 2f gI I  . На рис.3 показана 

зависимость указанной величины от числа реализаций модифицированного 
РСМ для 1000 гармоник с разбиением на 100 групп. Видно, что теоретиче-
ское значение воспроизводится с хорошей точностью начиная с 1000 реали-
заций. 
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Рис.3. Отношение интегралов продольной и поперечной корреляционных функций. 

 

 3.3. Энергетический спектр. Синтетическое поле скоростей строится 
в согласии с заданной спектральной плотностью турбулентной энергии 
E(k). Оценим, насколько энергетические спектры, получаемые по результа-
там численных реализаций, близки к исходному спектру. 
 На рис.4 приведены энергетические спектры турбулентных полей ско-
рости, сгенерированных на сетке 323 с использованием N=1000 гармоник на 
основе спектрального метода из [7] и рандомизированного спектрального 
метода с разбиением на 100 групп из настоящей работы. Видно, что в инер-
ционном интервале оба численных спектра очень близки к исходному спек-
тру Кармана-Пао, отмеченному черной линией. В энергонесущем диапазо-
не, вблизи максимума плотности, два численных спектра, будучи похожи 
друг на друга, заметно отличаются от кривой Кармана-Пао. Это связано, по-
видимому, с систематической ошибкой дискретного преобразования Фурье 
на низких волновых числах. Заметим, что аналогичное отклонение присут-
ствует и у других авторов, исследовавших СМ на примере данного теста [7].  
 Модифицированный РСМ воспроизводит энергетический спектр луч-
ше, чем простейший, при одинаковом числе гармоник. Это видно на рис.5, 
где два поля скорости генерировались на сетке 323 для N=1000 гармоник 
без разбиения волновых чисел на группы и с использованием 100 групп. 
Преимущества разбиения проявляются как в энергонесущем диапазоне, так 
и особенно на высоких гармониках. 
 



58 А.В. Александров, Л.В. Дородницын, А.П. Дубень 

   
Рис.4. Энергетический спектр полей, 
            полученных на основе РСМ 
            и метода [7]. 

Рис.5. Энергетический спектр полей, 
полученных на основе простого 
и модифицированного РСМ. 

 

 
Рис.6. Энергетический спектр полей, полученных на основе РСМ на сетках 323 и 643 узлов. 
 

 На рис.6 приведены энергетические спектры турбулентных полей ско-
рости, сгенерированных рандомизированным спектральным методом без 
разбиения (2),(3) с использованием 10000 гармоник, на двух сетках: 323 и 
643 узлов – в сравнении со спектром Кармана-Пао. Видно, что в диапазоне 
инерционного интервала, разрешаемого на сетке 643 и не разрешаемого на 
сетке 323, соответствие исходному спектру очень хорошее, а в остальной 
области различие между двумя сеточными реализациями минимально.  
 Энергетический спектр, очевидно, воспроизводится тем лучше, чем 
большее количество гармоник участвует в поле, сгенерированном рандоми-
зированным спектральным методом. Этот факт подтверждают расчеты [17], 
где применялся простой вариант РСМ и бралось до 10000 гармоник. Моди-
фицированный РСМ, как показали дальнейшие тесты, сходится быстрее. 
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4. Валидационный расчет 
 Одним из широко используемых тестов для валидации вихреразре-
шающих вычислительных алгоритмов, реализующих тот или иной LES 
подход, является классическая задача о затухании однородной изотропной 
турбулентности, экспериментально исследованная в [16]. 
 Описанный выше генератор использовался для задания начального 
турбулентного поля в виде распределения трех компонент вектора скорости, 
которое строилось по экспериментальному энергетическому спектру на не-
кий момент времени. Далее проводился расчет эволюции данного распреде-
ления методом LES с подсеточной моделью Смагоринского [19] на основе 
уравнений динамики идеального газа. При низких скоростях не ожидается 
существенного отличия поведения среды от случая несжимаемой жидкости. 

 
Рис.7. Энергетические спектры поля скорости задачи о затухании однородной изотроп-

ной турбулентности (CBC – экспериментальные, RSM – расчетные данные) на 
три момента времени. 

 

 Для проведения расчета использовался вычислительный алгоритм, реа-
лизованный в программном комплексе NOISEtte [20], неоднократно валиди-
рованный [21, 22] применительно к вихреразрешающему моделированию. 
Расчетная область представляет собой куб со сторонами 222. На всех 
гранях ставились условия периодичности. Расчеты велись на равномерной 
изотропной сетке с шагом 2/32. Число Рейнольдса, рассчитанное по соот-
ветствующей экспериментальной высоте канала, взятой в качестве харак-
терного размера, и по скоростному масштабу, рассчитанному из кинетиче-
ской энергии турбулентности удельного объёма, составляло Re=1620. 
 Для проведения расчета использовалась центрально-разностная схема 
повышенной точности для аппроксимации конвективных потоков и 4-х ста-
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дийная явная схема Рунге-Кутты для интегрирования по времени. Макси-
мальное число Куранта во всей области не превышало 0.9. 
 Энергетические спектры строились на начальный и два последующих 
момента времени, соответствующих эксперименту из [16]. На рис.7 приве-
дено сравнение расчетных и экспериментальных (CBC) данных. Видно, что 
начальное распределение (на момент времени t0), сгенерированное с помо-
щью предложенного в настоящей работе метода, достаточно близко соот-
ветствует эксперименту. Значительная погрешность наблюдается лишь для 
третьей гармоники (k=3) и связана, по всей видимости, с ошибкой трехмер-
ного дискретного преобразования Фурье на низких модах. 
 В процессе эволюции начального распределения, на моменты времени 
t1 и t2 расчетные спектры остаются достаточно близкими к эксперименталь-
ным на большей части инерционного интервала (начиная от k=6); превы-
шение относительно эталонного значения наблюдается при k=4, 5. 
 На основании представленных результатов можно говорить о том, что 
предложенная в статье методика позволяет генерировать нестационарные 
изотропные турбулентные поля, имеющие характеристики, которые более 
чем приемлемо совпадают с соответствующими экспериментальными зна-
чениями, сопоставимые аналогичным данным расчетов других авторов [7]. 
 

5. Заключение 
 Проведенные численные исследования свойств трехмерных изотроп-
ных турбулентных полей скорости, построенных на основе предложенного 
генератора, демонстрируют хорошее совпадение статистических характери-
стик как с теоретическими, так и с экспериментальными данными. Поэтому 
данный генератор, полученный обобщением на трехмерный случай РСМ 
метода из [5, 6], может стать базой для дальнейшего использования полей, 
полученных на его основе, при задании нестационарных входных гранич-
ных условий для LES расчетов.  
 Дальнейшее развитие предложенного способа генерации синтетиче-
ских турбулентных полей скорости может заключаться в его адаптации к 
анизотропному случаю, что было бы актуальным для большинства инже-
нерных задач. В ряде работ синтетическое анизотропное поле приводится к 
изотропному виду и обратно путем масштабирования тензора рейнольдсо-
вых напряжений [12] либо его разложения Холецкого [8, 9]. Обе методики 
полностью совместимы с настоящей технологией РСМ. 
 Еще одно направление развития может заключаться в разработке гиб-
ридного РСМ-СМ подхода, при котором детерминированный спектральный 
метод будет использоваться для построения энергонесущих гармоник, а мо-
ды из инерционного интервала будут строиться на основе РСМ метода. 
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