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Предложена математическая модель неравновесной кристаллизации бинарного 
сплава алюминия (Al-Si) с модифицирующими тугоплавкими наноразмерными час-
тицами, которые являются центрами зарождения кристаллической фазы. Модель 
описывает термодинамические процессы, а также гетерогенное зародышеобразова-
ние и кристаллизацию -компоненты и -компоненты расплава. Зарождение кри-
сталлической фазы происходит на поверхности нанозатравок при переохлаждении 
расплава. Температура ликвидуса в расплаве зависит от концентрации растворен-
ного легирующего компонента, которая определяется из уравнения неравновесного 
рычага. При охлаждении металла до температуры эвтектики происходит крис-
таллизация -компоненты сплава, а при дальнейшем охлаждении – эвтектическая 
кристаллизация -компоненты. Скорость роста кристаллической фазы пропорцио-
нальна переохлаждению. Объем твердой фазы, сформировавшейся вокруг зароды-
ша характеризует размер зеренной структуры в затвердевшем сплаве. Проведено 
численное моделирование затвердевания расплава в цилиндрической форме. Пара-
метры теплообмена системы расплав-форма с окружающей средой определены в 
результате экспериментов. Рассмотрены особенности кинетики гетерогенного за-
родышеобразования и кристаллизации остывающего расплава. Определено, что 
условия зародышеобразования, темп кристаллизации, переохлаждение и время за-
твердевания существенно различаются внутри отливки. Согласно полученным ре-
зультатам установлено, что по мере охлаждения расплава имеет место объемно-по-
следовательная кристаллизация металла. Область с наиболее мелкой структурой 
застывшего металла находится вблизи стенки формы. Оценка размеров зеренной 
структуры в отливке согласуется с результатами экспериментов. Достоверность 
предложенной модели подтверждена сравнением результатов численного расчета с 
данными физического эксперимента по измерению температуры при затвердева-
нии расплава и изучении свойств отливки. 
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A mathematical model of nonequilibrium crystallization of a binary aluminum alloy (Al-
Si) with modifying refractory nanosized particles, which are the centers of nucleation of 
the crystalline phase, is proposed. The model describes thermodynamic processes, as 
well as heterogeneous nucleation and crystallization of -component and -component 
of the melt. The nucleation of the crystalline phase occurs on the surface of the 
nanoparticles during the supercooling of the melt. The liquidus temperature in the melt 
depends on the concentration of the dissolved alloying component, which is determined 
from the non-equilibrium lever equation. When the metal is cooled down to eutectic tem-
perature, the crystallization of the alloy -component takes place, followed by crystalliza-

tion of the component if the cooling continues. The growth rate of the crystal phase is pro-
portional to the supercooling. The volume of the solid phase formed around the nucleus 
determines the size of the grain structure in the solidified alloy. Numerical simulation of 
melt solidification in cylindrical mold is carried out. The parameters of heat exchange of 
the melt-mold system with the environment are determined in experiments. The features 
of the heterogeneous nucleation and crystallization kinetics during the melt cooling are 
considered. It is determined that the conditions of nucleation, crystallization rate, super-
cooling and solidification time differ significantly within the cast. According to the re-
sults obtained, it is found out that as the melt cools, there is a volume-sequential crystal-
lization of the metal. The area with the finest structure of the solidified metal is located 
near the wall of the mold. The estimation of the grain structure size in the cast is consis-
tent with the experimental results. The reliability of the proposed model is confirmed by 
comparing the results of numerical calculation with the data of a physical experiment on 
measuring the temperature during solidification of the melt and studying the properties of 
the cast. 
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1. Введение 
 Сплавы алюминия (Al-Si) находят широкое применение в автомобиль-
ной и воздушно-космических отраслях, обладая превосходными механиче-
скими и физическими свойствами. Однако в настоящее время существуют 
задачи повышения прочности, уменьшения дефектов и улучшения других 
свойств отливок алюминия. Эти проблемы могут быть решены измельчени-
ем структуры затвердевшего металла при добавлении в расплав нанораз-
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мерных тугоплавких частиц. В качестве модификаторов используются 
предварительно подготовленные частицы (TiN, TiC, AlN и др.), которые по-
зволяют при относительно малой массовой доле в расплаве, не более 0.1%, 
увеличить количество центров кристаллизации [1, 2]. На частицах может 
происходить гетерогенное зародышеобразование, зависящее от размеров, 
формы и смачиваемости их поверхности, а также согласованности их атом-
ных решеток с материалом зародыша [3-5].  
 Существует значительное количество работ, посвященных эксперимен-
тальным и теоретическим исследованиям по формированию заданной струк-
туры литых металлов и сплавов, например, [6-10]. Технология обработки ме-
таллов и сплавов наноразмерными тугоплавкими химическими соединения-
ми в литейном производстве изложена в [11,12]. Ряд публикаций посвящен 
исследованиям влияния наноразмерных тугоплавких частиц в сплавах алю-
миния на его характеристики [2,13-16]. Экспериментально подтверждено 
уменьшение среднего размера зерна в слитке, приводящее к улучшению 
прочностных свойств металла [13,14]. В ходе исследований замерено изме-
нение температуры в расплаве во время его кристаллизации [15,16].  
 В [17-19] описаны математические модели затвердевания, гетерогенно-
го зародышеобразования и последующей кристаллизации двухкомпонент-
ного сплава с диаграммой состояний эвтектического типа. Однако предло-
женные модели не позволяют рассматривать эвтектическую кристаллиза-
цию в малых объемах металла и имеют узкую область применения. Поэто-
му построение модели затвердевания многокомпонентного сплава, описы-
вающей процессы в широком диапазоне исходных параметров, остается ак-
туальной задачей. Совершенствование старых и разработка новых моделей, 
применение численного моделирования часто является единственным спо-
собом, позволяющим получить представление о рассматриваемых процес-
сах при сопоставлении получаемых результатов с имеющимися экспери-
ментальными данными. 
 В настоящей работе рассматривается процесс затвердевания двухком-
понентного сплава алюминия Al-Si, модифицированного тугоплавкими на-
норазмерными частицами, в керамической форме. Исходные параметры за-
дачи определены согласно имеющимся в литературе условиям эксперимен-
та и полученным данным [16]. Сформулирована математическая модель, 
описывающая термодинамические явления в металле и форме, а также гете-
рогенное зародышеобразование и кристаллизацию -компоненты и -
компоненты бинарного расплава. По результатам численного моделирова-
ния подтверждена адекватность модели кристаллизации при наличии ульт-
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радисперсных тугоплавких частиц в бинарном сплаве алюминия. Определе-
ны кинетика роста твердой фазы и температурные режимы в затвердеваю-
щем расплаве отливки. 
 

2. Математическая модель и алгоритм реализации 
 Рассматривается объемное затвердевание алюминиевого сплава Al-Si в 
цилиндрической форме. Высота отливки H, радиус R, толщина термоизоля-
ционной прокладки в донной части формы – hb, а боковой стенки – hw (схе-
ма на рис.1). Расплав модифицирован тугоплавкими наноразмерными час-
тицами, с характерным размером lp много меньше H и R, их массовое со-
держание mp не превышает 0.05 %, и поэтому они не влияют на теплофизи-
ческие характеристики расплава. Теплофизические параметры металла в 
жидком и твердом состояниях полагаются постоянными и равными сред-
ним значениям в рассматриваемых интервалах температур.  
 Между внешними поверхностями формы, свободной поверхностью 
расплава и окружающей средой происходит теплообмен, коэффициенты те-
плоотдачи определены в [16]. На поверхностях контакта расплав-форма 
учитывается термическое сопротивление Rh, определенное по результатам 
экспериментов [16]. Температуры расплава и формы в начальный момент 
одинаковые и выше температуры кристаллизации металла. В центральной 
части расплава через тонкую (0.25 мм) керамическую трубку введена тер-
мопара, фиксирующая температуру. Предполагается, что присутствие тер-
мопары не влияет на изменение температуры в отливке. 

 
Рис.1. Схема затвердевания расплава (1) в цилиндрической форме (2), 

3 – термопара, 4 – керамическая трубка. 
 

 С учетом принятых допущений теплоперенос в сплаве описывается 
уравнением в цилиндрической системе координат (r, z)   
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где локальное значение коэффициентов ce=c1, e=1, e=1 при fs=0, ce=c2, 
e=2, e=2 при fs=1 и ce=c1(1fs)+c2fs, e=1(1fs)+2fs, e=1(1fs)+2fs в слу-
чае 0<fs<1. Здесь fs – доля твердой фазы в расплаве, , c,   – теплопровод-

ность, теплоемкость и плотность соответственно,  – удельная теплота 

плавления, i=1 для жидкой и i=2 для твердой фаз материала сплава. Для ма-
териала формы i=3. 
 Изменение температуры в форме описывается уравнением 

 
2

3 3 23
1T T T

c r
t r r r z

    
    

     
. (2) 

 Условия симметрии в расплаве и подложке 

 ( / ) 0r T r   ,      r=0,        0zhb+H .    

 Согласно [16] условие теплообмена между свободной поверхностью 
расплава и окружающей средой 

 1( / ) ( )i cT z T T      ,     0rR,     z=hb+H,     i=1,2;  

граничные условия на боковой поверхности формы 

 3 2( / ) ( )cT r T T      ,     r=R+hb,     0zhb+H,   

на её дне  

 3 2( / ) ( )cT z T T      ,     0rR+hb,     z=0, 

на верхней поверхности боковой стенки 

 3 2( / ) ( )cT z T T      ,     RrR+hb,     z=hb+H,    

1, 2 – коэффициенты теплоотдачи. 
 Условия на поверхностях соприкосновения металла с формой 

 3( / ) ( / ) ( ) /i hR R R RT r T r T T R            ,  r=R,  hbzhb+H,  

    3( / ) ( / ) ( ) /
b b b b

i hh h h h
T z T z T T R           ,    0rR,    z=hb,   i=1,2. 

 Начальное значение (t=0) температуры в расплаве и форме  

 0T T . 
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 Рассматриваемый расплав содержит высокоактивированные смачивае-
мые тугоплавкие наночастицы. Из результатов работы [20] следует, что го-
могенное зародышеобразование в процессе затвердевания такого расплава 
практически не наблюдается, а зарождение и рост кристаллической фазы 
происходит лишь на затравках. Согласно [18], в предположении, что нано-
затравки имеют форму куба, грани которого характеризуются углом смачи-
вания θ, скорость образования зародышей кристаллов α-компоненты сплава 
(Al) определяется формулой 

 
2

4 2 *01
3 4 2

2
(1 cos )(sin ) exp{ ( ) / ( )}

100
c B

p p a c

Dm
I R E G k T

l l l


      


, 

где 3
1 / (100 )p p p pm l n    – число наноразмерных частиц-затравок в единице 

объема расплава, ρp – плотность вещества частицы, lp – длина ребра наноза-
травки, la, lс – межатомное расстояние в расплаве и в наночастице соответ-
ственно, kB – константа Больцмана, D0 – предэкспонента в законе Аррениу-
са, E – энергия активации процесса диффузии в расплаве, ∆G* – энергия 
Гиббса критического зародыша 

 * 2
12 0 0( 6 )(1 cos ) (2 cos ) / 3G R R         , 

Rc – критический радиус зародыша, определяемый соотношением Rc=R0 

[15], δ – параметр Толмена [21], 0 12 0 1 02 / ( )l lR T T    , 12
  – поверхност-

ное натяжение на поверхности раздела зародыш–расплав, Tl0 – исходная 
температура ликвидуса, ∆Tl0=Tl0 – T. 
 Число кристаллов α-компоненты сплава, образовавшихся при переох-
лаждении жидкого металла после времени tl0, когда температура достигла Tl0 

 

0

( , , ) ( , , )[1 ( , , )]

l

t

s
t

N r z t I r z t f r z t d   ,  

где fs – доля растущей твердой фазы, описываемая подобно [22], 

  ( , , ) 1 exps sf r z t NV   ,       3 3
0( , , ) (4 / 3)( )s eV r z t R R   , 

Vs – объем твердой фазы, образовавшейся на нанозатравке. Предполагая, 
что рост кристаллической фазы подчиняется нормальному механизму и оп-
ределяется линейной зависимостью скорости роста от переохлаждения 
R K T   [1, 9], где R – радиус кристалла, точка означает производную по 
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времени, K – физическая константа, T=Tl –T, Tl – текущая температура 

ликвидуса, 
0

0( , , )
l

t
e t

R r z t R K Td    , Re0=(1.5/π)1/2lp – радиус сфериче-

ской частицы, имеющей площадь поверхности, равную поверхности куби-
ческой частицы. 
 Для оценки кинетической константы K возможно использовать фор-
мулу  

 2( ) / ( )a a B AK D H l k T   , 

где ∆Ha – энтальпия плавления в расчете на один атом, коэффициент диф-
фузии в жидкости D определяется уравнением Аррениуса [19, 22] D  

0 exp{ /( )}BD E k T  . 

 Переохлаждение T=Tl –T имеет вид 

 1
0 / (1 ) k

A sT T C f T     . 

Здесь температура ликвидуса Tl аппроксимируется зависимостью от кон-
центрации С растворенного компонента (Si), TA – температура плавления 
чистого металла-растворителя (Al),  – модуль коэффициента наклона ли-
нии ликвидуса на диаграмме состояния Al-Si. Концентрация легирующего 
компонента определяется из уравнения неравновесного рычага C=C0/(1– 
fs)

1k [7, 9], где С0 – исходная концентрация, k – коэффициент распределе-
ния растворенного компонента. Рост твердой фазы -компоненты (алюми-
ния) сплава происходит в температурном интервале Tl0TTE, где Tl0=TA –
C0, TE – температура эвтектики. Величина fs/t определяется согласно 

 2/ [ (1 ) 4 ( )](1 )s s s p l sf t V I f N K R T T f        . (3) 

 При расчетах кристаллизации в уравнении (1) для параметра  исполь-
зуется значение удельной теплоты плавления -компоненты сплава. Пола-
гаем, что при T=TE доля твердой фазы равна sf  .  

 После охлаждения металла до температуры эвтектики происходит за-
твердевание -компоненты сплава. Образования зародышей кристаллов α-
компоненты сплава не происходит и N=N(r,z,tE). Ввиду малой взаимной 
растворимости алюминия и кремния предполагается, что при дальнейшем 
охлаждении расплава рост твердой фазы подчиняется нормальному меха-
низму, характеризуемому константой роста Kβ. Радиус зародыша R, расту-
щего после момента времени t=tE, когда температура расплава достигла 
температуры TE, 
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 ( , , ) ( )

E

t

E
t

R r z t R K T T d     ,   
0

0( , , )
E

l

t

E e
t

R r z t R K Td     , 

а объем твердой фазы -компоненты сплава Vsβ, образовавшейся к моменту 
времени t 

 3 3( , , ) (4 / 3)( )sV r z t R R    . 

 Доля твердой фазы sf   в затвердевающем эвтектическом расплаве оп-

ределяется соотношением 

  1 exps sf NV    . 

      При расчетах кристаллизации эвтектики в уравнении (1) вместо парамет-
ра  используется Si – удельная теплота плавления для кремния  и формула 

 2/ 4 ( )(1 )s E sf t NK R T T f        . (4) 

 Эвтектическая кристаллизация проходит в диапазоне температур  
TE>TTend, где Tend – температура полного затвердевания расплава. Доля 
твердой фазы fs в процессе затвердевания сплава определяется согласно 

 sf = sf + sf  . 

 Для реализации модели (1)-(4) применялся конечно-разностный алго-
ритм. Расчётная область была разбита на I K  ячеек. Шаги пространствен-
ной сетки (hr, hz) выбирались таким образом, чтобы границы расплав-форма 
располагались посередине расстояния между соседними узлами, располо-
женными в расплаве и форме. Вдоль временной переменной использовалась 
равномерная сетка t=n, n=0,1,2,… с шагом . Разностные уравнения 
строились посредством аппроксимации балансных соотношений, полу-
чаемых интегрированием уравнений (1), (2) с использованием соответ-

ствующих граничных условий. Порядок аппроксимации  2 2( , , )r zO h h . 

Распределение температуры описывалось значениями в узлах сетки. Реше-
ние алгебраической системы, полученной при неявной аппроксимации 
уравнений теплопереноса, осуществлялось итерационным методом блочной 
последовательной верхней релаксации [23]. Расчеты продолжались до мо-
мента полного затвердевания расплава. Адекватность модели и алгоритма 
ее реализации подтверждаются качественным и количественным совпаде-
нием результатов расчетов с данными физических экспериментов [16].  
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3. Результаты численных экспериментов 
 Численное исследование динамики кристаллизации модифицированно-
го расплава проводилось при параметрах для формы и сплава Al-6.5%Si 
[16, 19, 24]: с1=1050 Дж/(кгK), 1=70 Вт/(мK), 1=2.57103 кг/м3, 
с2=1050 Дж/(кгK), 2=152.5 Вт/мK, 2=2.57·103 кг/м3, =3.89105 Дж/кг, 
Si=1.64105 Дж/кг, T0=838 K, TA=933 K, Tl0 = 886.85 K, TE=855 K, β = 
=7.1 K/%, C0=6.5 % масс., k=0.14, K=4105 м/(сK), Kβ=4105 м/(сK), 1= 
=90 Вт/(м2K); плотность модифицирующих наночастиц AlN ρp=3260 кг/м3, 
концентрация mp=0.05% масс., lp=8108 м, la=2.8610–10 м, lc=1.6810–10 м, D0= 

=10–7м2/с, ∆Ha=1.7510–20Дж, E=4.210–20 Дж, 12
 =0.093 Дж/м2, kB=1.3810–23Дж/K, 

δ=2.9810–10 м, θ=5; R=0.017 м, H=0.051 м, hb=102 м, hw=1.5103 м, с3= 
=1080 Дж/(кгК), 3=1.65103 кг/м3; 3=1.28 Вт/(мК), 2=90 Вт/(м2K), Rh= 
=104 м2K/Вт, Tc=293 K. Термопара, фиксирующая изменение температуры 
в расплаве, расположена в центре слитка (r=0, z=hb+H/2). 
 Для проверки модели кристаллизации было рассмотрено объемное за-
твердевание алюминиевого сплава Al-6.5%Si в цилиндрической форме с 
инокулированными тугоплавкими частицами AlN размером 810–8 м в коли-
честве 0.05% от массы (объемная концентрация наночастиц np= 
=7.71017 1/м3). При расчетах для определения начальных и граничных усло-
вий использовались условия эксперимента, в котором фиксировалось изме-
нение температуры в металле при кристаллизации цилиндрической отливки 
диаметром 34 мм и высотой 51 мм [16]. Рис.2 иллюстрирует изменение 
температуры, переохлаждение расплава и долю твердой фазы в затверде-
вающем металле в центре формирующейся отливки (r=0) и в точке сопри-
косновения с боковой поверхностью формы (r=R) при z=hb+H/2. Переохла-
ждение определяется как T=Tl –T при Tl0TTE и T=TE –T в случае 
TE>TTend. На рис.2а представлены результаты расчетов, которые качест-
венно и количественно совпадают с данными физического эксперимента и 
свидетельствуют о том, что предложенная модель удовлетворительно опи-
сывает изменение температуры в центре отливки при кристаллизации мо-
дифицированного сплава. 
 В точке контакта расплава с боковой стенкой перегрев снимается за 
22.5 с и далее происходит переохлаждение металла ниже температуры лик-
видуса на 0.4K (рис.2а,б). С появлением и увеличением переохлаждения 
происходит образование зародышей кристаллов -компоненты металла, 
продолжительностью 0.2 с. Время метастабильного состояния, когда доля 
кристаллической фазы практически равна нулю, составляет около 0.5 с. При 



98  В.Н. Попов, А.Н. Черепанов 

интенсивном росте кристаллической фазы переохлаждение быстро снижа-
ется до величины 0.005 K. Кристаллизация -компоненты сплава Al-Si 

вблизи стенки продолжается 83 с, достигает величины fs=0.46, и далее 
происходит эвтектическая кристаллизация -компоненты сплава. Полное 
затвердевание завершается на 113-й секунде. Увеличения переохлаждения 
расплава при эвтектической кристаллизации не фиксируется. 

 

 
                             а                                                б                                                в 

Рис.2. Изменение температуры (а), переохлаждения (б) и доли твердой фазы (в) 
в расплаве у боковой поверхности формы (1) и в центре отливки (2).  

                    Точки  эксперимент, сплошная линия – расчет. 
 

 В центре отливки перегрев полностью снимается за 27 секунд. По мере 
переохлаждения расплава начинается образование зародышей кристаллов 
α-компоненты металла. Возникают условия выравнивания интенсивности 
выделения скрытой теплоты кристаллизации и интенсивности отвода тепла 
в окружающий расплав. Это приводит к одновременному существованию 
метастабильного состояния кристаллической фазы и образованию зароды-
шей. Такое состояние сохраняется около 10 с при величине переохлаждения 
0.37 K. Интенсивная кристаллизация -компоненты (Al) сплава начинается 
с 35-й секунды и длится 75 с. Эвтектическая кристаллизация -компоненты 
(Si) и полное затвердевание сплава завершается на 181-й секунде (рис.2а,в).  

 

                      
                                                      а                                                      б 
Рис.3. Температура (а) и доля твердой фазы (б) в расплаве в поперечном сечении отливки. 

На рис.3 представлено распределение температуры и доли твердой фа-
зы в поперечном сечении отливки от центра до плоскости соприкосновения 
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с боковой стенкой формы (z= hb+H/2) в момент 27 с. Согласно полученным 
данным перегрев в расплавленном металле отсутствует. Во всем объеме 
расплава присутствует твердая фаза, и ее доля в жидкости не превышает 
0.07 (рис.3б). С момента снятия перегрева кристаллизация происходит во 
всем объеме расплава, а граница затвердевшего металла последовательно 
перемещается от боковой и донной поверхностей формы, а также свобод-
ной поверхности расплава к центру отливки. 

 

               
                                                      а                                                     б 

Рис.4. Изменение концентрации возникших зародышей (а) и размера зерна (б) 
в поперечном сечении отливки. Точка – средний размер зерна, опреде-
ленный по результатам эксперимента. 

 

 Время затвердевания, переохлаждение и темп кристаллизации сущест-
венно меняются с удалением от боковой стенки формы (рис.2). Это указы-
вает на различие условий зародышеобразования и начала кристаллизации в 
отливке. Рис.4а иллюстрирует изменение концентрации возникших заро-
дышей в расплаве от поверхности соприкосновения формой до центра от-
ливки. Область с наиболее мелкой структурой металла находится вблизи 
боковой стенки формы, что качественно совпадает c имеющимися экспери-
ментальными данными [15]. На рис.4б представлена оценка размеров зе-
ренной структуры металла в отливке, рассчитанных по формуле d0=1/N1/3, 
которая согласуется с результатами экспериментов [16].  

4. Заключение 
 Предложена математическая модель неравновесной кристаллизации 
бинарного сплава (Al-Si) с модифицирующими тугоплавкими наноразмер-
ными частицами. Проведено численное моделирование затвердевания рас-
плава в цилиндрической форме и рассмотрены особенности кристаллиза-
ции. Описана кинетика гетерогенного зародышеобразования и кристалли-
зации в процессе охлаждения расплава. Определено, что условия зароды-
шеобразования и кристаллизации существенно различаются внутри отлив-
ки. Установлено, что по мере охлаждения расплава имеет место объемно-
последовательная кристаллизация металла. Рассчитанные температурные 
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режимы кристаллизации сплава и размеры структуры затвердевшего метал-
ла удовлетворительно согласуются с известными опытными данными. 
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