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Рассматривается проблема моделирования потока вязкой несжимаемой жидкости с 
помощью квазигидродинамической системы уравнений. Использование данного 
подхода позволяет избежать неустойчивости при расчете давления при использо-
вании классической постановки уравнений Навье-Стокса, проявляющейся при ис-
пользовании ячеистых численных схем. Для численной реализации КГД уравнений 
использовался метод конечных объемов по центрам ячеек, в случае двумерной за-
дачи – квадратных, в случае трехмерной задачи – кубических. В качестве тестовых 
расчетов было проведено две серии расчетов в областях сложной геометрии для 
нескольких чисел Рейнольдса, а также проведено сравнение результатов с програм-
мным пакетом ANSYS CFX. Сравнение показало высокое качество результатов 
численного моделирования при использовании КГД системы уравнений. 
 

Ключевые слова: моделирование потока вязкой несжимаемой жидкости, квазигид-
родинамическая система уравнений, конечно-объемные схемы на неструктуриро-
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In this paper, we consider the problem of modeling viscous incompressible fluid flow us-
ing the quasi-hydrodynamic equations system. The use of this approach makes it possible 
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to avoid instability in pressure calculation when using the classical formulation of the Na-
vier–Stokes equations, which is manifested when using cellular numerical schemes. For the 
numerical implementation of QGD equations, the finite volume method was used with 
cell-center approximation. In the case of a two-dimensional problem a square mesh was 
used. A cubic mesh was used in the case of a three-dimensional problem. Two series of 
calculations were performed for testing in areas of complex geometry for several Reynolds 
numbers. The results were compared with the ANSYS CFX software package. The com-
parison showed the high quality of the numerical simulation results using the QGD system 
of equations. 
 

Key words: incompressible viscous flow simulation, quasi-hydrodynamic equations sys-
tem, finite-volume schemes on non-structured grids. 

 
1. Введение 
 Задача устойчивого расчета потока вязкой несжимаемой жидкости 
проявляется во многих сферах численного моделирования, в том числе в 
прикладных инженерных задачах. Это, например, расчеты обтекания раз-
личных изделий, а также внутреннего потока в трубопроводах, для после-
дующего моделирования возникающих в системе механических нагрузок. 
Мы столкнулись с необходимостью получения поля скоростей потока при 
моделировании очистки водного потока от мелкодисперсной примеси желе-
за при наведении на расчетную область электромагнитного поля. Сложно-
сти, связанные с численным решением уравнений Навье-Стокса в естест-
венных переменных, в двумерном случае возможно преодолеть использова-
нием постановки уравнений на функцию тока – вихрь [1], с помощью кото-
рой удалось выполнить моделирование очистки потока несжимаемой вяз-
кой жидкости [2, 3] с помощью наведения электромагнитного поля на про-
точный резервуар. Однако в случае же трехмерной постановки невозможно 
использовать данную методику моделирования течения. 
 Одним из подходов к решению данной задачи является метод двойного 
потенциала, рассматриваемый в рамках работ [4–6], а также моделирование 
в переменных векторный потенциал – вихрь [1]. Однако данные методики 
до сих пор остаются слабо освещенными в научной литературе. Так, на-
пример, при постановке уравнений Навье–Стокса в переменных векторный 
потенциал-вихрь, задание граничных условий представляет из себя труд-
ную задачу, решение которой сильно зависит как от геометрии расчетной 
области, так и от распределения скоростей во входном отверстии. 
 Кроме описанных выше методов математического моделирования вяз-
кого несжимаемого потока, в ряде работ используется также подход на ос-
нове квазигидродинамической (КГД) системы уравнений [7–9]. Данный 
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подход обладает высокой устойчивостью даже при расчёте течений с высо-
кими числами Рейнольдса. Именно использованию КГД модели и посвяще-
на текущая работа. 
 

2. Математическая постановка 
 Рассмотрим квазигидродинамическую систему уравнений для поиска 
стационарного состояния потока вязкой несжимаемой жидкости. Уравнение 
неразрывности среды в этом случае в безразмерной форме принимает вид: 

 div( ) div( ),u w  (1) 

где u – вектор скорости, а w – регуляризирующая поправка, имеющая сле-
дующую форму: 

 [( , ) ],p   w u u  (2) 

где τ – параметр регуляризации, p – давление, (,)– скалярное произведение. 
Подставляя (2) в уравнение (1) получим выражение для поиска давления: 

 
1

div( ) div[( , ) ],p   


u u u  (3) 

где Δ – оператор Лапласа. 
 Нестационарное уравнение движения, необходимое для поиска поля 
скоростей, в безразмерной форме при использовании КГД подхода прини-
мает следующий вид: 

      
1

div[ ( ) ] div[ ] div( ) ,
Re

T p
t


          


u

u u w u u w u u  (4) 

где t – время, 0 0Re /U D    – число Рейнольдса, ( )   – прямое произве-

дение векторов, U0 – максимальная скорость на входе, D0 – гидравлический 
диаметр,  – плотность,  – динамическая вязкость среды. 
 Система уравнений (2)–(4) дополняется граничными и начальными ус-
ловиями, имеющими следующий вид: 

 – входное отверстие – течение Пуазейля: 

 { ( , ),0,0} ,   / Const,TU y z p n    u  (5) 

где U(y,z) – нормальная к входному отверстию скорость течения Пуазейля, 
n – нормаль к поверхности, Const – константа, определяемая через расход 
жидкости сквозь входное отверстие; 

 – выходное отверстие: 

 / 0, 0;n p   u  (6) 
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 – стенка – условие прилипания: 

 ,   / 0;p n   u 0  (7) 

 – начальные условия: 

 , 0.p u 0  (8) 

 Таким образом, для моделирования потока вязкой несжимаемой жид-
кости необходимо численно разрешить систему уравнений (2) – (4), допол-
ненную граничными условиями (5) – (7) и начальным условием (8). 
 

3. Численный алгоритм  
 В качестве численной методики будем использовать метод конечного 
объема с использованием в качестве контрольного объема самих ячеек [10]. 
Тогда для аппроксимации потоков через границы расчетной ячейки введем 
следующие обозначения (рис.1): Vi – площадь в двумерном и объем в трех-
мерном случае текущего i-го сеточного элемента, Pi – точка центра текуще-
го i-го элемента, Pij – точка центра j-соседнего к i-му элемента, lij – расстоя-
ние между центрами соседних ячеек, nij – единичный направляющий вектор 
от центра текущего элемента к центру соседнего, Sij – длина в двумерном 
случае и площадь в трехмерном j-й грани i-го элемента, умноженная на 
внешнюю нормаль.  

 
Рис.1. Характерные сеточные величины для четырехугольных двумерных (сверху) 

и кубических трехмерных (снизу) конечных объемов. 
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 Тогда, с учетом введенных выше обозначений, разностный аналог вы-
ражения для вычисления давления, полученный из уравнения (3) с помо-
щью итерационного метода Якоби, принимает вид: 

 
1 1 1
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где ˆ ip  – разностный аналог давления в центре текущей ячейки, pij – разно-

стный аналог давления в соседней ячейке, 0.5( )ij ij i u u u  – интерполяция 
скорости на центр грани сеточного элемента, uij – разностный аналог скоро-
сти в соседнем элементе, ui – разностный аналог скорости в текущем эле-
менте, m – количество соседних к текущему элементов (в случае квадратной 
сетки равное 4, в случае кубической – 6). 
 Регуляризирующую поправку будем определять на центрах граней 
контрольных объемов. Тогда, аппроксимируя выражение (2), получим сле-
дующее выражение: 
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 Используя явную по времени схему из уравнения (4), получаем сле-
дующее выражения для пересчета поля скорости на новом временном шаге: 
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где [ ]i j ij a b a b  – прямое векторное произведение (i, j=x, y в двумерном 

случае; i, j=x, y, z в трёхмерном случае), time – шаг по времени. 
 Выражения (9) – (11) дополняются граничными условиями (5) – (7) за-
меной слагаемых в разностных выражениях на известные величины. Пара-
метр сглаживания принимался равным 0.5 / Re  , в соответствии с реко-
мендацией [7]. Описанная методика применялась для моделирования пото-
ка вязкой несжимаемой жидкости для расчётных областей сложной геомет-
рии как в двумерной, так и в трёхмерной постановке. 
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4. Результаты расчётов 
 4.1. Двумерная задача. В случае двумерной постановки рассматрива-
лась труба, имеющая коллектор с выходным отверстием, изображенная на 
рис.2 (единицы измерения – метры). 
 

 
Рис.2. Геометрия двумерной расчётной области. 

 

     Нормальная скорость на входном отверстии представлялась выражением 

  2 2
0( ) (1 / ),0,0 ,

T
y U y R u  (10) 

где R=0.5 – радиус входного отверстия, U0 – максимальная скорость в цент-
ре потока. Перепад давления на входе определялся как 

 
3

.
2 Re

p

n R


 


 (11) 

Плотность среды принималась равной ρ=998,2 кг/м3, динамическая вязкость 
µ=0,001003 кг/(м*с), что соответствует воде. Двумерные расчёты проводи-
лись для значений U0 = 0.000010164 м/с и U0 = 0.00010164 м/с, что соответ-
ствует значениям чисел Рейнольдса Re = 10 и Re = 100. 
 Использованная расчётная сетка являлась равномерной прямоуголь-
ной, пример которой представлен на рис.3, и содержала 14 400 элементов с 
длиной ребра элемента равной 0.025 м. Шаг по времени в безразмерной 
форме принимался равным τtime.=.0,000195312. Стационарное состояние дос-
тигалось после 53 000 шагов для Re = 10 и 374 000 для Re = 100. 

 
Рис.3. Пример расчётной сетки, содержащей прямоугольные элементы.  
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 На рис.4 представлены распределения модуля скорости для Re = 10 
рассчитанные с помощью описанной методики и программного пакета 
ANSYS CFX Fluent [11] с использованием сетки, содержащей 13 528 четы-
рехугольных элемента, а также распределение давления, изображенное на 
рис.5. Распределение модуля скорости и давления для Re = 100 представле-
ны на рис.6 и 7 соответственно. Из данных рисунков видно хорошую сте-
пень совпадения полученных распределений. 

 
Рис.4. Распределение модуля скорости при Re = 10, полученные с помощью 

КГД системы (сверху) и пакета Ansys (снизу).  
 

 
Рис.5. Распределение давления при Re = 10, полученные с помощью 

КГД системы (сверху) и пакета Ansys (снизу).  
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Рис.6. Распределение модуля скорости при Re = 100, полученные 

с помощью КГД системы (сверху) и пакета Ansys (снизу). 

 
Рис.7. Распределение давления при Re = 100, полученные с помощью 

КГД системы (сверху) и пакета Ansys (снизу). 

 
 4.2. Трёхмерная задача. В случае трёхмерной постановки рассматри-
валась квадратная труба, имеющая сепаратор на два выходных отверстия у 
правого края, изображенная на рис.8 (единицы измерения – метры). 
   Y                                                                                                       Y 

 X    Z 

Рис.8. Трёхмерная расчетная область. 
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 Выражения (10) и (11) справедливы и в случае расчёта в данной рас-
чётной области. Расчёты производились для скоростей U0 = 0.00005082 м/с 
и U0=0.00010164 м/с, что соответствует значениям чисел Рейнольдса Re = 50 
и Re = 100. 
 Использованная расчётная сетка являлась равномерной кубической и 
содержала 170000 шагов. Шаг по времени в безразмерной форме принимал-
ся равным τtime=9.86798е5. Стационарное состояние достигалось после 
129000 шагов для Re = 50 и 145000  для Re = 100. 
 На рис.9 представлены распределения модуля скорости в сечении Z = 0 
для Re = 50, рассчитанные с помощью описанной методики и ANSYS CFX 
Fluent [8] с использованием сетки, содержащей 256708 кубических элемен-
та. Распределение модуля скорости в сечении Z = 0 для Re = 100 представ-
лены на рис.10. На рис.11 представлено распределение модуля скорости на 
массиве сечений вдоль оси X для Re = 100. Из данных рисунков видно хо-
рошую степень совпадения полученных распределений. 

 
Рис.9. Распределение модуля скорости в сечении Z = 0 для Re = 50, полу-

ченные с помощью КГД системы (сверху) и пакета Ansys (снизу). 

 
Рис.10. Распределение модуля скорости в сечении Z = 0 для Re = 100, полу-

ченные с помощью КГД системы (сверху) и пакета Ansys (снизу). 
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Рис.11. Распределение модуля скорости в сечениях вдоль оси X для Re = 100. 

 

Заключение 
 В данной работе рассмотрен вопрос применения квазигидродинамиче-
ской системы для моделирования потока несжимаемой жидкости. С помо-
щью метода контрольных объемов были получены разностные аналоги про-
странственных производных. Расчет давления производился на основе дис-
кретного аналога уравнения Пуассона с помощью итерационного метода 
Якоби. Нестационарное распределение скорости рассчитывалось с помо-
щью явной по времени схемы. Величины давления и скорости определялись 
в центрах ячеек, а регуляризирующая поправка – на гранях сеточных эле-
ментов. В результате модельных расчетов были получены стационарные 
потоки вязкой несжимаемой жидкости в областях сложной геометрии как в 
двумерном, так и в трёхмерном случае для разных чисел Рейнольдса. Вы-
полненная программная реализация подтвердила устойчивость и сходи-
мость разработанной конечно-объемной схемы. 
 Для оценки качества реализованной численной методики была прове-
дена дублирующая серия расчетов в программном пакете ANSYS CFX Flu-
ent. Сравнение результатов, полученных на основе КГД подхода, и резуль-
татов, полученных с помощью пакета ANSYS CFX Fluent, выявило их сов-
падение с точностью порядка 1.5%. Это обстоятельство подчеркивает высо-
кое качество разработанной численной методики. При этом, в отличие от 
закрытого коммерческого кода ANSYS CFX Fluent, использование разрабо-
танного КГД кода позволяет комбинировать его с другими математически-
ми моделями и приложениями, в том числе на специфических аппаратных 
платформах, которые не поддерживаются в пакете ANSYS CFX Fluent. 
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