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Приводятся результаты систематизации существующих методов определения диф-
фузных угловых коэффициентов (УК) при расчете переноса излучения в зональной 
модели в системе тел с поверхностями сложной формы при решении задач опреде-
ления температур конструкции, освещённостей поверхностей, построения реали-
стичных изображений и др. в различных отраслях: космической, светотехнике, 
строительстве, энергетике, прикладной оптике, компьютерной графике и пр. Пред-
лагается классификация методов определения УК по источникам погрешностей, 
возникающих при расчётах. Выделены четыре класса методов: точные, специаль-
ные, численного интегрирования, комбинированные. Проведено распределение ме-
тодов по классам. Приведены исходные формулы и формулы для численного опре-
деления УК. Полученная классификация методов позволит пользователям и разра-
ботчикам компьютерных программ расчёта УК сориентироваться в многообразии 
методов и выбрать из них наиболее адекватные для решения своей задачи, а также 
может быть положена в основу построения обобщённого алгоритма и программно-
го комплекса расчёта диффузных УК для широкого класса задач. 
 
Ключевые слова: математические методы, угловой коэффициент, радиационный 
теплообмен, освещённость, компьютерная графика. 
 
CLASSIFICATION OF THE CALCULATION METHODS  
OF DIFFUSE RADIATION CONFIGURATION FACTORS 
 
D.K. Vinokurov 
 
JSC TsNIIMash 
 
This article presents the results of generalizing the existing methods of determining the 
diffuse radiation configuration factors (CF) for radiation transfer calculation in the zone 
model of the system of bodies with the surfaces of complex form. Such problems arise 
while determining construction temperatures, surfaces illumination, constructing of real-
istic images and others in the different fields of science and technology: space, illumina-
tion engineering, building construction, power engineering, applied optics, computer 
graphics and so forth. The classification of the determining CF methods is proposed on 
the criterion of the sources of errors, which appear during calculations. Four classes of 
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the methods are selected: exacts, special, numerical integration, and combined. The dis-
tribution of methods according to the classes is carried out. The base formulas and for-
mulas for the numerical CF calculation are given. The derived classification allows users 
and developers of the computer programs of CF calculation to be oriented in the variety 
of methods and to select the most adequate of them for the solution of its own problem. 
In addition, it can be assumed as the basis of the construction of the generalized algo-
rithm and program set of diffuse CF calculation for the broad variety of the tasks. 
 
Keywords: mathematic methods, configuration factor, radiation heat transfer, illumina-
tion, computer graphics. 

 

1. Введение 
    Задача расчета переноса излучения в системе тел с поверхностями слож-
ной формы при наличии диатермичной среды возникает во многих областях 
науки и техники – космической отрасли, светотехнике, строительстве, энер-
гетике, прикладной оптике, компьютерной графике и др. – например, для 
определения температур конструкции, освещённостей поверхностей, по-
строения реалистичных изображений. В настоящее время при численном 
анализе для определения потоков излучения на поверхности элементов сис-
темы используется множество различных подходов. Среди них широкое рас-
пространение получил зональный метод, предложенный Г.Л. Поляком [1] и 
развитый в большом количестве работ (история развития метода и библио-
графия могут быть найдены, например, в [2–5]). Суть метода состоит в том, 
что строится оптико-геометрическая модель (ОГМ), в которой поверхность 
системы разбивается на конечные площадки – зоны, теплофизические ха-
рактеристики каждой из которых принимаются постоянными по всей её по-
верхности. Поверхности зон могут быть плоскими или криволинейными, 
многоугольниками или областями, ограниченными кривыми линиями. При 
этом в одной и той же расчётной модели могут присутствовать зоны, разме-
ры которых значительно различаются, иногда на несколько порядков. 
 При решении практических задач из-за сложности геометрии и разно-
образия конструктивного исполнения, отсутствия точного знания оптичес-
ких свойств поверхностей наиболее часто применяется диффузное прибли-
жение характера излучения и отражения с использованием угловых коэф-
фициентов (УК) излучения.  
 Методы и алгоритмы определения УК развивались, исходя из потреб-
ностей решения конкретных задач, причём зачастую одни и те же методы 
разрабатывались независимо в нескольких областях учёными из разных 
стран, и поэтому сложно определить кто, где и когда первым предложил тот 
или иной метод. Стоит отметить известную сегодня формулу контурного 
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интегрирования, встречающуюся ещё в работе [6, с.212] 1900 г., которая 
позже была получена в светотехнике российским учёным В.А. Фоком в 
1924 г. [7]. Однако в теплотехнике эта формула используется только с 
1963 г. после опубликования Э.М. Спэрроу статьи [8]. Другие примеры: ме-
тод единичной сферы носит имя Нуссельта по его работе 1928 г. [9], хотя 
описание этого метода встречается ранее в работах Ямаути еще в 1924 г. 
[10]; метод натянутых нитей в англоязычной литературе называют "Hottel’s 
crossed-strings method" [11], хотя первенство явно принадлежит Поляку [1]. 
 Иногда происходит перенос методов расчёта УК из одной области в 
другую без учёта особенностей тех допущений, которые являются прием-
лемыми в первой, но неприменимы во второй. Например, некоторые мето-
ды компьютерной графики позволяют с высокой реалистичностью строить 
изображения, но при использовании в задачах тепловых расчётов приводят 
к дисбалансу энергии на отдельных элементах или конструкции в целом.  
 Существует множество компьютерных программ (КП) расчета УК, но 
перед пользователями постоянно встают вопросы: какова суть методов и 
алгоритмов; какие параметры управляют выбором метода и точностью рас-
чётов и как выбрать необходимые для данной задачи значения параметров; 
как построить адекватную ОГМ. Часто возникает необходимость создания 
новой КП. Перед разработчиком КП встают задачи: оценить необходимую 
точность расчёта; выбрать наиболее подходящие методы; составить наибо-
лее эффективные для данной задачи алгоритмы; реализовать алгоритмы 
эффективным способом. 
 В литературе встречаются различные классификации методов расчёта 
УК [3,12,13]. В основе классификации в [12] лежат количество и способы 
распределения элементарных площадей на поверхностях зон. Данная клас-
сификация не охватывает ряд методов – нет методов контурного интегри-
рования, не понятно, куда относятся экспериментальные, графические и не 
требующие интегрирования методы. В [3] приведенная группировка мето-
дов не учитывает особенностей их численной реализации. В [13] фактиче-
ски просто перечислены некоторые методы и проведено их сравнение по 
нескольким параметрам. Кроме того, данные классификации относятся 
только к определению средних УК, хотя на практике часто используются 
локальные и элементарные УК. 
 Цель статьи – построение классификации существующих методов рас-
чёта всех видов диффузных УК, которая позволит создать обобщённый ал-
горитм расчёта УК, а также поможет пользователям и разработчикам КП 
сориентироваться в многообразии методов расчёта УК, выбрать из них наи-
более подходящие для своей задачи, а также понять адекватность ОГМ. В 
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основу классификации автором положен критерий по источнику погрешно-
стей, возникающих при расчётах диффузного УК. 
 
2. Понятие углового коэффициента излучения 
 Согласно [5] угловой коэффициент излучения* между поверхностями 

IA  и JA  – доля потока собственного (исходящего) излучения поверхности 

IA , непосредственно попавшего на поверхность JA . Различают следующие 
виды УК: элементарный УК i jdf   между элементарными площадками ai и 

aj; локальный или местный УК i Jf   между элементарной площадкой ai и 
поверхностью конечного размера JA ; средний УК I JF   между поверхно-
стями конечного размера IA  и JA . 
 В зональной модели при диффузном характере излучения и наличии 
диатермичной среды УК является чисто геометрической характеристикой и 
называется диффузным угловым коэффициентом. Далее будем рассматри-
вать только диффузные УК и слово «диффузные» будем опускать. 
 С понятием УК тесно связано понятие площади взаимооблучённости, 
также называемое взаимной поверхностью обмена или однородным еди-
ничным потоком. Все методы и алгоритмы, используемые при расчётах УК, 
могут быть применены и для расчёта площадей взаимооблучённости. 
 
3. Основные исходные формулы 
 Рассмотрим две зоны, представляющие из себя поверхности IA  и JA , 
ограниченные контурами CI и CJ (рис.1), с выбранными на них элементарны-
ми поверхностями (площадями) Iia dA  и Jja dA  с нормалями in  и jn . 

    Элементарные УК i jdf   определяются либо по элементарной площади, 

либо по элементарному телесному углу [2] 

 
2

cos cos cosi j i
j j ji

i j
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


  
 


 . (1) 

 Выражения в (1) справедливы лишь при отсутствии препятствий меж-
ду элементарными поверхностями. В реальных системах из-за возможного 
экранирования лучистых потоков другими поверхностями системы необхо-

                                                          
* В англоязычной литературе встречаются термины view factor, interchange factor, ex-
change factor, angle factor, configuration factor, geometric configuration factor, distribution 
factor и др.; в русскоязычной – форм-фактор, коэффициент вида, коэффициент облу-
чённости, угловое отношение, коэффициент освещённости и др. При этом разными ав-
торами в один и тот же термин может вкладываться разный смысл. 
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димо вводить в формулу коэффициент видимости i–j, который равен 0, если 
экранирование есть, и 1, если экранирования нет. 

 
Рис.1. К определению угловых коэффициентов. 

 

 В табл.1. приведены исходные формулы [2, 3, 14] для расчёта разных 
видов УК. Приведенные формулы лежат в основе существующих методов 
определения УК и будут использованы при классификации. 

Таблица 1. Формулы для определения УК. 

Вид УК Способ интегрирования Формула  

Интегрирование по площа-
дям 

1 2 ( ) cos cos
I J

I i j i j i j j iA A
A r a a 

       (2) 

Интегрирование по площа-
дям и углам 

1

Ω
( ) cos

I J
I i i j j iA

aA 
      (3) 

Интегрированием по площа-
ди и контуру 

1 2 ( )(2 )
I J

I i j i j i j iA C
A r d a 

     r n c  (4) 

1(2 ) ln 
I J

I i j j iC C
A r d d

    c c   (5) Контурное интегрирование 

1(2 ) ˆ ˆ
I J

I i jC C
A d d       rc cr   

и другие формулы из [14] 
(6) 

Через локальные УК 1

I
I i J iA

A f a
  (7) 

Средний 
( )I JF   

Через элементарные УК 1

I J
I i j iA A

aA df
   (8) 

Интегрирование по площа-
дям 

1 2 cos cos
J

i j i j i j jA
r a 
      (9) 

Интегрирование по углам 1

Ω
cos

J
i i j j


     (10) 

1 2 () )(2
J

i j i j i jC
r d 
    r n c  (11) Контурное интегрирование 

формулы из [14]  

Локаль-
ный  

( )i Jf   

Через элементарные УК 
J

i jA
df   (12) 

С элементарной площадью 1 2 cos cosi j i j i j jr a 
      (13) Элемен-

тарный 
( i jdf  ) С элементарным углом 1 cosi j i j


     (14) 
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4. Выделение классов методов по источникам погрешностей 
 На практике для получения численного значения УК используются ме-
тоды, которые различаются точностью вычисляемых значений. В зависимо-
сти от возможных источников погрешностей расчётов автором предлагает-
ся выделить четыре класса методов: точные, специальные, численного ин-
тегрирования, комбинированные. Характеристики выделенных классов ме-
тодов расчёта УК представлены в табл.2. 

Таблица 2. Классы методов определения УК. 

Класс 
методов 

Способ  
получения  
численного 
значения УК 

Вид  
погрешности

Возможный источник 
погрешности 

Ограничения 
по точности 

Точные Расчёт по име-
ющимся анали-
тическим фор-
мулам 

округления Особенности численной 
реализации аналитичес-
кого выражения: алго-
ритм вычисления, раз-
рядность исходных и 
промежуточных дан-
ных, точность исполь-
зуемых библиотечных 
функций 

Можно получить 
практически с любой 
заданной точностью  

Измерение  системати-
ческая; 
случайная 

Точность инструментов 
и методика измерений 

Специаль-
ные 

Интерполяция систематиче-
ская; случай-
ная; метода;
округления 

Точность и разрядность 
хранимых исходных 
данных и погрешность 
метода интерполяции 

Не может превышать 
точности исходных 
данных 

Численного 
интегриро-
вания 

Приближенные 
численные ме-
тоды 

метода; 
округления 

Используемые числен-
ные алгоритмы, методы 
разбиения конечных 
зон на элементарные 
объекты, наличие пре-
град в геометрической 
модели поверхностей 

На практике ограни-
чена выбранными 
расчётными схема-
ми, параметрами рас-
чёта и имеющимися 
вычислительными 
мощностями 

Комбини-
рованные 

Совместное 
применение 
методов из вы-
шеприведен-
ных классов 

Определяет-
ся применяе-
мыми мето-
дами 

Суммарная погреш-
ность составных частей 
метода 

Зависит от приме-
няемых методов 

 

5. Распределение методов по классам 
   Проведём распределение существующих методов по выделенным классам. 
 5.1. Точные методы. К точным методам отнесём: 
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 а) аналитические формулы для определения разных видов УК для ча-
стных случаев взаимного расположения и форм поверхностей зон (в интер-
нете имеется каталог УК [15], являющийся электронным приложением к 
[2], где представлены аналитические формулы для нескольких сотен взаим-
ных конфигураций поверхностей); 
 б) точные аналитические решения для определения средних УК для 
многоугольников [16, 17] (вычисления достаточно ресурсоёмки [18]); 
 в) аналитическое решение для определения локальных УК по формуле 
(11) для случая, когда зона JA  является многоугольником с прямолиней-

ными границами (рис.2а), способом, описанным Ламбертом в фотометрии в 
1760 г. [19] (другой вид этой формулы можно найти в [17, 20]) 

   1
12 gJN

i J k ikf 
    g n ; (15) 

 г) методы, не требующие интегрирования, основанные на свойствах 
УК или особенностях геометрии поверхностей: 
 – алгебра УК для определения всех видов УК (поточная алгебра) [1, 3], 
основанная на таких свойствах УК, как замыкаемость (замкнутость), взаим-
ность, распределительность (суперпозиция), совмещаемость, затеняемость, 
симметрия. Иногда еще добавляют свойства невогнутости, вогнутости и 
принцип Ямаути [21]; 
 – метод натянутых нитей для определения средних УК [5] (рис.2б) (для 
двумерного случая) 

 ( ) (2 )I J be cd bd ce IF A A A A A     ; (16) 

 – метод сокращения размерности для определения локальных УК [22] 
(рис.2в) (для двумерного случая) 

 1 2(cos cos ) 2i Jf      ; (17) 

 – метод описанной сферы для определения средних и локальных УК 
[23] (рис.2г) (в случае, когда вокруг поверхностей можно описать сферу так, 
что границы поверхностей лежат на сфере) 

 I J J I IF S S S A  , (18) 

  i J Jf S S  ; (19) 

 д) методы определения локальных УК проецированием контура в слу-
чаях, когда УК с проекцией могут быть рассчитаны аналитически или с 
применением алгебры УК [24]; 
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 е) метод единичной сферы (графоаналитический метод) для определе-
ния локальных УК (осуществляется проецирование контура на единичную 
полусферу с последующим проецированием на базовую плоскость (рис.2д), 
что позволяет определить УК через площадь криволинейной фигуры на 
плоскости [25]) 

 i J bf A   ; (20) 

 ж) метод сканирования линии или угла [12] для определения элемен-
тарных УК. 

 

 
Рис.2. К определению угловых коэффициентов: а) локальных УК с многоугольником; 

б) методом натянутых нитей; в) методом сокращения размерности; г) методом 
описанной сферы; д) методом единичной сферы. 

 

 5.2. Специальные методы. К специальным методам отнесём: 
 а) экспериментальные методы с использованием зеркальной полусфе-
ры [26], параболического зеркала [27], сцинтиллятора [28], основывающие-
ся на формуле (20); 
 б) графические методы, в которых УК определяются по графикам или 
по графическим шаблонам; 
 в) способы определения УК по таблично заданным значениям, которые 
позволяют определить величину УК интерполяционными методами. 
 В каталоге УК [15] представлены таблицы и графики для большого ко-
личества взаимных конфигураций поверхностей. 

 5.3. Методы численного интегрирования. К методам численного ин-
тегрирования отнесём: 



Классификация методов расчёта диффузных угловых коэффициентов излучения 65 

 а) методы интегрирования по площадям, по телесному углу либо по 
контуру. Интегрирование может проводиться как непосредственно, так и 
через определение локальных или элементарных УК. Формулы для числен-
ного определения УК выводятся из формул (2)–(14) переходом от интегри-
рования к квадратурным (кубатурным) формулам [29] или к суммированию 
по элементарным объектам. Методы различаются способами выбора узло-
вых точек и их весов на поверхностях зон или на контурах или узловых на-
правлений и их весов по телесному углу. В отличие от формул (13), (14) при 
численном интегрировании может учитываться частичное затенение, и ко-
эффициент видимости может принимать дробное значение в диапазоне от 
нуля до единицы. При известных границах элементарных площадок возмо-
жен расчёт элементарных и локальных УК любыми методами, разработан-
ными для расчёта средних и локальных УК; 
 б) проекционные методы [12], в которых специальным образом выби-
раются поверхности и по их элементарным объектам определяется, какие 
зоны на них спроецированы. Тем самым последовательно находятся эле-
ментарные, локальные и средние УК. В качестве поверхностей, на которые 
проецируются зоны, могут выступать полусфера, плоскость, грани полуку-
ба, тетраэдра, пирамиды и др. Зачастую эти методы реализуются при помо-
щи компьютерной графики. 

 5.4. Комбинированные методы. К комбинированным методам отне-
сём методы, сочетающие в себе методы из разных вышеуказанных классов. 
Например, в формулах (7) или (8) интегралы по площади рассчитываются 
методами численного интегрирования, а подынтегральные выражения оп-
ределяются точными решениями. Для случая, когда вторая зона является 
многоугольником с прямолинейными границами, значение формулы (5) 
может быть вычислено комбинированным методом, так как для второго ин-
теграла можно получить аналитическое выражение [20]. 
 

6. Классификация методов расчёта УК 
 В результате проведенных исследований автором получена следующая 
классификация методов расчёта УК разных видов, представленная в табл.3. 

7. Выводы 
 Разнообразие методов расчета разных видов УК объясняется разными 
требованиями к точности расчетов, особенностями геометрических моделей 
(масштабы, количество площадок) и прочими факторами. Однако даже в 
рамках одной геометрической модели возможны ситуации, когда для раз-
личных пар площадок предпочтительно использовать разные методы. 
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Таблица 3. Классификация методов расчёта УК. 

Класс 
мето-
дов 

Вид 
УК 

Методы Формулы для численного 
определения УК 

Аналитические решения: 
– точное решение для много-
угольников; 

Формулы из [16] 

– формулы для определенных 
конфигураций 

Аналитические формулы 

Методы, не требующие интегрирования: 
– алгебра УК;  
– метод натянутых нитей; Формула (16) 

Сред-
ний 
(FI-J) 

– метод описанной сферы Формула (18) 
Аналитические решения: 
– точное решение для много-
угольников; 

Формула (15) 

– формулы для определенных 
конфигураций 

Аналитические формулы 

Проецирование контура  
Метод единичной сферы Формула (20) 
Методы, не требующие интегрирования: 
– алгебра УК;  
– метод описанной сферы; Формула (19) 

Ло-
каль-
ный 
(fi-J) 

– метод сокращения размерности Формула (17) 
Аналитические формулы для 
определенных конфигураций 

Аналитические формулы 

Метод сканирования линии  

Т
оч
ны

е 

Эле-
ментар
ный 
(Δfi-j) Точные методы определения 

fi-J или FI-J  
Любые методы определения fi-j или 

Fi-j 
Экспериментальные методы  
Графические методы  

С
пе
ци
ал
ь-

ны
е 

Все 
виды 
(FI-J, 
fi-J, 
Δfi-j) 

Таблично заданные значения  

1 2( ) cos cosI i j i j i j j ii j
A r aa 

     
 

Интегрирование по двум пло-
щадям 

1 2( ) cos cosI I J i j i j j ii j
A r a a 

     
 

1( ) cos ωI i i j j ii j
aA 

     Интегрирование по площади и 
углам 

1( ) cos ωI I J i j ii j
aA 

     

1(2 ) ln Δ ΔI I J i j i ji j
A r

     c c  

1(2 Δˆ) Δ ˆI I J i ji j
A 

       r rc c
 

Ч
ис
ле
нн
ог
о 
ин
те
гр
ир
ов
ан
ия

 

Сред-
ний 
(FI-J) 

Интегрирование по двум кон-
турам 

формулы из [14] 



Классификация методов расчёта диффузных угловых коэффициентов излучения 67 

Класс 
мето-
дов 

Вид 
УК 

Методы Формулы для численного 
определения УК 

Интегрирование по площади 1 2cos cosi j i j i j jj
r a 

      

Интегрирование по углу 1 cos ωi j i jj


    

1 2 ((2 Δ)) i j i j i jj
r 
    r n c  Интегрирование по контуру 

формулы из [14] 
Методы компьютерной графики  

Ло-
каль-
ный 
(fi-J) 

Проекционные методы (полу-
сферы, полукуба, тетраэдра, пи-
рамиды, одной плоскости) 

k i kf   

Приближенные численные мето-
ды определения fi-J или FI-J 

Любые методы определения fi-j или 
Fi-j 

С элементарной площадью 1 2 cos cosi j i j i j jr a 
      

С элементарным углом 1 cosi j i j


     

Эле-
ментар
ный 
(Δfi-j) 

Контурное интегрирование формулы из [14] 
Комбинации методов из разных 
групп 

 

Аналитические решения только 
для одного из контурных интег-
ралов в (5) 

 

Через локальные УК 
1

JI i ij
A f a
   

Сред-
ний 
(FI-J) 

Через элементарные УК 
1

jI ii j iA f a
    

К
ом

би
ни
ро
ва
нн
ы
е 

Ло-
каль-
ный 
(fi-J) 

Через элементарные УК j i jf   

 

 Автором выполнена классификация методов по источнику погрешно-
стей численного определения УК. Выделены четыре класса методов: точ-
ные, специальные, численного интегрирования, комбинированные. Прове-
дено распределение существующих методов расчёта средних, локальных и 
элементарных УК по предложенным классам. Приведены исходные форму-
лы и формулы для численного определения УК. 
 Полученная автором классификация может быть использована: 
 – пользователями компьютерных программ, в которых перенос излу-
чения рассчитывается в зональной модели в диффузном приближении, для 
выбора метода и значений управляющих параметров, наиболее подходящих 
для решаемой задачи, исходя из понимания особенностей расчета УК пред-
лагаемыми в программе методами; 
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 – разработчиками компьютерных программ для составления эффек-
тивных алгоритмов, исходя из соотношения точности и ресурсоемкости вы-
числений; 
 – при построении обобщённого алгоритма и разработке программного 
комплекса расчёта диффузных УК для решения широкого класса задач. 

Обозначения 

IA  – I-я площадка, поверхность, зона; площадь зоны; в 2-мерном случае – 
длина контура зоны; 

bA  – площадь двойной проекции зоны IA  через единичную сферу на ос-
нование полусферы; 

, , ,be cd bd ceA A A A  – длины нитей (в методе натянутых нитей); 
ai, IdA , IA   – элементарная площадь на площадке или зоне IA ; 

IC  – контур поверхности IA ; 

idc , ic   – элементарный направленный отрезок на контуре IC ; 

i jdf  , i jf   – элементарный УК; 

I JF   – средний УК; 

i Jf   – локальный или местный УК; 

kg  – нормаль к треугольнику, образованному центром элементарной пло-
щади ai и k-й стороной многоугольника JA , направленная внутрь пирамиды 
с основанием JA  и вершиной в центре ai; длина kg  равна углу, под кото-
рым видна эта сторона; 

gJN  – количество сторон многоугольника JA ; 

in   – единичная нормаль к ai; 

i jr   – вектор от центра ai к центру ja  либо от центра ai к jdc , либо от 

idc  к jdc  (в зависимости от используемого метода); 

r̂  – единичный вектор в направлении от idc  к jdc ; 

S – площадь сферы, описанной около зон IA  и JA ; 

IS , JS  – площадь сегмента, на который опираются зоны IA  и JA ; 

1 2,     – углы обзора площадки JA  (в методе сокращения размерности); 

i–j – коэффициент видимости; 

i   – угол между нормалью in  и отрезком i jr  ; 

ΩJ  – телесный угол, охватывающий зону JA ;  

j , ΩJd  – элементарный телесный угол, охватывающий ja ; 

Индексы: 
I, J – индексы поверхностей, площадок, зон; 
i, j, k  – индексы элементарных площадей, отрезков, телесных углов; 
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