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Предложена математическая модель затухания альфвеновской волны, в основу ис-
следования которой положены уравнения двухжидкостной электромагнитной гид-
родинамики с полным учётом инерции электронов и их тормозного излучения. 
Особое внимание уделено изучению дополнительного влияния фоторекомбинаци-
онного и синхротронного излучений. Исследование выявило, в частности, конеч-
ность глубины проникновения альфвеновской волны в плазму. Другим важным 
эффектом является установление параметров поглощаемой альфвеновской волны и 
выход их на квазистационарный режим. 
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A mathematical model of the Alfven wave absorption is proposed, the study of which is 
based on the equations of two-fluid electromagnetic hydrodynamics with electron inertia 
and bremsstrahlung taking into account. Special attention is paid to the research of the 
additional effects of photorecombination and synchrotron radiation. The investigation 
revealed, in particular, the finite depth of the Alfven wave penetration into the plasma. 
Another important effect is the establishment of the parameters of the absorbed Alfven 
wave and their convergence to the quasi-stationary regime. 
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1. Введение 
 Как известно, температура солнечной короны, достигающая ~6106 K, 
примерно в 103 раз выше температуры солнечных слоёв – фотосферы и хро-
мосферы, расположенных ниже короны и ближе к центру Солнца. Наиболее 
разумная гипотеза [1], проанализированная в этой и нескольких предыдущих 
работах [2–4], видит причину аномального разогрева солнечной короны в те-
плоте, выделяемой в короне в результате нелинейного поглощения альфве-
новских волн, генерируемых в фотосфере. При этом оказывается [3], что ог-
ромную роль играет тормозное излучение электронов в солнечной короне. 
 Альфвеновские волны в классической МГД были открыты Х. Альфве-
ном в 1942 г. [5]. Отличительная особенность альфвеновских волн состоит в 
том, что они являются точными решениями как линеаризованных в окрест-
ности однородного состояния, так и нелинейных уравнений динамики плаз-
мы (классическая МГД [6], двухжидкостная ЭМГД [7] и т.д.). Это открыва-
ет возможность их глубокого изучения и сравнения предсказаний линейной 
и нелинейной теорий. 
 Нелинейное поглощение альфвеновских волн, рассмотренное в настоя-
щей и более ранних работах, обусловлено диссипативными процессами в 
плазме – магнитной и гидродинамическими вязкостями и теплопроводнос-
тями плазменных компонент, релаксацией температур электронов и ионов, 
а также излучением. В [3, 4] исследована роль тормозного излучения элект-
ронов. В этой работе дополнительно учтены синхротронное и фотореком-
бинационное излучения. Поскольку диссипативные процессы относятся к 
мелкомасштабным, то изучение их для космической плазмы в рамках клас-
сической МГД наталкивается на очевидное препятствие – характерный мас-
штаб длины L в классической МГД обязан удовлетворять условию (очевид-
но, справедливому для космической плазмы) cL  =c/p, где c  – скино-

вая длина, p – плазменная частота, однако на длинах c   диссипативные 

эффекты исчезающе малы. Из этого положения есть два выхода. Либо пе-
рейти к турбулентным МГД-теориям плазмы [8, 9], либо использовать двух-
жидкостное описание на базе теории электромагнитной гидродинамики 
(ЭМГД) плазмы [7], справедливость которого не связана с соотношением 

cL  . Первый путь требует для замыкания уравнений турбулентного дви-

жения вычисления полуэмпирических коэффициентов турбулентности (вяз-
кости и пр. [8]), что для астрофизических задач сделать весьма проблематич-
но. Поэтому ниже отдано предпочтение второму пути. 
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 Для построения математической модели нелинейного поглощения 
альфвеновской волны солнечной короной принят ряд допущений: 
 1) Существует строгая геометрическая граница, отделяющая фотосфе-
ру от солнечной короны, которая ниже предполагается неподвижной плос-
костью, задаваемой в координатах уравнением x=0, слева от которой рас-
положена фотосфера. В частности, солнечная корона заполняет область 
0x<+. 
 2) Плазма фотосферы считается однородной и неподвижной вдоль оси 
x ( const  , constT  , 0xU   – здесь и ниже индексы “ ” относятся к па-

раметрам электронов и ионов), вследствие чего ЭМГД-уравнения в фото-
сфере 0x   допускают точное решение типа альфвеновской волны. В част-
ности, волна, бегущая слева направо, определяет граничное условие на ле-
вой границе 0x   солнечной короны. На правой границе x    ставятся 
условия невозмущённой однородной покоящейся плазмы. 
 3) Плазма в солнечной короне предполагается квазинейтральной и не-
сжимаемой, а в начальный момент времени – неподвижной и однородной с 
теми же параметрами, что у плазмы фотосферы. 
 4) При нагревании солнечной короны возникает поток тепла в область 

0x  , занятую фотосферой. Ниже предполагается, что фотосфера мгно-
венно поглощает это тепло без изменения своей температуры. 
       Гипотеза о несжимаемости плазмы, как известно [10], справедлива, если 

 2 2v ,c   (1) 

где v  – гидродинамические скорости электронов и ионов, c  – их звуковые 

скорости, 1/2( / )Bc k T m   , Bk  – постоянная Больцмана. Как показывают 

расчёты, соотношения (1) в солнечной короне при нелинейном поглощении 
альфвеновской волны выполнены, несмотря на небольшую плотность плаз-
мы – согласно [11], типичные значения плотности плазмы в солнечной коро-

не равны 12 15 310 10 г/см .    Заметим, что в первой работе [2] плазма ко-

роны считалась сжимаемой, а 0xU  . Как показали расчёты, плотность 

плазмы с течением времени остаётся практически постоянной во всей облас-
ти, занятой солнечной короной, за исключением небольшой окрестности 
границы 0x   с фотосферой, где отклонения от константного значения об-
условлены гипотезой 1) о наличии строгой неподвижной границы между 
фотосферой и солнечной короной и являются, по сути, паразитическим эф-
фектом. Простейший способ избавиться от этого эффекта – считать плазму 
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несжимаемой. Для учёта сжимаемости плазмы необходимо либо считать 
границу фотосфера–корона подвижной (и тогда придётся выводить уравне-
ние движения границы), либо считать эту границу проницаемой для плазмы 
фотосферы. Обе возможности ведут к усложнению модели нелинейного по-
глощения альфвеновских волн и нами не рассматривались. 
 В [3, 4] исследовано нелинейное поглощение альфеновских волн с учё-

том тормозного излучения электронов 2constTp n n Z T      (где const  

определяется единицами измерения величин, Z  – степень ионизации ионов) 
и, в частности, зависимость поглощения от частоты альфвеновской волны и 
неоднородности плазмы короны. В настоящей работе дополнительно учи-

тывается фоторекомбинационное излучение 4const /фрp n n Z T      

(где const  также определяется единицами измерения величин [12]) и синх-
ротронное излучение cp , зависящее от магнитного поля [13], 
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где 2 1/2(4 / )pe n e m     – плазменная частота электронов, / ( )ce eH mc   

– циклотронная частота электронов, H  – напряжённость магнитного поля в 
гауссах, T  – электронная температура в градусах Кельвина K ,   – так на-
зываемый “форм-фактор” [13], показывающий, какая доля синхротронного 
излучения покидает плазму, 0 1   . Для типичных параметров солнечной 

короны [11] 1 100ГсH   , 66 10 KT   для любого 0 1  имеем c Tp p , 
и, таким образом, определяющим является фоторекомбинационное и тор-
мозное излучения. Согласно [12], имеем 

 2/ 32 / ,фр Tp p Z T  (3) 

где T  измеряется в электронвольтах. Для невысоких температур порядка 
нескольких тысяч градусов формула (3) даёт завышенное значение отноше-
ния /фр Тp p . В этом случае для вычисления /фр Тp p  следует восполь-

зоваться более простыми аппроксимациями для Тp  и фрp  [14] 
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где n , n  измеряются в 3см , а T   в электронвольтах. Из приведённых 
формул следует равенство 

 3 2/ 3.33 10 / (град).фр Tp p Z T   (3) 
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Равенством (3) следует пользоваться для небольших амплитуд падающей 
альфвеновской волны. Для конечных амплитуд следует использовать соот-
ношение (3). Из (3) и (3) с учётом равенства (эв)T (K) /11600T  следует, 

что при T107 K имеем фр Tp p . Таким образом, в прогретой до значе-

ний ~6106 K солнечной короне фоторекомбинационным излучением можно 
пренебречь. Однако сам процесс разогрева солнечной короны при погло-
щении альфвеновских волн (а значит, финальная температура короны) су-
щественно зависит от фоторекомбинационного излучения. Как показало на-
ше исследование, зависимость поглощения альфвеновской волны от фрp  

чисто количественная. Основные качественные выводы работы [3] остаются 
в силе: (а) поглощённая альфвеновская волна проникает в солнечную коро-
ну на конечную глубину d , которая существенно меньше глубины проник-
новения без учёта фрp , (б) параметры поглощённой альфвеновской волны 

стабилизируются, выходя с течением времени на квазистационарный ре-
жим, параметры которого можно найти решением некоторой краевой за-
дачи на полупрямой для специальной системы обыкновенных дифферен-
циальных уравнений, (в) при учёте фоторекомбинационного излучения 
электронная и ионная температуры заметно уменьшаются по сравнению с 
температурами без учёта фрp  и наличием только тормозного излучения Tp . 
 

2. Основные уравнения 
 Для исследования динамики электронов и ионов используются уравне-
ния несжимаемой электромагнитной гидродинамики (ЭМГД) [3, 7]: 
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Здесь и далее индексы   относятся к параметрам ионов и электронов    

/ ,m e   =++, p=p++p, m=m++m, ,      (   U v ) ,  v  I3 – 
– единичный трёхмерный тензор,   – проводимость плазмы. Тензоры вяз-
ких напряжений с учётом несжимаемости плазмы равны:  

 ( ) ( ) ( )2 D ,    2 D ,     2 D ,U U U U c c
            

 ( ) 2 D ,     2 D ,c c
           (6) 

где D defU  U , D def( / )c j , D def  v  – тензоры деформаций,      , 

         , 2 2
          ,   – гидродинамические вязкости элек-

тронов и ионов. При этом вторые вязкости электронов и ионов считаются 
равными нулю. Учитывая зависимость (см. ниже) проводимости плазмы  , 
гидродинамических вязкостей   и других коэффициентов переноса от 

температур электронов и ионов T , систему (4)–(6) необходимо дополнить 

уравнениями для температур [10] 
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где T фр сp p p p      , ( / )p pc T S T    – теплоёмкость при постоянном дав-

лении,   – теплопроводности электронов и ионов, ( )Q b T T     – тепло, 
передаваемое компонентами плазмы друг другу при упругих столкновени-

ях, Tp , фрp , cp  – потери на тормозное, фоторекомбинационное, синхро-

тронное излучения электронов и ионов. Для идеального политропного газа 
с общим показателем адиабаты   имеем / (( 1) )p Bc k m   const , где Bk  – 

постоянная Больцмана, m – масса частицы газа. Именно этим случаем мы 

ниже ограничимся, считая  ( 1)p Bc k m
   и учитывая выражения гидроди-

намических параметров электронов и ионов через  , U , j: 

 ,      .
 



 
    

 
v U j  (8) 

С учётом зависимостей  ,  ,  , b , Tp  от остальных параметров плазмы, 
прежде всего температур T , приводимых ниже, уравнения (4)–(7) образу-
ют замкнутую определённую систему уравнений относительно  , p , T , 
U, H, E. 
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 Коэффициенты переноса  ,  ,  , b  получаются приближённым реше-

нием кинетических уравнений [15] и для 1Z  считаются равными [15, 18–20] 

 
18 1/2 5/2 18 5/2

7 3/2 40 3 2 3/2

3.44 10 ( / ) ,   1.857 10 ,

0.906 10 ,        1.353 10 ( / ) / ,

m m T T

T b m m T

 
     

   

     

     
 

  1/25 5/2 5 5/20.244 10 , 0.429 10 / ,T m m T 
            

 
4

21 1/2 2B
3 5

4
6.777 10 , ,

3T i e c
k e

p n n T p H T n
m c

  
  


     

где 0T фр cp p p     , T  вычисляются в градусах Kельвина, Tp , cp  – в 
3эрг/(с см ) , а /фр Tp p   вычисляется по формулам (3) и (3). 

 В представленных ниже результатах считалось 0  , поскольку тео-

ретическое значение электронной вязкости, приведённое в данном пункте 
оказалось завышенным. Поглощение альфвеновской волны для реального 
значения электронной вязкости   требует дополнительных исследований. 

      Более подробные формулы для диссипативных коэффициентов см. в [7]. 

3. Альфвеновские волны в ЭМГД 
 В бездиссипативном случае и плоской геометрии ЭМГД-уравнения 
имеют точные решения вида [2] 

 
( ) ,   ( ) ,   ( ) ,   

const,   =const,   0,

i x i x i x

x

U u t e H h t e E e t e

T U

  
  



  
  

 (9) 

которые называются плоскими альфвеновскими волнами. В (9) 0   – произ-
вольное и использованы комплексные обозначения y zU U iU  , yH H   

ziH , y zE E iE   . При этом constxH  , а ( )e t  выражается в явном виде 

через ( )u t  и ( )h t : 

 
2 1v

( ) ( ) ( ) (1 ) ,

/ / ,       / 4 .

x A

p

A x

iH i
e t u t h t r

c

v H



   

 
     

        

 (10) 

Функции ( )u t , ( )h t  имеют вид 

 
1/2

1 2 1 2
(4 )

( ) , ( ) { }.
v

i t i t i t i t

A
u t C e C e h t C e C e      

 


     


 (11) 
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Здесь / pr c   , 1/2 1/2(4 ) ( )p


       – плазменная частота, 1C , 2C  – 

произвольные комплексные константы. Поперечная компонента плотности 

тока y zj j ij    также изменяется по закону ( ) i xj j t e 
  , а 0xj  , где 

( ) ( / (4 )) ( )j t c h t    . Наконец, 

 

1/22 2

2 2 2 2

v 4
( ) .

2 1 (1 ) 1
A r r

r r r
 

             
      

 (12) 

Обратная к формуле (12): 

 

1/22 2
2

2

v v
( ) ,p A p p A

c cc


   
         
 
 

 (13) 

где c c
      для 0xH   и c c

      для 0xH  . 

4. Постановка задачи о пространственном поглощении 
 Пусть плоская альфвеновская волна, бегущая слева направо в области 

0x  , набегает на границу 0x   диссипативной плазмы, заполняющей по-
лупространство 0x  . Дальнейшее распространение альфвеновской волны в 
области 0x   сопряжено с её поглощением, которое и является предметом 
изучения. Из результатов предыдущего пункта следует, что если про-
дольное магнитное поле 0xH  , то частота набегающей альфвеновской 

волны   меняется в диапазоне / 0c xH c
     , а если 0xH   – то в 

диапазоне / 0c xH c
      . Ниже рассматривается первый случай. 

Плазма в области 0x   считается замагниченной покоящейся изотермичес-
кой с заданной плотностью  . Таким образом, в начальный момент времени 
в области 0x   имеем 

 0
0 0 0 00

0, 0, , , 0,xt t t tt
U U T T H             (14) 

где константа   и продольное магнитное поле constxH   такие же, как и в 

области 0x  , откуда набегает альфвеновская волна. 
 Значения параметров диссипативной плазмы на границе 0x   совпада-
ют со значениями на границе 0x   параметров альфвеновской волны, кото-
рые, согласно формулам (9)–(13), равны: 

     
0 00 0

0
00 02

4
, ,

v

, .
1 ( / )

i t i t
x x

A

i t i tx
x x

xp

U U e H U e

iU H c
E e j U e

c Hc

 
  

 
    


  



        
   

 (15) 
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На бесконечности параметры диссипативной плазмы совпадают с парамет-
рами невозмущённой плазмы: 

     00,   0,   ,   0,   0.
x x x x x

U H T T E j              (15) 

Запишем систему (4)–(8) в безразмерном виде в случае плоской симметрии 
( 0y z     ), используя обозначения y zU U U iU   , ,y zH H H iH    

y zE E E iE   , y zj j j ij   , 

 0,x
U U j

H H
t x x x 

    
           

  

 0,       ,
H E H

i j i
t x x

  
  

  
  

 
2 2

2
,x x

E j U j
E iH U H H

x x xx



      

                 
 (16) 
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2 25/2 2
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2 ( 1)
+

      2 Re

(1 1)
      ( 1) 1 ,

2
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k
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T

  
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 



  




                     
                         

 
       

 

 



  

где ,Z Z     1,Z           ,     1/2 1/2( / ) ( / )               ,  

( / ) ( / ) ,
                 5/2 /T R    ,    3/2

0T   ,    5/2( / )C T      , 

а значения 0 , 0C , R , C  для 1Z   равны: 

 

1/2

0 0

1/2

2.59,     0.563 ,    1.108 ,     2.053 ,

2.11 ,     3.7 .

m m
C R R

m m

m m
C C

m m

 
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 

 
 

 

  
          

 
   

 

 

Наконец,  ,  , T  – числа подобия, равные 
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где /c pc   – скиновая длина, 0L , 0 , 0H  и т.д. – характерные масштабы 

длины плотности, напряжённости магнитного поля и т.д. При обезразмерива-
нии считалось 0 0 0/vt L , 0 0 0v v / 4A H   , 0 0 0v /E H c , 0 0 0/(4 )j cH L  , 

2
0 / (2 )A BT v e k  . Для амплитуд 0 1U   надо считать 3.33rk  , для 0 1U   

следует положить 371.2rk   
 Итак, требуется решить начально-краевую задачу для системы (16) на 
полупрямой 0x  : найти функции ( , )H t x , ( , )E t x , ( , )U t x , ( , )T t x , удовлет-
воряющие для 0x  , 0t   уравнениям системы (16), при 0t   – безразмер-
ным начальным условиям 

 0
0 0 0 0

0, 0, 0, , 0,
t t t t

U H E T T x         (17) 

а при 0x   и x    – безразмерным краевым условиям 
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 (18) 

 00, 0, 0, 0, ,
x x x x x

U H E j T T          

причём при 0xH   имеем 1/2( / ) 0xH      , при 0xH   имеем 
1/2( / ) 0xH       . Здесь , , xH R   , 0U C  – безразмерные параметры 

задачи, и в безразмерном виде 

 
2 2 2

( ) .

x xH H

 
    

   
 

 Численный метод решения задачи (16)–(18) подробно изложен в [7], и 
на нём мы останавливаться не будем. 
 

5. Анализ результатов расчёта 
 Рассмотрим результаты расчётов процесса нелинейного поглощения 
альфвеновской волны применительно к параметрам солнечной короны 
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12 3
0 10 г/см  , 0 1гсH  , 1Z  , тогда, согласно п.4, 33 10  , 3T  , скино-

вая длина / 1смc pc   . Желая учесть мелкомасштабные (~ с ) процессы 

при поглощении альфвеновской волны, положим 0 cL   , тогда 1 . Учиты-
ваем оценку толщины плазменной части солнечной короны [3] 300 400км  , 
тем самым действительно будет учтена мелкомасштабная динамика плазмы. 
Для указанных параметров фоновой диссипативной плазмы альфвеновская 

скорость 5
0 0v / 4 2.810A H    см/сек, 6

0 0 0/v / 3.4510 сек,At L c H 
        

3
0 10 KT  . Дебаевский радиус 1/2 1/2 1/2 4

0 0 0 0( ) (2 ) 2 10 см LDr kT n        и 
много меньше шагов использованной разностной сетки, поэтому условие 
квазинейтральности выполнено с высокой точностью. Здесь и ниже 0n   

0 /m , 2 pm m  . 

 Рассмотрим результаты расчётов для амплитуды 0U  поперечной ско-

рости падающей альфвеновской волны, равной 0 0.1U  , при этом 30  , 

1xH   , 3.33rk  . Частота   выбрана в середине интервала возможных 

частот 1/2( / ) 0     . Как видно из представленных графиков (рис.1, 2), 
во-первых, альфвеновская волна проникает в диссипативную плазму на ко-
нечную глубину. Во-вторых, параметры альфвеновской волны выходят с те-
чением времени на квазистационарный режим. В частности, происходит 
стабилизация со временем профилей температур электронов и ионов. 
 Наличие квазистационарного режима объясняется существованием у 

системы (16) квазистационарных решений вида ( )T T x  , ( )i tU e U x , 

( )i tH e H x , ( )i tE e E x , ( )i tj e j x , где   – частота падающей альфве-
новской волны. Подставляя указанные функции в систему (16) и сокращая 

на i te  , получаем систему ОДУ на функции ( )T x , ( )U x , ( )E x  вида 
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с граничными условиями в точках 0x   и x   : 
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 (20) 

 При этом ( / )H dE dx   . Квазистационарные решения, получаемые 
установлением по времени, вероятно, можно получить, решая краевую зада-
чу (19), (20) на (0, ) . Однако проверка этой гипотезы и обсуждение ре-
зультатов расчётов выходит за рамки настоящей работы, поскольку система 
(19), (20) из-за малости   является “жёсткой” и её численное решение тре-
бует особого внимания. 
 На рис.3,4 для U0=0.1 проведено сравнение установившихся профилей 
температур электронов и ионов в случае учёта только тормозного излуче-
ния (сплошная линия) и в случае учёта тормозного и фоторекомбинацион-
ного излучений (пунктирная линия). Синхротронное излучение, как показа-
но во введении, существенного вклада не даёт. Из рис.3,4 видно, что глуби-
на проникновения для электронов и ионов во втором случае на 40% мень-
ше, чем в первом. А максимальная температура электронов и ионов при 
учёте двух видов излучения на 15% меньше. 
 Отметим ещё один эффект: уменьшается скорость процесса установле-
ния профиля температуры электронов для 0 0.1U  . В случае тормозного и 

фоторекомбинационного излучений на процесс стабилизации затрачено в 
40 раз больше времени, чем в случае учёта только тормозного излучения. 
 

  

Рис.1. Процесс установления с течением 
времени профиля температуры 
электронов для U0=0.1. 

Рис.2. Процесс установления с течением 
времени профиля температуры 
ионов для U0=0.1. 
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 На рис.5 представлен процесс установления электронной температуры 
для амплитуды падающей альфвеновской волны U0=1 и отношения pфр/pT, 
вычисляемого по формуле (3). Как показывают расчёты, установление элек-
тронной температуры происходит намного быстрее чем ионной, а величина 
максимума eT  на 16% меньше аналогичной величины в случае отсутствия 

фоторекомбинационного излучения [3]. Кроме того, фоторекомбинацион-
ное излучение существенно в ~6.5 раз уменьшает глубину проникновения 
альфвеновской волны. 
 

   
 

Рис.3. Установившиеся 
профили температур 
электронов с учётом 
излучений для U0=0.1. 

Рис.4.  Установившиеся 
профили температур 
ионов с учётом излу-
чений для U0=0.1. 

Рис.5. Процесс установления 
с течением времени 
профиля температуры 
электронов для U0=1. 

 
6. Заключение 
 В работе показано, что синхротронное излучение не влияет на глубину 
проникновения альфвеновской волны и степень прогрева электронов и ио-
нов диссипативной плазмой. Фоторекомбинационное излучение, напротив, 
с ростом амплитуды падающей волны существенно уменьшает глубину 
проникновения волны и приводит к заметному снижению максимальных 
температур электронов и ионов. 
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