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Проведен теоретический анализ модели двухфазной среды для описания ударно-
волновых процессов в насыщенных газовзвесях при учете хаотического движения и 
столкновений частиц. Определены области гиперболичности и области составного 
типа определяющей системы уравнений. Показано расширение зон гиперболич-
ности относительно бесстолкновительной модели. Представлена приближенная ги-
перболизованная модель, проведено сравнение численных решений задачи форми-
рования ударно-волновых структур различного типа. Установлены свойства схо-
димости численных решений неконсервативных уравнений составного типа с при-
менением монотонизирующих схем Хартена и Джентри-Мартина-Дэйли. Получены 
условия применимости гиперболизованной модели для разных типов течений. По-
казано, что в общем случае анализ ударно-волновых процессов в газовзвесях целе-
сообразно проводить в рамках полной модели.       
 
Ключевые слова: газовзвеси, ударные волны, столкновительная модель, характе-
ристический анализ, математическое моделирование, численное моделирование. 
   
ABOUT QUALITATIVE PROPERTIES OF THE COLLISIONAL MODEL  
FOR DESCRIPTION OF SHOCK-WAVE DYNAMICS  
OF GAS PARTICLE SUSPENSIONS 
 
A.V. Fedorov, T.A. Khmel 
 
Khristianovich Institute of Theoretical and Applied Mechanics SB RAS, Novosibirsk  
 
The theoretical analysis of a model of two-phase medium which takes into account cha-
otic motion and collisions of particles for the description of shock-wave processes in 
dense gas particle suspensions is presented. Domains of hyperbolicity or composite type 
of the governing system of equations are determined. The expansion of the hyperbolicity 
zones with respect to the collisionless model is shown. An approximate hyperbolized 
model is presented, and comparative analysis of numerical solutions of the problem of 
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the formation of shock-wave structures of various types is performed. The convergence 
properties in numerical simulations of non-conservative equations of composite type with 
the use of monotonizing schemes of Harten and Gentry-Martin-Daly are established. 
Conditions for the applicability of a hyperbolized model for different types of flows are 
obtained. They indicate that in general it is advisable to analyze the shock-wave proc-
esses in gas particle suspensions within the framework of the full model. 
 

Key words: gas suspension, shock waves, collision model, characteristic analysis, 
mathematical modeling, numerical simulation. 

 

1. Введение  
 Теоретические исследования течений газовзвесей мелких твердых час-
тиц проводятся, как правило, в рамках моделей механики гетерогенных 
сред [1-5]. Для конечных объемных концентраций частиц необходим учет 
объема, занятого дискретной фазой, и контактных взаимодействий частиц 
между собой [2]. Для анализа ударно-волновых процессов в насыщенных 
сжимаемых средах были развиты различные подходы, учитывающие давле-
ние в фазе частиц. Широко известная модель двух сжимаемых сред с замы-
кающим уравнением релаксационного типа для давлений была предложена 
в работе Баера-Нанзиато [6] и использовалась в [7-11]. Модели порошковых 
сред с полуэмпирическими соотношениями для давления в фазе частиц раз-
вивались в [12-19]. Если частицы несжимаемы (собственная плотность по-
стоянна), то давление в дискретной фазе обусловлено только их столкнове-
ниями друг с другом. В [20,21], по-видимому, впервые предложен кинети-
ческий подход для описания усредненных параметров гранулярной среды 
при учете хаотического движения частиц и их случайных столкновений. 
Применительно к многофазным средам, давление, порождаемое контакт-
ными взаимодействиями частиц, вводится на основе различных представ-
лений в моделях [17-19,22]. В [23,24] применительно к описанию ударно-
волновых течений развита модель столкновительной газовзвеси на основе 
молекулярно-кинетических подходов теории гранулированных материалов, 
предложенных в [25-27] и учитывающих столкновения неупругих шерохо-
ватых несжимаемых частиц. Модель [23,24] верифицирована по данным из-
мерений скорости звука (скорости распространения фронта волны разреже-
ния) в засыпках при разрушении камеры высокого давления [28]. Влияние 
столкновительной динамики частиц на структуры ударных и детонацион-
ных волн и процессы диспергирования исследовано в рамках этой модели в 
[29-32].  
 Для обоснования корректности постановок задач необходимо знать тип 
системы определяющих уравнений. Газовзвеси твердых частиц малых объ-
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емных концентраций описываются системой уравнений Эйлера, приводи-
мой к консервативной форме, с одним давлением, входящим только в урав-
нения газовой фазы. Такая система является вырожденной гиперболиче-
ской: для фазы частиц определяется одно собственное число кратности 3 
(=u), порождающее лишь два независимых собственных вектора и один 
присоединенный [33]. При учете столкновительного давления и, соответст-
венно, конечной скорости звука в дискретной фазе с > 0, собственные числа 
различны: 1,2 u c   , 3 u  , что снимает вопрос о вырожденности.  

 Однако для конечного объема, занятого частицами (с учетом сил Ар-
химеда), уравнения не приводятся к консервативной форме и в общем слу-
чае являются уравнениями составного типа. Вопрос о корректности поста-
новок начально-краевых задач для таких систем до сих пор является откры-
тым. Тем не менее, применение для систем уравнений составного типа в [30-
32] численных алгоритмов на основе разностных схем с монотонизирующи-
ми операторами оказалось успешным, как и для слабозапыленной среды [33]. 
 Существует ряд моделей механики многофазных сред, основные урав-
нения которых являются гиперболическими. Это достигается за счет введе-
ния в уравнения дополнительных дифференциальных членов, отражающих 
межфазное взаимодействие [34,35], или дополнительных релаксационных 
уравнений [6,36]. В некоторых случаях возможно исключение малых диф-
ференциальных членов, линейно зависящих от объемных концентраций час-
тиц [9].  
 Анализ условий гиперболичности систем уравнений для бесстолкнови-
тельной динамики газовзвесей конечных объемных концентраций прово-
дился в ряде работ в различных асимптотических приближениях, в частно-
сти, в [37,38]. В диссертации Казакова Ю.В. [39] области течения, в кото-
рых уравнения гиперболичны, были определены в общем виде условием 

1/3
1 2 1 11 2 22 11 ( / )u u c m m     , где 1c  – скорость звука в газе, 11 22,   – 

собственные плотности, m1,m2 – объемные концентрации газа и частиц. 
 Представляет интерес модификация этих условий для модели, учиты-
вающей столкновения частиц. В настоящей работе на основе характеристи-
ческого анализа определены условия гиперболичности системы уравнений 
столкновительной газовзвеси конечных объемных концентраций. Также ме-
тодами численного моделирования одномерных нестационарных течений 
проведено сравнение ударно-волновых структур различного типа, опреде-
ленных в рамках  модели [24] и в рамках приближенной модели, уравнения 
которой гиперболичны. 
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2. Столкновительная модель динамики газовзвеси твердых частиц 
 Основные уравнения столкновительной двухфазной среды типа газ– 
твердые (несжимаемые) частицы вытекают из законов сохранения массы, 
импульса и энергии каждой из фаз и в случае одномерных течений имеют 
вид [24] 
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.  

Система замыкается уравнениями состояния 

 2
1 1 1 1 / 2vE c T u  ,   2

2 2 2 2 / 2v cE c T u e Q    ,   2 2 2 1 cm p m p p  , 

 2 2 20.5 [1 2(1 ) ( )]c t cp m g m e      ,   *4 /3 1
2 2 *( ) [1 ( / ) ]mg m m m    

и алгебраическими соотношениями для параметров , ,J f Q , определяющих 
законы массообмена, теплообмена и силового взаимодействия фаз. Здесь 

1 2,   – средние плотности, 2m , 1 21m m   – объемные концентрации, 

1 11 1m   , 2 22 2m   , 22 const  , 1 2,u u  – скорости, 1 2,T T  – температуры 
фаз. Столкновительное (гранулярное) давление cp  пропорционально энер-

гии хаотического движения частиц 2

1
0.5 ( ) /

N

c i
i

e u N


  , где iu  – пульсация 

скорости i-й частицы, N  – число частиц в единице объема. 
 Параметры, задающие столкновительную динамику частиц: , , ,t   *,m  

0I  определены в [24]. Константы , ,t   зависят от формы частиц, коэффи-

циента шероховатости и свойств упругости (реституции) материала частиц, 

*m  – предельная объемная концентрация плотной упаковки.   
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 Левая часть уравнений (1) представлена в консервативном виде, в пра-
вой части присутствуют члены вида 1 2( / )p m x   и 1 2 2( / )p m u x  , таким об-

разом, система не приводится полностью к консервативной форме. Анало-
гичные уравнения бесстолкновительной модели при 0cp  , 0ce   пред-

ставляют собой в общем случае систему составного типа. Ниже проведен 
анализ уравнений при наличии ненулевого столкновительного давления.    
 

3. Характеристический анализ системы уравнений столкновительной 
газовзвеси  
 Для простоты рассмотрим изотермический случай. Основные уравне-
ния можно представить в виде 
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. (2) 

Здесь 1 2 1 2{ , , , , }cU m u u e   – вектор решения. Вектор F  не содержит произ-
водных и определяется законами массообмена и силового взаимодействия 

фаз. Замыкающие соотношения модели: 2
1 1,0 1 11 11,0( )p p c    , где 1c   

замороженная скорость звука в газе.  
 Тип системы зависит от числа вещественных корней уравнения 
det{ ( ) } 0A U E    (Е – единичная матрица). Определитель этой матрицы 

может быть представлен в виде  

 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 1 1 1 1 2 1 2( ){( ) [( ) ] ( ) [ ] }u u u c u c c c c            ,  

где 11 2 22 1/ ( )m m    , 2
2 2 2[ ( ) / ] cc Gd Gm dm G e    – скорость звука в изо-

лированной гранулированной среде (замороженная скорость звука в фазе 
частиц) [23,24].  
 Бесстолкновительная модель. При 2 0c   условия гиперболичности 

определены в асимптотическом приближении ( 1 ) в [37,38]. Для конеч-
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ных значений   условия представлены в [39] и имеют вид 1 2u u   

1/3
1 1c   . При выполнении обратного неравенства система является 

системой составного типа. 
 Столкновительная модель. Как можно заметить, один из корней ха-
рактеристического уравнения det{ ( ) } 0A U E    всегда вещественный: 2u . 

Это означает, что областей эллиптичности не имеется, система либо гипер-
болична, либо составного типа. Остальные решения являются корнями урав-
нения  

 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 1 2 1 2( ) ( ) ( )( ) ( ) 0u u c c u c u c c             .   (3) 

 Гиперболизованная столкновительная модель. Одним из способов 
гиперболизации уравнений (1) модели [24] является исключение дифферен-
циальных членов 1 2( / )p m x   и 1 2 2( / )p m u x  , что допустимо при малых 

градиентах концентраций и скоростей. Подобное приближение принима-
лось в [9] при моделировании детонационных течений в гранулированных 
материалах. При этом упрощении соответствующая уравнению (2) матрица 

( )A U  приобретает более простой вид  
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. (4) 

Характеристическое уравнение отвечает случаю 0  , для которого при 

2 0c   определяются пять различных собственных чисел: 1,2 1 1u c   , 3,4   

2 2u c  , 5 2u  . Таким образом, в данном приближении система является 
гиперболической. 
 Скоростное равновесие. Для общего случая системы (2) в случае ло-
кального (или глобального) скоростного равновесия 1 2u u  уравнение (3) 

сводится к следующему:  

 4 2 2 2 2 2
1 2 1 2( ) [ (1 ) ]( ) 0u c c u c c          . (5) 

 Можно показать, что дискриминант уравнения (5) всегда больше нуля 
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2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 2 2
1 2 1 2 1 2 1 1 2[ (1 ) ] 4 [ ] (2 ) 2 0D c c c c c c c c c             . Таким обра-

зом, в точках 1 2u u  система (1) гиперболична как в бесстолкновительной 

динамике (c2=0), так и в столкновительной (c2>0) без учета объема (=0) и 
при учете (>0). 
 Общий случай столкновительной модели 2 0c  , 1 2u u . Введем но-
вую переменную: 1 20.5( )u u     и обозначим 1 20.5( )u u   . В этих 
переменных уравнение (3) имеет вид 

 2 2 2 2 2 2
1 2 1[( ) ][( ) ] ( )c c c          .  (6) 

 Проанализируем уравнение (6). Обозначим 2 2
1_ [( ) ]g c      

2 2
2[( ) ]c    , 2 2

1( ) ( )g c      . В левой части уравнения полином 4-
й степени, в правой – второй, т.е. на плюс-минус бесконечности функция 
слева всегда больше функции справа. Полином слева ( )g   пересекает ось 
абсцисс в четырех точках: 1c  , 1c  , 2c   , 2c   . По-
лином справа ( )g   касается оси абсцисс в точке   .  
 Рассмотрим четыре области течения по относительной скорости фаз: 
сверхзвуковую 1 2 1u u c  , 1 2 2u u c   (А), дозвуковую 1 2 1u u c  , 

1 2 2u u c   (B) и две межзвуковых: 1 1 2 2c u u c    (С) и 2 1 2 1c u u c    (D).  

 Область А. Характерное поведение функций ( )g   и ( )g   в сверх-

звуковой области 1 2 1u u c  , 1 2 2u u c   показано на рис.1. Функция 

( )g   всегда положительна, касается оси в точке    и растет при 

  как 2 . Функция ( )g   при   растет как 4 , а в точках при 

   она отрицательна. Таким образом, вне интервала ( ,  ) всегда 
имеется две точки пересечения этих функций. Еще две точки пересечения 

существуют при условии *( )g  > *( )g  , где *  – некоторая точка внутри 

указанного интервала. Необходимое и достаточное условие получается при 
* , определяемой из условия касания кривых, т.е удовлетворяющей усло-

виям *( )g  = *( )g  , *( )g  = *( )g  . Близким к этому достаточным ус-

ловием является (0)g > (0)g , т.е. 2 2 2 2 2 2
1 2 1[ ][ ]c c c       

 2 2 2 2 2
1 2 1 2/ 4c c c c   , 2 2 2 2

1 2 1/ 4c c c   или 

 1 2 2u u c  , 1
1 2 2 2

1 2/ 1

c
u u

c c
 

 
. (7) 
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 При 2 0c   неравенства (7) выполняются во всей области (при u1=u2 

имеет место равенство, этот случай рассмотрен выше). При 1 2 1u u c   вто-

рое условие (7) заведомо выполняется, если 2 2
2 1/c c  , то второе условие 

приближается к 1 2 1u u c  . 

 
 Рис.1. Характерное поведение функций ( )g   и ( )g   при 1 2 1u u c  , 1 2 2u u c  . 
 

 Кроме того, на участке     должны быть две точки пересечения 

функций g  и g . Так как на концах интервала g g  , то это условие эк-
вивалентно тому, что минимум функции g  меньше минимума функции g  

(который равен 2 2 4
1 21 /c c  ). Точка минимума определяется из условия  
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2 1( / )c c   , 
3 2

1
2

( 1)
min

4

c
g

 



.  

 Условие min ming g   приводит к  

 4 2 3 2 2 2
1 1 24 ( 1) 4 0c c c       .  (8) 

 Покажем, что дискриминант этого уравнения всегда положителен.  

 6 4 2 2 4 3 3
1 1 2 1 2 1 2 1( 1) 64 [( 1) 8 / ][( 1) 8 / ] 0D c c c c c c c c            . 

 Знак дискриминанта определяется знаком множителя 3( 1)D    
3/28( ) , что, в свою очередь, определяется знаком величины * 1D      

1/22( )  , т.к. 0 . Поскольку всегда справедливо 2 2 1 4       при 

0  , то 1/2* 1 2( ) 0D       . Таким образом, неравенство (8) будет вы-
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полняться при 2 3 2
10.125[( 1) ]c D      или 2 3 2

10.125[( 1) ]c D     , 
что эквивалентно  

 3 6 21
1 2 2 1( 1) ( 1) (8 / )

2

c
u u c c              либо 

 3 6 21
1 2 2 1( 1) ( 1) (8 / )

2

c
u u c c        . 

При этом должны также выполняться условия (7). Таким образом, одна из 
областей гиперболичности определяются одновременным выполнением ус-
ловий 

 1 2 2u u c  , 1
1 2 2 2

1 2/ 1

c
u u

c c
 

 
 и 

либо 3 6 21
1 2 2 1( 1) ( 1) (8 / )

2

c
u u c c        , (9) 

либо 3 6 21
1 2 2 1( 1) ( 1) (8 / )

2

c
u u c c        , 2 2 1/3

2 1( / )c c   .  

 Заметим, что при 2 0c   (отсутствии столкновений) условия трансфор-

мируются в 3/2
1 2 1( 1)u u c    , где 1/3   , т.е. 2 2 1/3 3

1 2 1 (1 )u u c    , 

что совпадает с условием гиперболичности, полученным в [39]. Близкое к 

этому условие имеет место также при 2 1/c c   , когда 1/3   . 

 Если выполняется обратное неравенство 2 1/ 1c c  , то   
2/3 2/3

2 1/ 1c c  , тогда условие 3/2
1 2 2 /u u c    принимает вид 1 2 1u u c   

и совместимо только с условием  

 1 2u u 3 6 21
2 1( 1) ( 1) (8 / )

2

c
c c       ,  

которое также близко к 1 2 1u u c  . 

 Для конечных 2 1/c c  и малых   можно положить 2 1/c c  , 
2/3 2/3

2 1/c c  . В этом случае одна из областей гиперболичности (сверхзву-
ковая) определяется асимптотическим по   условием 

 1 2 1 2 1max{ , , }u u c c c   , 3 6 2
2 1

1
( 1) ( 1) (8 / )

2
c c        . (10) 

 Заметим, что 3/2( 1)    , т.е. для умеренных значений 2 1c c  условие 
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(10) является более мягким, чем 3/2
1 2 1( 1)u u c     при отсутствии столк-

новений.  
 Таким образом, с введением дополнительного давления в дискретной 
фазе «сверхзвуковая» область гиперболичности расширяется. 
 Область B. Рассмотрим случай 1 2 1u u c  , 1 2 2u u c  . На рис.2 по-

казано характерное распределение функций ( )g   (сплошная линия) и 

( )g   (штриховая линия), тонкая линия – нуль. Две крайних точки пересе-

чения функций ( )g   и ( )g   обусловлены их разными асимптотиками, а 

также тем, что ( )g   пересекает нулевую линию в 4-х точках. Две средние 

точки обусловлены тем, что значение функции ( )g   в точке    
2 2 2

1 2( ) [ 4 ]g c c      при 1 2 2u u c   всегда больше нуля. 

  
Рис.2. Характерное поведение функций  

           ( )g   и ( )g   при 1 2 1u u c  ,  

           1 2 2u u c  . 

Рис.3. Характерное поведение функций ( )g    

            и ( )g   при 1 1 2 2c u u c   . 

 Область С. В случае 1 1 2 2c u u c    нетрудно убедиться, что, кроме 

крайних точек пересечения, обусловленных асимптотиками, всегда есть две 
промежуточные точки пересечения (рис.3). Здесь в точке    функция 

2 2 2
1 2( ) [ 4 ]g c c      всегда больше нуля, т.к. 1 2 2u u c  , как и в случае 

B. Таким образом, объединяя случаи B и C, можно утверждать, что при 

1 2 2u u c   система всегда гиперболична. Это существенно отличает дан-

ную модель от бесстолкновительной динамики, где в дозвуковых областях 
при 1 2 1u u c   уравнения всегда являются системой составного типа. 

 Область D. Наконец, при 2 1 2 1c u u c    две промежуточные точки 

пересечения функций ( )g   и ( )g   существуют только при достаточно 

малых значениях параметра  . Характерное поведение функций показано 

на рис.4. Точная граница определяется из условия касания кривых ( )g   и 

( )g   в окрестности точки локального максимума функции ( )g   (условие 
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в квадратурах имеет очень громоздкий вид). Приближенным достаточным 
условием является ( )g  > ( )g   при   , что приводит к простому не-

равенству 2 2
1 2 1 2 1 2/u u c c c c    . Таким образом, при 2 1 2c u u    

2 2
1 1 2/ / 1c c c    система также гиперболична (область ненулевая при 

условии 2 2
2 11 /c c   ). 

 
Рис.4. Характерное поведение функций ( )g   и ( )g   при 2 1 2 1c u u c   . 

 

 Таким образом, суммируя вышесказанное, области гиперболичности 
системы определяются следующим образом. В сверхзвуковой области от-
носительного движения частиц 1 2 2u u c   достаточным условием является 

одновременное выполнение двух неравенств: 3/2
1 2 2 /u u c   , где    

2 2 1/3
2 1( / )c c   , и либо 

 3 6 21
1 2 2 1( 1) ( 1) (8 / )

2

c
u u c c        ,  

либо 3 6 21
1 2 2 1( 1) ( 1) (8 / )

2

c
u u c c        .  

 В дозвуковых и промежуточных областях достаточное условие:  

 1 2 2u u c   либо 1
2 1 2 2 2

1 2/ 1

c
c u u

c c
  

 
. 

 Полученные условия свидетельствуют о том, что с введением допол-
нительного давления столкновений и наличия обусловленной им ненулевой 
скорости звука в дискретной фазе область гиперболичности системы, в 
сравнении с уравнениями бесстолкновительной смеси, существенно расши-
рилась. Областей эллиптичности, как и в бесстолкновительной смеси, здесь 
не имеется, а вне зон гипербличности система является системой составно-
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го типа. Как известно (и также показано в [39]), рассмотрение полной (не-
изотермической) модели не вносит дополнительных условий негипербо-
личности (т.к. уравнение для температуры может быть записано вдоль уже 
известной характеристики). Поэтому полученные в работе выводы распро-
страняются и на полную систему уравнений с учетом теплообмена фаз. 
 

4. Моделирование ударно-волновых структур в столкновительных га-
зовзвесях 
 Сравнение решений, отвечающих полной модели составного типа (1), и 
решений приближенной гиперболизованной модели, полученной исключени-
ем из уравнений (1) дифференциальных членов 1 2( / )p m x   и 1 2 2( / )p m u x  , 

будет проводиться на основе численного моделирования распространения 
ударных волн.  
 Физическая постановка задачи и метод решения. Рассматривалось 
взаимодействие плоской ударной волны с облаком газовзвеси в одномерной 
постановке, как и в [29]. В зависимости от параметров среды и амплитуды 
инициирующей УВ в облаке столкновительной газовзвеси могут формиро-
ваться различные типы волн. Теоретически в среде с двумя давлениями 
возможны следующие комбинации ударных волн: однофронтовые структу-
ры с лидирующим скачком в одной из фаз и последующей зоной релакса-
ции и двухфронтовые структуры с лидирующим скачком в одной из фаз и 
вторичным скачком параметров другой фазы в зоне релаксации. Подобные 
однофронтовые и двухфронтовые структуры наряду с дисперсионными вол-
нами описаны для упрощенных моделей (с постоянными значениями скоро-
сти звука в каждой фазе) в [40-41].  
 Для численного решения использовался метод, развитый для расчетов 
детонационных процессов в слабозапыленных взвесях и основанный на 
применении схемы Хартена класса TVD для газовой фазы и схемы Джент-
ри-Мартина-Дейли для частиц [33]. Дополнительные недивергентные чле-
ны аппроксимировались следующим образом: значения 1p  брались в цен-

тральной точке, а производные 2 2 /m u x   и 2 /m x   аппроксимировались 

соответственно шаблону схемы Джентри-Мартина-Дэйли.  
 Свойства сходимости численного алгоритма для решения уравнений 
(1), т.е. полной модели составного типа, продемонстрированы на рис.5 как 
решения на последовательности вложенных сеток. Также на рис.6 показаны 
решения на несколько последовательных моментов времени, свидетельству-
ющие об устойчивом стационарном распространении ударно-волновой 
структуры. Приведены данные для взвеси частиц 10 мкм при начальной 
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плотности облака 20 10.8 кг/м3, начальной энергии хаотического движе-

ния частиц 0ce   0.005 м2/мс2 и отсутствии ее диссипации 0I =0 и амплитуде 

инициирующей УВ с числом Маха M=3. При этих параметрах в облаке ус-
танавливается двухфронтовая структура с лидирующим скачком в газе. 
Можно заметить пик параметров частиц малой амплитуды в хвостовой час-
ти столкновительного скачка (профили скоростей, рис.5а), который не свя-
зан с наличием дополнительных членов в уравнении, нарушающих их ги-
перболичность, т.к. аналогичное поведение наблюдается и в расчетах по ги-
перболизованной модели. По-видимому, это некоторый схемный эффект, 
обусловленный применением аппроксимаций Джентри-Мартина-Дэйли к 
разрывным решениям. На профилях температур (рис.5б) можно видеть, что 
вторичный скачок сопровождается изломом в распределении температуры га-
за, но температура частиц при этом непрерывна и меняется гладким образом.  
 

   
а)                                                                                            б) 

Рис.5.   Сравнение решений на последовательности вложенных сеток. 
 

 
Рис.6.   Устойчивое распространение ударно-волновой структуры. 

 

 Скорость распространения установившейся структуры на сетках с ша-
гом 0.0003 м, 0.00015 м и 0.000075 м определяется соответственно 502.5 
м/с, 501.7 м/с и 501.3 м/с. Также из рис.5 видно, что с уменьшением шага 
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сетки решения сближаются, фронты становятся все более резкими. При ша-
ге dx= 0.000075 м на фронт приходится примерно 3–4 узла. Расчеты распро-
странения ударно-волновых структур не выявили свойств неустойчивости 
решений полной модели составного типа (рис.6).   
 

 Результаты расчетов распространения волн различного типа. Срав-
нение численных результатов для полной и гиперболизованной моделей 
проводилась для взвеси частиц алюминия диаметром 10 мкм, шаг сетки 
принимался 0.0001 м.  
 Дисперсионные волны реализуются при малых значениях амплитуды 
падающей волны и достаточно низких значениях плотности облака частиц 
(в [29] не анализировались). Структура дисперсионной волны характеризу-
ется плавным изменением параметров каждой из фаз от одного (начально-
го) до другого (конечного) равновесных состояний. На рис.5а приведен 
пример стационарной дисперсионной волны в газовзвеси частиц диаметром 
10 мкм начальной плотности 20 10.8 кг/м3 и скорости УВ в облаке 

D 230 м/сек. Здесь и далее сплошные и штриховые линии относятся к рас-
четам по полной и гиперболизованной модели соответственно.   

       
а)                                                                                б) 

Рис.7. Профили плотностей фаз в дисперсионной волне (а) и волне со скачком в газе (б). 
 

 Ударные волны со скачком в газе формируются при вхождении в обла-
ко достаточно сильной УВ (рис.7б, 20 8.1 кг/м3, D 845 м/сек). Расчеты в 

рамках обеих моделей показали заметные расхождения при значениях плот-
ности частиц более 100 кг/м3 (рис.7б). 
 Ударные волны с лидирующим скачком в дискретной фазе и непре-
рывным распределением параметров газа описаны в [29]. Амплитуды скач-
ка определяется параметрами столкновительной динамики частиц, в зоне 
релаксации меняются только параметры газа и температура (тепловая ха-
рактеристика) фазы частиц. Расчеты по двум моделям показали практиче-
ски идентичные результаты, что видно из сравнения сплошных и штрихо-
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вых линий на рис.8 ( 20 24.3 кг/м3, 0ce   0,  D 1.17 км/сек).  

         
а)                                                                                 б) 

Рис.8.   Однофронтовая структура с лидирующим скачком в дискретной фазе. 
 

 Ударные волны с лидирующим скачком в газе и вторичным скачком в 
дискретной фазе могут формироваться как промежуточные структуры при 
переходе к однофронтовым структурам второго типа, а также как стацио-
нарные структуры в очень узкой области значений параметров. Пример та-
кой структуры показан на рис.9а ( 20 27 кг/м3, 0ce   0, D 513 м/сек). 

Здесь, так же, как и для однофронтовых структур первого типа, расчеты по 
двум моделям показали значительное расхождение в определении 2 . 

          
а)                                                                           б) 

 Рис.9. Двухфронтовые структуры с лидирующим скачком в газе (а) и в дискретной  
 фазе (б). 
 

 Пример ударной волны с лидирующим скачком в дискретной фазе и 
вторичным скачком в газе представлен на рис.9б ( 20 2.7 кг/м3, 0ce   

=0.005 м2/мс2, D 1.26 км/сек). Внутренний скачок в газовой фазе характе-
ризуется разрывом как плотности и скорости, так и температуры газа. Тем-
пература частиц во всех случаях меняется непрерывным образом. Как вид-
но, сплошные и штриховые линии на рис.8 и рис.9б сливаются, то есть для 
этих типов волн две модели дают идентичные результаты.  
 В целом, учитывая расхождения численных решений для волн первого 
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типа (рис.7б и рис.9а), приближенная гиперболичная модель может быть 
применима лишь к очень ограниченному классу течений либо слабозапы-
ленной среды, либо для моделирования волн второго типа с лидирующим 
скачком в дискретной фазе. Последние реализуются в средах с высоким 
уровнем пульсационного движения частиц при условиях очень малой дис-
сипации столкновительных характеристик, т.е. почти идеальных столкнове-
ниях крупных частиц, что редко реализуется физически. Таким образом, 
учитывая, что численные расчеты в рамках полной модели составного типа 
продемонстрировали свойства устойчивости и сходимости решений, ее уп-
рощение с целью гиперболизации для решения данного класса задач не 
представляется целесообразным.     
 

5. Заключение   
 В работе проведен анализ модели, описывающей ударно-волновые про-
цессы в газовзвесях твердых частиц с учетом влияния объема частиц и их 
столкновительной динамики. 
 На основе характеристического анализа определяющей системы урав-
нений получены достаточные условия гиперболичности. Показано, что на-
личие давления, генерируемого столкновениями частиц, и ненулевой ско-
рости звука в дискретной фазе приводит к значительному расширению об-
ласти гиперболичности системы, в сравнении с уравнениями бесстолкнови-
тельной среды. Области эллиптичности отсутствуют. Вне зон гиперболич-
ности система является системой составного типа. 
 Методами численного моделирования одномерных нестационарных те-
чений с применением схемы TVD и Джентри-Мартина-Дэйли исследовано 
формирование и распространение ударно-волновых структур различного ти-
па. Продемонстрированы свойства сходимости решений системы составно-
го типа и устойчивого распространения ударно-волновых структур. 
 Проведено сравнение результатов, определенных в рамках полной и 
приближенной гиперболизованной моделей. Установлено, что модели дают 
идентичные результаты для дисперсионных волн и однофронтовых и двух-
фронтовых структур с лидирующим скачком в дискретной фазе. Для удар-
но-волновых структур с лидирующим скачком в газе при увеличении плот-
ности до значений порядка 100 кг/м3 расхождения по двум моделям значи-
тельны.  
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