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Рассмотрена система «паразит-хозяин» с двумя вариантами возбудителя инфекци-
онного заболевания, имеющих полный перекрестный иммунитет, причем один из 
вариантов может с некоторой вероятностью переходить в другой. Данная система 
соответствует эпидемическому процессу возбудителя инфекционного возбудителя, 
имеющего антибиотикоустойчивый вариант. Исследован характер поведения реше-
ний. Доказано, что для основного случая имеется единственное нетривиальное ста-
ционарное решение, являющееся глобальным аттрактором. Получена скорость экс-
поненциального приближения малых отклонений к стационарному решению. 
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The system of "parasite-host" with two different infectious agents with a full cross-
protection, and one of the options may vary in other. This system corresponds to the epi-
demic process of pathogen infectious agent having antibiotic-persistent option. The char-
acter of the behavior of solutions was studied. It is proved that the main case is a unique 
non-trivial steady-state solution, which is a global attractor. For small deviations ob-
tained exponential speed reduction ratio deviations morbidity two options. 
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1. Введение 
 В последние годы все больше внимания уделяется проблеме антибио-
тикоустойчивых вариантов возбудителей [1]. Ввиду широкого и не всегда 
оправданного использования антибиотиков возбудители вырабатывают ус-
тойчивость к ним, причем появление антибиотикоустойчивых вариантов 
идет быстрее, чем разработка новых антибиотиков. Доля случаев заболева-
ния, вызванная антибиотикоустойчивыми вариантами, растет, что вызывает 
существенные сложности в лечении больных. 
 Для анализа ситуации используются в том числе и математические мо-
дели [2-6]. Однако недостатком имеющихся работ является то, что в подав-
ляющем большинстве их авторы концентрируются на конкретной ситуации 
с данным заболеванием в данной популяции, пытаясь подобрать параметры 
модели, описывающие имеющуюся динамику, и получить прогноз. В этой 
ситуации представляет интерес исследовать ситуацию в целом, проанализи-
ровав динамику общей модели без жесткой привязки к конкретным значе-
ниям параметров [7]. 
 
2. Модель эпидемического процесса с антибиотикоустойчивым и анти-
биотикочувствительным вариантами возбудителя 

 2.1. Описание модели. Пусть имеется два варианта возбудителя, вто-
рой из которых устойчив к некоторому используемому антибиотику. Меха-
низм устойчивости может быть разный – как наличие специфического гена, 
так и плазмида. 
 Так как любые дополнительные гены (включая внехромосомные эле-
менты) – это дополнительная нагрузка, то при отсутствии антибиотиколе-
чения контагиозность (заразительность) устойчивого варианта должна быть 
ниже. 
 Появление антибиотикоустойчивого варианта возможно в виде мало-
вероятной мутации. 
 Жизненный цикл возбудителя инфекционного заболевания включает в 
себя несколько стадий:  

1) нахождение в организме хозяина, при котором число микробов (бак-
терий или вирусов вначале растет, а потом, после включения специфи-
ческого иммунитета, падает и сходит до нуля); 
2) нахождение во внешней среде; 
3) внедрение в организм нового восприимчивого хозяина. 

 Наибольшее число микробов (бактерий или вирионов) – на первом эта-
пе, поэтому основных мутаций надо ожидать именно там. Наименьшее чис-
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ло – на третьем, сразу после прохождения барьеров неспецифического им-
мунитета и внедрения в организм. В связи с этим мы будем считать, что по-
сле внедрения возбудителя в организм нового хозяина он «получает» один 
из двух вариантов. При этом вероятность мутации из неустойчивого в ус-
тойчивый штамм на этапе заболевания зависит от того, проводилось ли ан-
тибиотиколечение или нет. 
 В рамках рассматриваемой задачи будем считать, что заболевание вы-
зывает устойчивый пожизненный иммунитет с перекрестным иммунитетом 
между двумя вариантами, а также что популяция хозяев гомогенна, не име-
ет возрастной и пространственной структуры, бесконечно велика и не имеет 
каких-то подгрупп и различий.  
 Так как все члены популяции идентичны и могут быть в одном из че-
тырех состояний: «восприимчивый», «инфицированный чувствительным ва-
риантом», «инфицированный устойчивым вариантом» и «переболевший (не-
восприимчивый)», то текущее состояние системы полностью задается доля-
ми популяции, находящимися в любых трех из них. 
 Пусть I1 и I2 – доля инфицированных восприимчивым и невосприимчи-
вым к антибиотику вариантами, а S – доля восприимчивой части популя-
ции. Тогда динамика системы задается уравнениями: 

 

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 1

1 1 2 2

/ ,

/ ,

( ) (1 ),

dI dt SI I mI

dI dt SI I mI

dSdt S I I S

   
    
        

 (1) 

где  ( 1,2)i i   – интенсивность потока заражения соответствующим вари-
антом, m  – вероятность мутации,   – интенсивность потока обновления. 
 Уравнения (1) является обобщением известной модели Кермака  Мак-
Кендрика (в частности, [8]) динамики системы «паразит-хозяин» для инфек-
ционных заболеваний с напряженным пожизненным иммунитетом. В ней 
1/β  средняя продолжительность заболевания (точнее, периода времени от 
инфицирования до прекращения выделения возбудителя), 1/  средняя про-
должительность жизни, а R=/ задает контактное число, являющееся ана-
логом «basic ratio index» в популяционных моделях, т.е. отношение рождае-
мости и смертности при максимально благоприятных условиях. Контактное 
число R равно среднему количеству лиц, инфицируемых одним инфициро-
ванным. Если R < 1, то активности механизма передачи для данных условий 
недостаточно, чтобы возбудитель мог «укорениться» в данной популяции, и 
заносные случаи хотя и могут вызывать цепочки повторных случаев, однако 
приводят к прекращению циркуляции возбудителя, так как даже при отсут-
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ствии коллективного иммунного статуса заболеваемость будет экспоненци-
ально уменьшаться. Если же R > 1, то занос возбудителя в популяцию из 
восприимчивых особей приводит к массовой заболеваемости, так как забо-
леваемость будет расти до тех пор, пока в популяции не сформируется дос-
таточно высокий уровень коллективного иммунного статуса, при котором 
значительная часть популяции будет уже невосприимчива из-за того, что 
она инфицирована или уже переболела. 
 При R>1 у системы Кермака  Мак-Кендрика имеется единственное не-
тривиальное стационарное решение 1 / ,   ( / )( 1) /S R I R R     , к которо-

му стремятся все решения с ненулевой начальной долей инфицированных. 
 В рассматриваемом случае система Кермака  Мак-Кендрика обобще-
на на случай двух вариантов возбудителя, поток интенсивности выздоров-
ления для антибиотикочувствительного варианта будет 1 m  , где второй 

член соответствует выздоровлению со сменой выделяемого варианта на ан-
тибиотикоустойчивый, и 1 1 1/ ( )R m    . 

 Так как продолжительность жизни больше продолжительности заболе-
вания, то ,  1,2i i    . 
 Данная версия основных уравнений динамики справедлива, если доля 
инфицированных, подвергнутых антибиотиколечению, в течение времени 
не меняется (но она может быть различной для двух вариантов возбудителя). 
 Антибиотикоустойчивость означает, что (в условиях хотя бы частично-
го лечения) средняя продолжительность заболевания больше, т.е. 1<2. Т.к. 
антибиотикоустойчивость – дополнительная геномная нагрузка, то 1<2. 
 Из-за того что антибиотиколечению подвергается часть заболевших , 
представленная выше система может быть также представлена как 

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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/ ( (1 )) ( (1 )) ,
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/ ( ) (1 ),

dI dt SI I m m I

dI dt SI I m m I

dS dt S I I S

   

   

             
             
        

 (2) 

где ,  1,2i i   – доля больных соответствующим вариантом, подвергающая-

ся лечению антибиотиком, 1 / , 1,2,i i   равно средней продолжительности 
заболевания соответствующим вариантом при лечении антибиотиком, а 

1 / ,  1,2i i   – при отсутствии лечения, ,    вероятность мутации при 
лечении антибиотиком и без него. 

 Аналогичным образом в этой системе 1 1( (1 )),  1,2i i ia i         . 
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 Переход от системы (1) к системе (2) может быть необходим при рас-
смотрении динамики в условиях меняющегося охвата антибиотиколечени-
ем, т.е. когда ,  1,2i i  , является функцией времени. 

 Областью, в которой задаются уравнения системы (1) и (2), является 

 3
1 2 1 2 1 2, , :   0,   0,   0,   1U S I I R S I I S I I        .  

 Теорема 1. Решения системы (1), заданные на множестве T, непре-
рывно зависят от начальных условий и их можно неограниченно продол-
жать по времени в положительную сторону. 
       Доказательство. Т.к. на U  1 1 1/dI dt m    , 2 2 2/dI dt m    , 

1 2/dS dt       , т.е. производные равномерно ограничены константой, 

то из этого следует непрерывная зависимость от начальных условий. 
 Для окончания доказательства достаточно проверить, что решения не 
выходят за пределы множества U. Для этого изучим величины производных 
на границах множества. 
 Если 1 0I  , то 1 / 0dI dt  . Если 2 0I  , то 2 1/ 0dI dt m I   . Если 

0S  , то / 0dS dt    . И, наконец, если 1 2 1S I I   , то сложив три урав-
нения системы (1), получаем 

  1 2 1 1 2 2 (1 )
d

I I S I I S
dt

             

 1 2 1 1 2 2 1 1 2 2(1 ) ( ) ( ) ( ) ( )I I S I I I I                           , 

а т.к. ,  1,2i i    , то 1 2( ) 0
d

I I S
dt

   , что завершает доказательство. 

 Заметим, что если в какой-то момент времени t0  1 0 2 0( ) ( ) 0I t I t  , то 

1 2( ) ( ) 0I t I t  , а ( )S t  – монотонно возрастающая функция, стремящаяся к 
единице. 

 2.2. Динамика решений при контактных числах, меньших или рав-
ных единице 
 Теорема 2. Если 1 1R  , то 1( )I t  – или тождественно равно нулю, или 

строго монотонно убывающая функция, стремящаяся к нулю. 
 Доказательство. Так как 1 2 1S I I   , то 11S I    и  

      
21

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1(1 ) ( )(1 ) ( ) ( )( ) ,
dI

I I I mI m I I m I m I
dt

                 

что завершает доказательство. 
 Теорема 3. Если 1 1R  , 2 1R  , то 2( ) 0I t   – или тождественно равно 

нулю, или строго монотонно убывающая функция, стремящаяся к нулю. 
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 Доказательство. Так как 1 2 1S I I   , то 21S I    и 

2 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 1/ (1 )dI dt SI I mI I I I mI         , а из условий теоремы 

2 2  , то 2
2 2 2 2 2 2 1 2 2 1/ (1 ) ( )dI dt I I I mI I mI        , где 1( ) 0I t  , 

что завершает доказательство. 
 

 Теоремы 2 и 3 соответствует небольшой заразности возбудителя, кото-
рый не может вызвать в данной популяции массовую постоянную заболе-
ваемость и заносы которого приводят к самопроизвольной элиминации. 
 

       2.3. Динамика решений при антибиотикоустойчивом варианте, име-
ющем большее контактное число 
 Теорема 4. Если 1 2R R , 2 1R  , то для любого решения с 2(0) 0I  , 

1( ) 0I t  , 2 2( ) /S t   ,  2 2 2 2( ) ( / ) 1 /I t      . 

     Доказательство. Из первого уравнения системы (1) следует, что 1( )I t =0 
или не равно нулю ни в один момент времени, или равно нулю тождествен-
но. Во втором случае при 1( ) 0I t   система (1) превращается в систему Кер-

мака  Мак-Кендрика с одним возбудителем, для которого положения тео-
ремы доказаны.  
 В случае 1( ) 0I t   из второго уравнения системы (1) также следует, 

2( ) 0I t   для 0t  . 

 Если 1( ) 0I t  , то положения теоремы следует из устойчивости ста-

ционарного решения системы Кермака  Мак-Кендрика. 
 Пусть 1( )I t  не стремится к нулю. Тогда существует 0   такое, что 
можно найти сколь угодно большое T такое, что 1( )I T   .  
 Тогда, разделив первое уравнение системы (1) на I1 и проинтегрировав 

по времени, получим 1 1 1 1
1

( ) ( )( 1) ln ( ) ln (1)
T

S t dt m T I T I       , откуда 

  1 1 1 1

1 1 1 11

1 ln ( ) ln (1) 1 ln ( ) ln (1)
( )

T T I T I T I I
S t dt

R R

    
   

    (3) 

Разделив второе уравнение системы (1) на 2I  и проинтегрировав по време-

ни, получим 2 2 2 2 1 2
1 1

ln ( ) ln (1) ( ) ( 1) ( ( ) / ( ))
T T

I T I S t dt T т I t I t dt        

или с учетом неравенства (3): 

 1 1 1
2 2 2 2

1 1 21

1 ln ( ) ln (1) ( )
ln ( ) ln (1) ( 1)  .

( )

TT I I I t
I T I T т dt

R I t
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Т.к. 1 2R R , то  2 2
1

1
( 1) 0,   1

T
T T

R


       и 

 1 1 1
2 2 2

1 21

ln ( ) ln (1) ( )
ln ( ) ln (1)

( )

TI I I t
I T I т dt

I t

 
   

  . 

Однако величина 2 2ln ( ) ln (1)I T I  не может превосходить 2ln (1)I , следо-

вательно, и интеграл от положительной функции 1 2
1

( ( ) / ( ))
T

I t I t dt с , т.е. 

равномерно ограничен сверху некоторой константой. Но 1 2,I I  – положи-
тельные функции, не превосходящие единицы, следовательно, 

 1 1 2
1 1

( ) ( ( ) / ( ))
T T

I t dt I t I t dt   

 

и 1
1

( )
T

I t dt c . 

Но так как производная по времени от положительной функции 1( )I t

 

равно-

мерно ограничена, то из равномерной ограниченности интеграла 1
1

( )
T

I t dt  

следует, что 1( ) 0I t  , что и завершает доказательство теоремы. 

       2.4. Динамика решений при антибиотикоустойчивом варианте, име-
ющем меньшее контактное число. Осталось рассмотреть оставшийся наи-
более интересный случай 1 2 1,  1R R R  .  

 Для начала найдем у системы (2) ненулевое стационарное решение 

1 2, ,I I S
 

. При равных нулю производных, поделив первое уравнение систе-

мы на 1I


, получим 11 /S R


. Сложив уравнения системы (1), для стационар-

ного случая получим 1 1 2 2 (1 )I I S    
 

, откуда из второго уравнения сис-
темы получим 

 2
2 2 2 2 2

1 1
0 (1 )SI I m I S

  
         

   
 

и 

 2 2 1
2 2

1 1 1 1

1
0

m R
I m

R R

    
      


 

и 

 1 2 2 1 2
2 2

1 1 1 1 1 2 1 1 1

1 1
1

R m m R R m
I m

R R R R

                                    


.  

Т.к. 1 2R R , то 2 2 1/ 0R     и полученная величина 2I


 положительна. 
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 Сложив два первых уравнения, получим 2
2 2 2 1

1
0I I mI

R


  

  
, откуда  

 2
1 2 2

1

1
I I

m R

 
   

 

 
  или   2 2

1 2
1

1
R

I I
m R

 
  

 

 
   и  

 1 2 2
1

1 1 1 1 1

1
1 1

R R R m
I

R R R

     
            


. 

В результате имеем 

   

1 2 2
1

1 1 1 1 1

1 2 2 1 2
2 2

1 1 1 1 1 2 1 1 1

1

1
1 1 ,

1 1
1 ,

1
.

R R R m
I

R R R

R m m R R m
I m

R R R R

S
R

      
             

                                       











 (4) 

 Таким образом, получили нетривиальное стационарное решение с по-
ложительными величинами 1 2, ,I I S

 
, сумма которых менее единицы. 

 Из третьего уравнения системы (4) следует, что доля восприимчивых 
такая же, как и при присутствии в популяции только первого варианта, то 
есть наличие антибиотикоустойчивого варианта на долю восприимчивого 
населения и общую заболеваемость (включая все случаи, вне зависимости 
от формы заболевания) не влияет. 

 Соотношение 2 2
1 2

1
1

R
I I

m R

 
  

 

 
, строго говоря, не дает соотношения 

между заболеваемостью двумя вариантами возбудителя по двум причинам: 
 1. Величины kI


 показывают единомоментное число инфицированных, 

а не число заразившихся за рассматриваемый промежуток времени (напри-
мер, год). Число заразившихся пропорционально kI


 и обратно пропорцио-

нально длительности заболевания. Длительность заболевания, в свою оче-
редь, обратно пропорционально скорости выздоровления. Поэтому отноше-
ние числа инфицированных первым и вторым вариантом возбудителя будет 

равно 1 2

1
1

m R

m R

  
 

 
. 

 2. В эпидемиологии термин «заболеваемость» закреплен за выявлены-
ми случаями заболевания, тогда как у антибиотикоустойчивого и антибиоти-
кочувствительного варианта доля случаев с выраженной характерной симп-
томатикой может различаться. 



Динамика эпидемического процесса с антибиотикоустойчивым… 117 

 Будем далее использовать обозначения 1 1 1( ) ( ) ,i t I t I 


 2 2 1( ) ( ) ,i t I t I 


 

( ) ( )s t S t S 


. В этом случае 1 2 1( ), ( ) , ( )i t i t s t  будут отклонениями от стацио-
нарного решения. 
 Докажем теперь, что полученное решение является глобальным аттрак-
тором. 

 Теорема 5. Если 1 2 1,  1R R R  , и 1(0) 0I  , то 1 1( ) ,I t I


 2 2( ) ,I t I


 

( )S t S


.  Доказательство приведено в приложении. 
 

 2.5. Динамика малых отклонений от стационарного решения. Рас-
смотрим теперь динамику вблизи стационарного решения. Из двух первых 
уравнений системы (1) 

 2 2 2 1 2 2 2 2 2
2 2 1 12

1 1 1 1 1 1 111

1d I dI I dI I I I I I
S m S m

dt I I dt dt I I I I II

 
         

 
. 

Так как 1

1 1

1 m
S

R

 
 


, то 2 2 2

2
1 1 1

d I I
m

dt I R I

   
     

   
, и для малых от-

клонений от стационарного решения 

   
   2 1 2 2 2 1/ 1 /2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
R T R R TI t T I I t I I t I

e e
I t T I I t I I t I

      
           

  
    (5) 

Пусть, к примеру, у антибиотикочувствительного варианта возбудителя 
контактное число 1R =10. Примем среднюю продолжительность жизни за 70 
лет, тогда, если измерять время в годах, то 1 70  . Пусть средняя продол-
жительность заболевания для антибиотикочувствительного варианта (без 
смены возбудителя) равна 14 дням, для антибиотикоустойчивого – 16, тогда 

1 2365.25 /14,  365.25 /16    . Пусть для антибиотикоустойчивого вари-
анта контактное число 2R =9.9 и вероятность порождения антибиотикоус-
тойчивого варианта у больного – 0.001, т.е. 10.001 0.36525 /14m    . Тогда 
из (4) получим 

 

1
2 2

1 2 1

0.001 14 1.4
1 100 8.75%

16 16

I m R

I R


  

        


 . 

Заметим, что 1 2( ), ( )I t I t  – доля инфицированных в данный момент времени, 

однако интенсивность потока инфицирования пропорциональна как этой 
величине, так и коэффициенту . Поэтому соотношение между инфициро-
ванными устойчивым и чувствительным вариантами равно 
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1 1 1
2 2 2 2 2 1

1 1 2 1 1 1 1 1 2
1 1 1

I m R R m R m R

I R R m R m R

  
     

                    


 , 

т.е. для рассмотренного примера – около 10%. 

 Из (5) имеем (365.25/1600)2 2 2 2

1 1 1 1

( ) ( )

( ) ( )
TI t T I I t I

e
I t T I I t I

 
     

 
  , т.е. за 10 лет 

отклонения отношений заболеваемости устойчивым и чувствительным ва-
риантами от стационарного уменьшаются примерно в 10 раз. 
 Заметим, что скорость и характер приближения к стационару для от-
ношения 2 1( ) / ( )I t I t  отличается от полученного в задаче с одним вариантом 
возбудителя. Для него собственные числа оператора, задающего динамику 
линеаризованных отклонений от стационарного решения, равны 

  21,2 / 2 / 2 ( 1)R R R        , 

что дает колебания с уменьшающейся амплитудой, причем скорость экспо-
ненциального затухания больше, чем было получено для 2 1( ) / ( )I t I t . 
 

Заключение 
 Рассмотрена система, являющаяся обобщением системы Кермака — 
Мак-Кендрика на случай двух вариантов возбудителя с контактными чис-
лами 1 1 1/R    , 2 2 2/R    , из которых первый может переходить во вто-
рой. Получено, что: 
 если 1R 1, 2R 1, то заболеваемость монотонно стремится к нулю и оба 
варианта возбудителя самопроизвольно элиминируются из-за заразности; 
 если 1 2R R , 2 1R  , то первый вариант выводится из популяции, а 
второй вызывает массовую заболеваемость, которая в динамике стремится к 
постоянной;  
 если 1 2R R , 1 1R   то в популяции будет массовая заболеваемость 
обоими вариантами возбудителя, стремящаяся к постоянной.  
 Полученные результаты позволяют опередить, насколько будет рас-
пространен антибиотикоустойчивый вариант при том или ином варианте 
применения антибиотиков и насколько быстро произойдет его массовое 
распространение. 

Приложение 
 Доказательство теоремы 5. Т.к. при 1(0) 0I   для положительных вре-
мен 1 2( ) 0,  ( ) 0I t I t  , то без ограничения общности будем считать 2(0)I >0. 
Также без ограничения общности будем считать, что и ( ) 0,  0S t t  . 
 Если 1( ) 0I t  , то решения системы (1) стремятся к решениям системы 



Динамика эпидемического процесса с антибиотикоустойчивым… 119 

с нулевым 1( )I t . Но это – система «паразит-хозяин» с одним вариантом воз-
будителя. Если 2 1R  , то решения системы стремятся к стационарному ре-
шению с 2( ) 1 /S t R , а если 2 1R  , то к тривиальному стационарному ре-
шению с ( ) 1S t  . Но если ( )S t достаточно близко к 21 / R  в первом случае, 
то из 1 2R R   следует, что 1 1 0S m      и 1( )I t  – возрастающая функ-
ция, которая может стремиться к нулю. Во втором случае это будет следо-
вать из 1 1R  . Следовательно, 1( )I t  не стремится к нулю и существует 0   
и возрастающая последовательность моментов времени , 1,...,kT k   , такая, 
что 1( ) ,  k kI T T   . 
 Тогда из второго уравнения системы (1) будет также следовать, что 

2 1 1( ) ,  ,  0k kI T T     . Разделив первое уравнение системы (1) на 1I  и 
проинтегрировав по времени, получим 

 1 1 1 1
0

( ) ( ) ln ( ) ln (1)
kT

k kS t dt m T I T I      , 

откуда   1 1 1 1
0

( ) ln ( ) ln (1)
kT

k kS t dt T S I T I   


,   или 

 
1

10

ln (0) ln
( )

kT

k
I

S t dt T S
 

 



. (6) 

Сложив все три уравнения системы (1) и проинтегрировав, получим 

    1 2 1 2( ) ( ) ( ) (0) (0) (0)k k kI T I T S T I I S       

 1 1 2 2
0 0 0

( ) ( ) ( )
k k kT T T

T I t dt I t dt S t dt        . 

Так как левая часть по модулю не превосходит единицы, то 

 1 1 2 2 1 1 2 2 2
0 0 0

( ) ( ) ( ) 1
k k kT T T

k k kI t dt I t dt S t dt T I T I T S          
 

, 

откуда с учетом неравенства (6) получаем, что для некоторой константы 1с  

 1 1 2 2 1 1 2 2 1
0 0

( ) ( )
k kT T

k kI t dt I t dt T I T I с     
 

. (7) 

Обозначим 1 1 1
0 0

( ) ( )
k kT T

k kA I t dt T I i t dt   


. Тогда из (7) следует, что 
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2
2

1 0

( )
kT

kA i t dt



   равномерно ограничено по модулю. Проинтегрировав пер-

вое уравнение системы (3) по времени, получим, что  

  1 1 1 1
0

( ( ) ( ) )
kT

km A I t S t I S dt   


 (8) 

равномерно ограничено по модулю. 
 Так как 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ( ) )( ( ) ) ( ) ( ) ( ) ( )I t S t i t I s t S I S Si t I s t i t s t      

    
 и 

1 1 1 1 1
0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
k k k kT T T T

kI t S t dt I ST S i t dt I s t dt i t s t dt      
  

, а второй член пра-

вой части равенства равен kSA


, и из (6) следует, что третий член равномер-
но ограничен. Следовательно, 

 1 1 1
0 0

( ) ( ) ( ) ( )
k kT T

k kI t S t dt I ST SA i t s t dt   
 

, 

или 

 1 1 1 1
0 0

( ) ( ) / ( ) ( )
k kT T

k kI t S t dt I ST A R i t s t dt   


 

равномерно ограничено. Поделив выражение (8) на 1, получим, что 

1

1
k

m
A

 
 1 1

0

( ( ) ( ) )
kT

I t S t I S dt 


1 1
1 0

( ( ) ( ) )
kT

kA
I t S t I S dt

R
  


 равномерно ограни-

чено. Но это – первые три члена в полученном выражении, следовательно, 
равномерно ограничен и четвертый член, и 

 1 2
0

( ) ( )
kT

i t s t dt с . (9) 

Сложив первые два уравнения системы (1) и проинтегрировав, получим, 

что 1 1 1 2 2 2
0 0

( ( ) ( ) ) ( ( ) ( ) )
k kT T

I t S t I S dt I t S t I S dt    
  

 равномерно ограничено 

по модулю, или с учетом (7) 

 1
2 1

20

( ( ) ( ) )
kT

k
m

I t S t I S dt A
 

 



 (10) 

равномерно ограничено по модулю. Тогда из  
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 2 2 2 2 2
0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
k k k kT T T T

kI t S t dt I ST S i t dt I s t dt i t s t dt      
  

 

с учетом того, что третий член разложения равномерно ограничен, а 

2 2
10 0

1
( ) ( )

k kT T

S i t dt i t dt
R

 


 с учетом равномерной ограниченности по модулю
 

2
2

1 0

( )
kT

kA i t dt



  , получим, что  

 1 1
2 3

1 2 20

1
( ) ( )

kT

ki t s t dt A с
R

  
     

   (11) 

Заметим, что, так как 1 2 1,  1R R R  , то 1 1

1 2 2

1
0

R

 
 

 
. Поделив третье 

уравнение системы (1) на ( )S t , получим 1 1 2 2ln ( )
d

S I I
dt S


        .  Т.к. 

( )S t – величина в пределах от 0 до 1, то из разложения в ряд Тейлора имеем 

 
21

1 ( ) ( ) ( )
( )

S t S S t
S t

    , 

где ( )S

 

– положительная функция, ограниченная снизу положительной 
константой. 
 Из соотношения (6) видно, что интеграл по времени от ( )S t S


 равно-

мерно ограничен. Однако если интеграл от 2 2

0

( ( ) ( ) ( ) )
kT

S S t S S dt 


 тоже 

равномерно ограничен, то из равномерной ограниченности производной по 
времени от ( )S t  следует, что ( )S t S


, откуда из первого уравнения следу-

ет, что 1 1( )I t I


, после чего то же следует и для 2 ( )I t . 

 Если же 2 2

0

( ( ) ( ) ( ) )
kT

S S t S S dt 


 стремится к плюс бесконечности, то 

из (10) получим, что интеграл от 1 1 2 2 1 1 2 2I I I I    
 

 при увеличении 

kT  стремится к плюс бесконечности. Но тогда из соотношения (7) и того, 
что 1 2R R , получаем, что kA  . 

 Сложив уравнения системы (1), получим 
d

dt
(I1+I2+S)=(1I1+2I2+S), 

или 1 2 1 1 2 2( ) /d i i s dt i i s       . Умножив на 1 2i i s  , получаем, что 



122 А.Н. Герасимов 

 
  2

1 2 1 1 2 2 1 2

2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2 1 1 2 2

1
( )

2

( ) ( ) ( ) .

d
i i s i i s i i s

dt

i i s i i i s i s

          

               
 

Проинтегрируем по времени. Так как интеграл от левой части равномерно 
ограничен, то равномерно ограничен и интеграл от правой части.  
 Из соотношения (9) интеграл от 1i s  конечен, из соотношения (11) инте-
грал от 2i s  или конечен, или стремится к плюс бесконечности. Если инте-

грал от 2 2 2
1 2 2 2i i s     конечен, то в силу равномерной ограниченности 

производных следует, что решение стремится к стационарному. Следова-
тельно, осталось исследовать случай 

 1 2
0

( ) ( )
kT

i t i t dt  . (12) 

Поделив второе уравнение системы (1) на 2I , получим 2 2 2ln
d

I S
dt

     

1 2/mI I . Проинтегрируем ее по времени до kT . Т.к. 2 1( ) ,kI T    ,kT   

1 0  , то левая часть равенства равномерно ограничена. Из (5) следует, что 

1
2 2

20

kT

k k
I

Sdt T mT
I

  

  равномерно ограничена, поэтому 1 1

2 20

kT
I I

dt
I I

 
 

 



  

также должен быть ограничен. Но из разложения функции 
1

(1 )
1

f x
x

 


 в 

ряд Тейлора для 1x  

 

имеем 21
(1 ) 1 ( )

1
f x x h x x

x
    


, где h(x) – по-

ложительная функция. Поэтому 
2 2

1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1

(1 / )

I I I I I I I I I I I
h h

I I I I I I I I I I I I I

                                
           .

Интеграл от последнего члена 
2

1 2 2

2 2 2

I I I
h

I I I

  
  
  

    неотрицателен, так как это 

неотрицательное выражение. 

 1 2 1 1 2 2 1 1 1 1
2 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2
1 1

I I I i I i I i I I
i i i i

I I I I I I I

     
          

   

    
       . 

Однако из (7) 2
2

1 0

( )
kT

kA i t dt



   равномерно ограничено, т.к. kA  равномерно 
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ограничено или kA  , то интеграл от 1
2

2

I
i

I


  равномерно ограничен или 

стремится к  . Из соотношения (12) интеграл от 1
1 2

2

I
i i

I




 

стремится к  . 

 Следовательно, правая часть уравнения 2 2 2 1 2(ln ) / /d I dt S mI I   

 

при интегрировании до kT  стремится к  . Мы пришли к противоречию, 
следовательно, решение стремится к стационарному, что и завершает дока-
зательство. 
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