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Рассматриваются алгоритмы оптимального расположения источников тепла с объ-
ёмным тепловыделением внутри областей сложной геометрической формы. Най-
денное распределение обладает минимальной суммарной мощностью и обеспечи-
вает температуру в заданном температурном коридоре. Строятся конечномерные 
аппроксимации исходной задачи в виде задачи линейного программирования. При-
водится метод построения конечно-разностной схемы для решения уравнения теп-
лопроводности, краткое описание разработанных программных модулей для по-
строения расчётных сеток и решения уравнений. С использованием разработанных 
программ проведено несколько вычислительных экспериментов. 
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1. Введение 
 В работе решается задача нахождения такого распределения источни-
ков тепла, которое обеспечивает при минимальной суммарной интенсивно-
сти этих источников заданный температурный режим в области, находя-
щейся в условиях стационарного теплового баланса с окружающей средой. 
Предполагается, что среда внутри области неподвижна, а процесс теплопе-
редачи установлен. 
 Наиболее распространённый подход при решении оптимизационных за-
дач теплопроводности заключается в использовании принципов оптимально-
го управления (см. [1,2]), практическое использование которых часто встре-
чает значительные трудности. Использовался также метод выбора оптималь-
ного варианта размещения источников из множества возможных способов на 
основе метода ветвей и границ [3]. Подобные методы перебора имеют огра-
ниченную применимость. В работах ряда авторов (см., например, [4-7]) рас-
сматривалась задача отыскания такого распределения источников, которое 
бы создавало температурное поле, наименее отличающееся от заданного. 
Однако на практике обычно необходимо экономить тепловую энергию, а не 
минимизировать отклонение температурного поля. Так в инженерной рабо-
те [8] с технической точки зрения рассматривается задача минимизации те-
пловых потерь через границы при условии поддержания необходимой тем-
пературы внутри помещения. Такая постановка задачи более естественна и, 
по сути, совпадает с нашей. В настоящей работе и решается эта задача ми-
нимизации энергозатрат, а предлагаемый подход позволяет использовать 
линейный целевой функционал и приближенно свести исходную задачу оп-
тимизации обогрева к задаче линейного программирования. 
 В [9-11] рассматривались такие задачи расчёта оптимального обогрева 
простых геометрических областей: отрезка, прямоугольника и параллеле-
пипеда. Для решения уравнений теплопроводности при этом использова-
лись конечно-разностные схемы на равномерных прямоугольных сетках. В 
данной работе представлены алгоритмы численного расчёта оптимального 
расположения источников тепла внутри трёхмерных областей сложной 
формы, составленных из простейших многогранников произвольного типа 
(тетраэдров, октаэдров, призм и других форм), близких к правильным. Су-
ществуют различные стандартные форматы для хранения расчётных сеток 
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(например, разработанных Ansys, Solidworks и др.), позволяющие описы-
вать сложные геометрические объекты. Расчётная сетка области при этом мо-
жет быть автоматически построена в какой-либо CAD-системе, сохранена, а 
затем использована в других приложениях. В разработанных алгоритмах 
использован формат Tetra10 (область разбита на тетраэдры), а исходные сет-
ки для области, имеющей форму теплицы, построены в программе So-
lidWorks. Изначально такая исходная сетка не содержит информации об име-
ющихся источниках тепла, т.е. в ней нет элементарных объёмов, повторя-
ющих форму источников. Поэтому требуется специальная процедура вклю-
чения источника в уже существующую сетку. Данная процедура, описанная 
ниже, модифицирует расчётную сетку и увеличивает её плотность, разбивая 
элементарные объёмы. После подготовки расчётной сетки и построения ко-
нечно-разностной схемы для решения уравнения теплопроводности реша-
ется оптимизационная задача методами, подобными описанным в [9]. 
 

2. Исходная постановка задачи. Конечномерная аппроксимация 

 В ограниченной связной области 3D R  требуется построить функ-
цию ( ) 0f x , удовлетворяющую следующим условиям: 

 { } min,
fD

J f fdV    (1) 

 0,u f          / 0,
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где  – теплопроводность среды,  – коэффициент теплопередачи через 

границу ∂D во внешнюю среду, T0 – температура внешней среды, ( ),m x  

( )M x  – соответственно нижний и верхний температурные профили. Дейст-

вительная температура внутри области D после решения системы (2) опре-
деляется как 0( ) ( )T u T x x . Внутри области D выделено несколько подоб-

ластей: Df – область расположения источников тепла, D  – область контроля 
температуры. 
 Вводя функцию Грина ( , )G x ξ  для решения системы (2) заменим усло-

вия (2), (3) следующим: 

 0 0
1

( ) ( , ) ( ) ( ) ,   .
D

m T G f dV M T D


     
 
ξ

x x ξ ξ x x   (5) 



6  О.В. Осипов, А.Г. Брусенцев 

Построим конечномерную аппроксимацию исходной задачи (1), (4), (5) в 
виде задачи линейного программирования. Для этого разобьём область Df 

на множество из n ячеек-источников: 
1

n

f j
j

D D


  , а область контроля D  

разделим на m частей: 
1

.
m

k
k

D D


   

 Определим функции ( 1,..., )je j n  и ( 1,..., )kt k m  следующим образом: 
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      Функцию плотности источников f будем искать в виде кусочно-постоян-

ной функции 
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   Выполним независимо скалярное умножение (5) на каждую из 

функций ( 1,..., )kt k m  и, обозначив 0( ( ) , ),k ka m T t x  0( ( ) , ),k kb M T t x  
( , ),kj j kg Ge t  аппроксимируем исходную задачу (1), (4), (5) в виде 
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 Обозначим также (Jn)min – минимальное значение целевой функции за-
дачи (6) с n переменными. Полученную систему (6) можно решить одним из 
методов линейного программирования, например, симплекс-методом с ис-

пользованием искусственного базиса. Изменяя параметры подобласти Df, 
можно регулировать наличие источников в определённых частях области D. 
Возможно также помещение внутрь D некоторых фиксированных источни-
ков (с заранее заданной мощностью) до оптимизации. Для этого нужно за-

дать необходимым источникам fj заданное значение мощности до решения 
системы (6). В этом случае в симплекс-таблице уменьшится количество 
столбцов, а в строке целевой функции появится свободный член. 
 В [9] показано, что последовательность конечномерных задач (6) с раз-
личными n обладает свойством регулярности по функционалу. Последнее 

означает, что члены последовательности (Jn)min с ростом n (точнее при 
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max(diamDj)0) приближаются к нижней грани функционала (1). Это свой-
ство позволяет при достаточно большом n считать решение конечномерной 
задачи (6) приближённым решением исходной задачи (1)-(4). 
 

3. Решение уравнения теплопроводности и построение обменной мат-

рицы gkj 
 Самым трудным с вычислительной точки зрения является нахождение 
элементов обменной матрицы gkj. В одномерном случае, если известна фун-
кция Грина ( , )G x ξ  для решения краевой задачи (2), матрицу gkj можно 
строить аналитически. В многомерном случае, тем более для области слож-
ной формы, построить функцию ( , )G x ξ  очень сложно, но функции uj=Gej 
(j=1,...,n) можно находить приближённо как решения уравнений j ju e    
=0 с использованием конечно-разностных методов. Для построения всей 
обменной матрицы gkj необходимо решить n прямых задач теплопроводно-
сти. Каждое решение uj представляет собой температурное поле, получен-
ное в результате нагревания области D единичным источником f=ej. После 
нахождения решения uj необходимо вычислить среднее значение функции 
uj в подобластях kD  (k=1,...,m), заполнив j-е столбцы матрицы gkj значения-
ми ( , ).kj j kg u t  Блок-схема построения обменной матрицы в общем случае 

приведена в [9]. 
 Построим приближённый алгоритм решения уравнения (2), используя 

метод конечных объёмов. Пусть nE – количество ячеек конечно-разностной 

схемы, а исходная область D разбита на небольшие объёмы 
1

En

i
i

D E


  , каж-

дый из которых представляет собой выпуклый многогранник с произволь-
ным количеством граней. Функцию u(x) аппроксимируем в виде кусочно-

постоянной функции yi (i=1,...,nE). Отметим, что объёмы Ei имеют неболь-

шой размер по сравнению с размерами источников Dj. При этом объёмы Dj 

и Ei не пересекаются гранями, т.е. Ei полностью поглощаются некоторыми 

Dj.  

 Запишем для произвольно выбранной ячейки Ei с центром тяжести в Oi 
(рис.1) уравнение теплового баланса (2) в интегральной форме, сразу пре-
образуя объёмный интеграл в поверхностный в первом слагаемом: 

   0.
i i iE E E

u
u f dV dS fdV

n


     

    (7) 
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Рис.1.     Ячейки расчётной сетки области D. 

 

 Пусть граница ячейки Ei состоит из p многоугольников Sil (l=1,...,p). 
Запишем первое слагаемое в виде 
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 Каждый из многоугольников Sil может соприкасаться либо с некоторой 

соседней ячейкой Ei+l, либо быть элементом границы области D. В первом 

случае тепловой поток аппроксимируется разностным оператором градиен-

та [12, с.730]: 

 
,

,
il

i l i

i i lE

y yu
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где ri,i+l – расстояние между центрами тяжести ячеек Ei и Ei+l. Поскольку 
перед построением сетки область разбивается на многогранники, близкие к 
правильным, то отрезок, соединяющий центры тяжести соседних ячеек, 
почти ортогонален разделяющей грани (является нормалью). Поэтому та-
кую аппроксимацию можно считать правомерной. Во втором случае, если 

Sil граничит с внешней средой, то согласно краевому условию (2) 

 .
il

i
E

u
y

n 


  


 

 Далее аппроксимируем (7) в виде 

     ,
1 1

mes / mes 0, ,

i

q p

i l i il i i l i il i i
l l q E

y y S r y S b b fdV 
  

           

где q – количество граней, сообщающихся с другими гранями, p-q – количе-
ство приграничных с внешней средой граней. 
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 Построенные аналогичным образом равенства для каждого элементар-

ного объёма Ei (i=1,...,nE) образуют самосопряженную систему линейных 

уравнений относительно неизвестных yi, которую удобно решать одним из 
итерационных методов, например, параллельным методом сопряженных гра-
диентов [13]. 
 

4. Структура расчётной сетки области D. Включение источников тепла 
в расчётную сетку. 
 Исходная сетка в формате Tetra10 представляет собой совокупность 
тетраэдров, грани которых в общем случае пересекают поверхность тепло-

вых источников Dj, что не позволяет построить конечно-разностную схему, 

т.е. такая сетка ещё не является готовой. Источники Dj должны либо полно-

стью поглощать некоторые объёмы Ei, либо не пересекаться с ними. Для 
этого необходимо выполнить специальную процедуру разбиения исходной 
сетки и включить в неё источники. Представим исходную сетку в виде со-

вокупности ячеек 
1

( 1,..., ),  
n

i i
i

E i n D E



     . Предположим, что некоторый 

источник Dj пересекает объём iE . Объём iE  в этом случае нужно разбить 

на два объёма 1iE  и 2iE  (рис.2). 

 
Рис.2.   Разбиение элементарного объёма iE  на 2 две части. 

 

 Так как сетка содержит большое число многогранников, то необходи-

мо данное разбиение выполнить для всех источников Dj и окружающих их 
объёмов iE . На рис.3 представлены основные классы и их свойства геомет-

рического ядра wavesolver, предназначенного для построения конечно-
разностных схем, создания и изменения расчётных сеток. 
 Ядро wavesolver использует следующие классы: 
 1. Polygon (многоугольник) представляет собой массив точек (Vertex 
V[]), лежащих на одной плоскости. При разделении многоугольника плос-

костью (Plane plane) c помощью функции halve в переменных P1 и P2 сохра-

няются ссылки на полученные многоугольники. E1 и E2 хранят ссылки на 
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соседствующие элементарные объёмы, содержащие текущий многоуголь-
ник, L – на сопряжённый многоугольник, принадлежащий соседнему мно-
гограннику. Функция intersects проверяет пересечение многоугольников, get-
Mes – возвращает площадь текущего многоугольника. Для хранения пара-
метров краевого условия (род, значение коэффициента теплопередачи) на 
границе, включающей данный многоугольник, предусмотрен класс Bound-
sCondition. 

 
Рис.3.   Структурная схема классов геометрического ядра wavesolver. 

 

 2. Polyhedron (выпуклый многогранник) состоит из массива много-
угольников (Polygon P[]). При разделении многогранника плоскостью с по-
мощью функции halve(Plane plane) образуется два дочерних многогранника: 
E1 и E2. Если нужно разделить многогранник, но он уже был ранее разде-
лён, то рекурсивно разделяются его дочерние объёмы и таким образом фор-
мируется дерево многогранников. Функции intersects с разными параметра-
ми проверяют пересечение многогранника с многоугольником или плоско-
стью, getMes возвращает объём текущего многогранника. 
 3. Surface (ограничивающая поверхность) описывает любую поверх-
ность, составленную из массива многоугольников (Polygon P[]), например, 
свободную поверхность при моделировании движения жидкости или по-
верхность твёрдого тела. В работе с помощью объектов данного класса ог-
раничиваются источники тепла. 
 4. Tree (дерево многогранников) представляет собой древовидную струк-
туру, на вершине которой находится массив многогранников (Polyhedron 
T[]). Ветви и листья дерева образуются в результате разбиения многогран-
ников. Полученную структуру можно также рассматривать как граф, по-
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скольку хранится связь каждого многогранника с соседними в полях E1, E2 
класса Polygon. Предусмотрены функции загрузки расчётной сетки 
load(wchar_t* fname), добавления поверхностей insert(Surface S) и их ис-
ключения deleteSurfaces. 
 5. Walker представляет собой шаблонный класс для обхода графа мно-
гогранников в ширину. Данный класс используется для автоматизации опе-
раций поиска объектов в дереве, вычисления объёмов источников, нахож-
дения пересечений геометрических объектов и др. Алгоритм начинает об-
ход с вершины SP, добавляя по мере прохождения в список для обхода со-
седние с SP многогранники. Объект wc класса WalkClass определяет дейст-
вия, которые необходимо выполнять при обходе. 
 6. WalkClass содержит функции для проверки многогранника P, кото-
рый в данный момент обходит алгоритм и определяет, нужно ли помещать 
многогранник P в список для обхода (isPut), заканчивать обход графа при 
обходе P (isExit). 
 7. HeatScheme содержит методы для построения конечно-разностной 
схемы (create) и численного решения дифференциального уравнения тепло-
проводности (solve).  

 
Рис.4.   Блок-схема процедуры добавления источника тепла S в расчётную сетку. 

 

 На блок-схеме (рис.4) описана процедура insert для включения одного 
источника тепла (Surface S) в расчётную сетку. Данную процедуру необхо-
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димо последовательно выполнить для всех источников Dj (j=1,n). После это-

го для создания множества Ei (i=1,...,nE) нужно обойти дерево многогранни-
ков, начиная с каждой вершины массива T (Polyhedron T[] класса Tree), 
спуститься рекурсивно и собрать многогранники-листья.  
 Рассмотренный алгоритм разбиения похож на метод построения сеток 
типа восьмеричного дерева и сеток со сколотыми ячейками [14]. В нашем 
случае для разбиения куба на 8 частей нужно вызвать функцию halve 3 раза, 
а для того, чтобы «расколоть» ячейку произвольной плоскостью – один раз.  

Для простоты программной реализации ячейки области контроля kD  выби-

раются среди полученных ячеек Ei. 
 

5. Результаты численных экспериментов 
 Для расчёта оптимального расположения источников тепла создан про-
граммный комплекс с использованием языка C++, включающий: методы 
для построения обменной матрицы, решения задачи линейного программи-
рования, решения разрежённых СЛАУ методом сопряжённых градиентов; 
графическое ядро (на основе OpenGL); геометрическое ядро wavesolver для 
работы с расчётными сетками и построения конечно-разностных схем. 
 В [9-11] приводились результаты сравнения оптимального и случайно-
го распределения источников для областей простой формы, которые пока-
зывают возможность экономии тепловой энергии при использовании пред-

ложенных алгоритмов. Также исследована зависимость (Jn)min от n для об-
ласти в форме параллелепипеда. В данной работе исследуем характер опти-
мального расположения источников для области, изображённой на рис.5. 
 Эксперимент 1. На рис.5 представлен результат расчёта оптимального рас-
пределения источников тепла внутри области размером 5×3.5×10 м. Большая 
часть границы области выполнена из материала с коэффициентом теплопере-

дачи 1=4 Вт/(м2·К), за исключением небольшого окна с 2=0.5 Вт/(м2·К). 
Область заполнена воздухом с коэффициентом теплопроводности χ = 
=0.0267 Вт/(м·К). Перед решением задачи оптимизации область была раз-
бита (описанным выше алгоритмом модификации расчётной сетки) на n= 

=544 ячейки Dj (j=1,...,n) таким образом, чтобы они заполнили область D 
(рис.5). Область контроля температуры, температура внешней среды и тем-
пературный коридор были заданы следующими: 

 2 2 2{( 2.5) ( 1) 2.2 } { 1},D x y z        

 0
5 , 1,

( , , ) ( , , ) 80 , 0 .
25 , 1,

C z
m x y z M x y z C T C
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Рис.5.   Оптимальное расположение источников тепла при D = Df. 

 

 На рис.5 оптимальное распределение источников показано в виде объ-
ёмов различного цвета. Источники красного оттенка являются самыми мощ-
ными, зелёного – средней мощности, синего – малой мощности. Некоторые 
источники имеют нулевую мощность, т.е. отсутствуют, и на рисунке не по-
казаны. Источники располагаются в основном вдоль границы области. Это 
объясняется тем, что необходимо компенсировать рассеивание тепла через 
границу, которая имеет сравнительно большой коэффициент теплопереда-
чи, и обеспечить около неё температурный коридор. Самые мощные источ-
ники располагаются на углах, так как здесь самое большое рассеивание те-
пла. По условию эксперимента верхнюю часть области (z > 1) нужно на-
греть только до температуры 5С, поэтому алгоритм располагает в данной 
части только источники малой мощности. Суммарная мощность источников 
тепла составляет (Jn)min=445.306 Вт. Исходная сетка содержала 6487 тетра-
эдров. После модификации сетки и добавления источников тепла количест-
во многогранников увеличилось до 67912. 
 Эксперимент 2. Так как на практике целесообразнее размещать источ-
ники тепла в определённых для этого местах, уменьшим область размещения 
источников Df, заполнив ими нижний ряд {z < 60 см} в количестве n = 128. 
Остальные параметры эксперимента оставим такими же, как в предыдущем 
эксперименте. Оптимальное распределение источников (рис.6) в этом слу-
чае имеет суммарную мощность (Jn)min = 6260.245 Вт. Так как нужно нагреть 
верхнюю часть области, источники средней мощности алгоритм расположил 
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в центре. Отметим, что источники, изображённые на рис.6, намного мощнее, 
чем в предыдущем эксперименте. Объясняется это тем, что только мощные 
источники могут обеспечить температуру m(x,y,z) на удалении от источника 
(в верхней части). Поэтому уменьшение Df  приводит к увеличению (Jn)min. 
 

 
Рис.6.   Оптимальное расположение источников тепла при D={z < 60 см}. 

 

 
Рис.7.   Оптимальное расположение источников тепла при D={z < 20 см}. 
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 Эксперимент 3. Увеличим количество источников в нижнем ряду до n = 
= 1200 (рис.7). Значение целевого функционала при этом увеличилось до 
(Jn)min = 7871.596 Вт. Это можно объяснить уменьшением области Df, от ко-
торой сильно зависит возможная экономия тепловой энергии. Размер ис-
точников тепла стал меньше, и соответственно уменьшился покрываемый 
ими объём, т.е. уменьшился объём области Df. Средняя мощность источни-
ков возросла. Исходная расчётная сетка и модифицированная для данного 
эксперимента имеет соответственно 6487 и 49277 многогранников. 
 

6. Наблюдения и выводы 
 1. Значение целевого функционала (Jn)min уменьшается при увеличении 

области Df или количества источников n при прочих равных условиях. 
 2. При некоторых начальных условиях удаётся добиться симметрично-
го расположения источников. Это возможно в случае симметричности рас-
чётной сетки и области D . Такое наблюдалось в [9,11], где использовались 
прямоугольные сетки. В данных экспериментах исходная сетка не была стро-
го симметричной. Также на конечный результат оказывают небольшое вли-
яние ошибки округления при выполнении итераций с симплекс-таблицей. 
 3. Характер оптимального расположения источников и их мощность 
сильно зависит от выбора m(x,y,z) и D . Если D  включает приграничные 
ячейки сетки, то источники концентрируются ближе к данным ячейкам. По-
этому, если не требуется выдерживать температуру на границе, то пригра-
ничные области лучше исключить из области контроля. Чем меньшую тем-
пературу нужно выдержать на границе, тем большей экономии тепла можно 
достичь с использованием предлагаемых алгоритмов. 
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