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метода Галеркина произвольных порядков точности, опирающаяся на новый ва-
риационный принцип энтропийной регуляризации, обеспечивающий выполнение 
дискретных аналогов законов сохранения массы, импульса, полной энергии и эн-
тропийного неравенства. 
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A constructive version of an arbitrary accuracy discontinuous Galerkin (DG) method 
solving gas dynamics equations is proposed. This DG method is based on the new varia-
tional principle of entropic regularization ensuring the implementation of discrete ana-
logs of the conservation laws of mass, momentum, total energy and entropic inequality. 
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1. Введение 
 Газодинамические (ГД) процессы описываются системами уравнений в 
частных производных гиперболического типа [1], выражающими законы со-
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хранения массы, импульса и полной энергии. Необратимые термодинами-
ческие процессы на микроскопическом уровне в ГД течениях выражаются в 
неотрицательном производстве энтропии [2], которое является количествен-
ной мерой необратимости. Поэтому реалистичные численные решения ГД 
задач вместе с законами сохранения также должны удовлетворять энтро-
пийному неравенству [3].  
 Исследования последних двух десятков лет в области численных алго-
ритмов решения ГД уравнений показали высокую эффективность разрыв-
ного метода Галеркина (РМГ) [4-12]. Наряду с традиционными вариантами 
РМГ и других численных методов в предшествующие годы интенсивно ис-
следовались и в настоящее время продолжают активно развиваться энтро-
пийно устойчивые алгоритмы [13-20]. 
 В предлагаемой работе формулируется вариационный принцип получе-
ния уравнений РМГ для численного решения трехмерных уравнений газоди-
намики, который называется энтропийной регуляризацией [21]. Последняя ос-
новывается на одном экстремальном свойстве РМГ и обеспечивает выполне-
ние соответствующих дискретных аналогов законов сохранения и энтропий-
ного неравенства для приближенных решений.  
 

2. Постановка задачи 
 Будем использовать традиционную векторную запись задачи Коши для 
уравнений газодинамики [1] в трехмерной области D с кусочно-гладкой 
границей D  при соответствующих граничных условиях  
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 В уравнениях (2) величины , p, e и v обозначают соответственно 
плотность, давление, плотность полной энергии и вектор скорости идеаль-
ного газа 
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Реалистичная модель газодинамического течения должна учитывать и зако-
ны механики, и неравновесной термодинамики, поэтому помимо уравнения 
(1) искомое обобщенное решение должно удовлетворять в обобщенном смыс-
ле энтропийному неравенству 
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в котором безразмерная удельная энтропия идеального газа определяется 
равенством 
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 Отметим, что в правой части (6) параметры *p  и *  («стандартные» 

значения давления и плотности) можно выбрать любыми. 
 Введем обозначения 

 ( )S s U ,          ( )j jH sv U             ( 1, 2, 3j  )           (7) 

и перепишем энтропийное неравенство (5) в следующем виде: 
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 Рассмотрим функциональное фазовое пространство Φ, состоящее из 
упорядоченных пар пятимерных (5D) векторных функций ( ( ), ( ))V x W x , 

которые зависят от пространственной переменной 1 2 3( , , )x x x D x . Оче-

видно, обобщенное решение ( ( , ), ( , ) / )t t t U x U x  системы (1) является не-

которой t-параметрической кривой (фазовой траекторией), лежащей в Φ. 
 Обратим внимание, что неравенство (8), переписанное в виде 
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где ( ( ), ( ))V x W x , определяет некоторую область    , в которой ле-

жат физически реализуемые траектории системы (1). 
 Топология области Γ может быть достаточно сложной. Тем не менее, 
алгоритм, претендующий на вычисление физически реализуемых решений, 
должен обеспечивать принадлежность «численной» фазовой траектории 
( ( , ), ( , ) / )t t t U x U x  указанной области Γ. Фазовое пространство Φ можно 

интерпретировать как прямое произведение "координатного" подпростран-
ства V и "касательного" подпространства W. Обратим внимание на то, что 
неравенство (10) является линейным по отношению к элементу ( ) WW x  и 

имеет простую геометрическую интерпретацию: если пара векторных функ-
ций ( ( ), ( ))V x W x  непрерывно-дифференцируема в точке 0x x , тогда 5D-

вектор 0( )W x  лежит по одну сторону от гиперплоскости соответствующего 

пятимерного подпространства, принадлежащего "касательному" подпростран-
ству W. Данная гиперплоскость определяется обращением в нуль левой час-
ти неравенства (10). 
 Такая линейность энтропийного неравенства (8) относительно "каса-
тельного" вектора ( , ) /t t U x  играет ключевую роль в построении числен-

ного алгоритма решения задачи (1)–(6) на основе разрывного метода Галер-
кина (РМГ) более высокого порядка точности, чем первый порядок, обеспе-
чивающего выполнение дискретного аналога энтропийного неравенства на 
численных решениях. 
 

3. Об одном экстремальном свойстве метода Галеркина 
 Основная идея как классического метода Галеркина, так и РМГ заклю-
чается в представлении приближенного решения задачи для дифференци-
ального уравнения в виде конечной линейной комбинации линейно незави-
симых функций и последующем определении коэффициентов этой комби-
нации как решения некоторой системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений (ОДУ). 
 Сформулируем метод Галеркина для системы (1) уравнений газовой 

динамики в некоторой области 3E . Пусть { ( )}k x  ( 0, ... ,k n ) есть сис-

тема n+1 ортонормированных функций в гильбертовом пространстве 2( )L   

со скалярным произведением 

 ( , ) ( ) ( )d


     x x x ,        2, L ( )   .   (11) 

 Наряду с только что введенным пространством 2( )L  , рассмотрим 
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гильбертово пространство ,
2 ( )  L  5D-векторных функций (1)( ) ( ( ),VV x x  

(2) (3) (4) (5)( ), ( ), ( ), ( ))TV V V Vx x x x  со скалярным произведением 
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Положительные весовые множители  и  в правой части (12) являются, 
вообще говоря, размерными и необходимы для обеспечения одинаковой раз-
мерности всех слагаемых в правой части (12). 
 Приближенное решение системы (1) уравнений газовой динамики бу-
дем искать в виде линейной комбинации функций конечномерной ортонор-
мированной системы { ( )}k x  ( ( , )k l kl    , kl  – символ Кронекера) в гиль-

бертовом пространстве 2( )L   с коэффициентами, зависящими от времени 
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Соответствующие уравнения классического метода Галеркина и РМГ при-
нимают вид 
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образует конечную ортонормированную систему в гильбертовом простран-

стве ,
2 ( )  L  размерности 5n+5. 

 Введем обозначение 

 
( )

1
5 ( )

j
k

k j j j
dU

dt


  g ,  (17) 

где ( )j jg  представляет собой  j-ю координату вектора jg . 

 Теперь с учетом (16) и (17) уравнения (15) можно переписать в виде 
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Легко видеть, что квадратичная функция M = 5n +5 переменных 
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достигает своего минимального значения, если ее аргументы удовлетворя-
ют равенствам (18), причем коэффициенты ( )k tU  не зависят от выбора ве-

совых коэффициентов  и  в определении скалярного произведения (12). 
Тем самым показано, что альтернативным, но эквивалентным способом по-
лучения коэффициентов ( )k tU  является решение экстремальной задачи о 

нахождении точки минимума квадратичной функции 
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а производные по времени от коэффициентов ( )k tU  определяются по пра-

вилу 

 min( )k
k

d t

dt


U
B ,   (22) 

где min
kB  ( 0,1, ... ,k n ) – точка минимума квадратичной функции (20). 

 Таким образом, минимизация квадратичной функции (20) с последую-
щим выбором коэффициентов ( )k tU  в соответствии с равенством (22) пре-

доставляет вариационный метод получения коэффициентов классического 
метода Галеркина и РМГ. Вариационная интерпретация РМГ открывает в 
дальнейшем возможность для его энтропийной регуляризации. 
 

4. Выбор системы линейно независмых функций в РМГ 
 В газодинамических задачах выбор конечной системы { ( )}k x  орто-

нормированных функций должен обеспечивать выполнение дискретных ана-
логов законов сохранения массы, импульса и полной энергии. Интегриро-
вание уравнения (1) по пространственной переменной x в некоторой подоб-
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ласти (конечном элементе) 3E  с кусочно-гладкой границей   приво-
дит к интегро-дифференциальной форме законов сохранения  

 
3

1

( )
( , ) 0j

jj

d
t d d

dt x 


 


 

F U
U x x x .   (23) 

В дальнейшем приближенные решения на основе РМГ будут конструиро-
ваться таким образом, чтобы соотношение (23) было для них выполнено. 
После преобразования второго интеграла в левой части (23) в поверхност-
ный интеграл получим равенство 
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где 1 2 3( , , )v  ν  обозначает нормаль к поверхности  . 

 С другой стороны, формальное интегрирование правой части равенства 
(15) по частям [5] приводит к следствию 
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Легко проверить, что приближенное решение на основе РМГ удовлетворяет 
дискретным аналогам (24) законов сохранения, если в ортонормированной 
системе функций 

 1/2
0( ) V 

 x .   (26) 

В самом деле, в этом случае 
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и равенство (25) при 0k   эквивалентно равенству (24). Оставшаяся часть 
системы ортонормированных функций { ( )}k x  может быть произвольной и 

выбираться, например, исходя из соображений аппроксимации.  
 Отметим, что интегро-дифференциальная форма энтропийного условия 
(8) в конечном элементе Ω имеет вид 
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Последнее неравенство следует из (5) и может быть получено с применени-
ем тех же самых формальных приемов, что и законы сохранения (24).  
 

5. Связь РМГ первого порядка со схемой Годунова и выполнение эн-
тропийного условия во внутренних ячейках 
 Пусть область D в задаче (1) является объединением конечного числа 
выпуклых многогранников 3m E   ( 1, 2, ... ,m M ), играющих роль конеч-

ных элементов. Специфика РМГ такова, что на границах произвольной 
ячейки (конечного элемента) m  приближенное решение, вообще говоря, 

претерпевает разрыв первого рода. Поэтому выражения, чисто формально 
стоящие под знаками поверхностных интегралов в (24)–(26) и (28), должны 
быть заменены на соответствующие численные потоки [3,10-12]. Следуя 
[10-12], в качестве численных потоков выберем потоки Годунова, значения 
которых определяются через решения соответствующих задач распада 
произвольного разрыва на общей плоской границе смежных ячеек. 
  Для значений вектора U, определяющих потоки массы импульса энер-
гии и энтропии на общих границах смежных ячеек, будем использовать обоз-
начение GU , соответствующее решениям задачи распада разрыва. Другими 

словами, в (24)–(26) и (28) под знаком поверхностных интегралов следует 
полагать GU U . Дополнительно предположим, что начальные и граничные 

условия задачи (1) таковы, что в течение некоторого времени T давление, 
плотность и температура газа превышают некоторые фиксированные 
минимальные положительные значения, т.е. исключается получение реше-
ний задач распада разрыва с образованием областей вакуума. 
 В рамках сделанных допущений правые части ОДУ (25) являются не-
прерывно дифференцируемыми функциями искомых коэффициентов ( )k tU , 

(см. выражение (14)), что обеспечивает существование и единственность ре-
шения задачи Коши для этих ОДУ в некоторой окрестности начальной точки. 
  Рассмотрим РМГ первого порядка, что отвечает значению n = 0 в раз-
ложении (14) и единственной функции (26) в системе ортонормированных 
функций. В этом случае приближенное решение в пределах каждого конеч-
ного элемента 3E  не зависит от векторной пространственной перемен-

ной x и является только функцией времени ( , ) ( )t tU x U 1/2
0( )V t

 U . Далее 

будем рассматривать внутренние ячейки Ω, ни одна из граней которых не 
имеет общих точек с границей области D, за исключением, быть может, не-
которых ребер и вершин. Для функций ( )tU  во внутренних ячейках спра-

ведливо уравнение 
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вытекающее из (24) и принятого выше соглашения о потоках Годунова.  
 Установим выполнение дискретного аналога энтропийного неравенст-
ва (см. (28)) 
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на решениях системы ОДУ (29). С этой целью заметим, что по отношению к 
(29) схема Годунова 
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реализует явную схему Эйлера решения системы (29). В принятых нами 
условиях последовательность ломаных Эйлера, порожденная схемой Году-
нова (31), сходится к единственному решению задачи Коши для системы 
ОДУ (29) при 0 . 
  Проанализируем поведение энтропии на решении схемы Годунова (31) 
в ячейке Ω в пределах одного шага  по времени аналогично тому, как это 
было сделано нами ранее в одномерном случае [21]. 
 С этой целью выберем некоторый момент времени 0t t  и рассмотрим 

решение 0( )t  V  схемы Годунова (31) (ломаную Эйлера) при достаточно 

малых значениях шага , полагая, что 0 0( ) ( )t tU V . Для точного решения 

задачи распада разрыва в ячейке Ω в момент времени 0t t  будем по-

прежнему использовать обозначение ( , )G tU x  в пространственно-временной 

области 0 0[ , ]t t   . Отметим, что в области Ω справедливо равенство 

0 0 0( , ) ( ) ( )G t t t U x U V . Хотя аналитическое представление решения ( , )G tU x  

в трехмерной области неизвестно в отличие от одномерного случая [1], тем 
не менее, конечность скорости распространения волн и разрывов, описы-
ваемых гиперболическими системами, дает возможность получить ряд важ-
ных оценок и выводов. 
 Отметим, что области влияния ребер и вершин ячейки Ω простираются 
на расстояния, удаленные не более чем на c  от соответствующих ребер и 
вершин, где с обозначает максимальную скорость распространения волн и 
разрывов в ГД системе [10]. Так как в момент времени 0 0t t   решения 
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задач распада разрыва ( , )G tU x  на каждой из граней ячейки Ω принимают 

постоянные для рассматриваемой грани значения, то они останутся теми же 
самыми во всех точках соответствующих граней за пределами областей 
влияния ребер и вершин. Площади областей влияния ребер и вершин на 
гранях ячейки Ω составляют величины порядка ( )O  , поэтому решение 

схемы Годунова (31) 0( )t  V  отличается от среднего значения точного 

решения на величину второго порядка малости 2( )O   

 1 2
0 0 0( , ) ( , ) ( ) ( )G Gt V t d t O




          U x U x x V .   (32) 

Вследствие гладкости плотности энтропии ( )S U  по U (см. равенства (6) и 

(7)) будет иметь место равенство 

 2
0 0( ( , ) ) ( ( )) ( )GS t S t O        U x V .   (33) 

Кроме этого, в соответствии с неравенством (35) из [21] справедливо не-
равенство 

 0 0( ( , )) ( ( , ) )G GS t S t       U x U x .   (34) 

 Из-за наличия областей влияния ребер и вершин ячейки Ω энтропийное 
неравенство для точного решения выполняется приближенно с точностью 

2( )O   
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U x U x x
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Этот факт следует из того, что вне указанных областей влияния производ-
ство энтропии в левой части (35) неотрицательно вследствие свойств реше-
ний задачи распада разрыва и определения потоков Годунова, а вклад остав-

шихся областей имеет порядок 2( )O  . 

  С учетом равенства 0 0( , ) ( )G t tU x V , а также соотношений (31)–(35) 

получим энтропийное неравенство для решений схемы Годунова (31) 

 
3

1
0 0 0

1
[ ( ( )) ( ( ))] ( ( , )) ( )j G j

j
S t S t d H t d O

 
        V V x U x .   (36) 
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Переходя в (36) к пределу при 0 и учитывая сходимость соответствую-
щих разностных решений схемы (31) к решению РМГ первого порядка (29), 
устанавливаем справедливость энтропийного неравенства (30) в обобщен-
ном смысле. 
 

6. Энтропийная регуляризация РМГ высоких порядков точности  
 С целью улучшения аппроксимации исходной задачи (1) газовой дина-
мики необходимо расширить систему { ( )}k x  ортонормированных функ-

ций по сравнению с РМГ первого порядка (29). Однако традиционные урав-
нения РМГ (25), вообще говоря, не удовлетворяют дискретному аналогу эн-
тропийного неравенства (28) во внутренних ячейках Ω. Поэтому здесь будет 
сформулирован энтропийно регуляризованный вариационный принцип по-
лучения системы ОДУ для коэффициентов РМГ, основанный на экстре-
мальных свойствах метода Галеркина (20)–(22). 
  Естественным способом получения энтропийно регуляризованных урав-
нений РМГ служит замена безусловной минимизации квадратичной функ-
ции (20) на ее условную минимизацию на множестве переменных kB , со-

вместимых с условием (28). Неравенство (28) может быть переписано в ви-
де линейного неравенства относительно переменных kB , что делает новую 

вариационную задачу минимизации столь же легко разрешимой, как и пер-
воначальная задача безусловной минимизации. Перейдем к формулировке 
РМГ более высоких порядков точности, опирающейся на условную мини-
мизацию квадратичной функции (20) с ограничением (28). Как уже отмеча-
лось выше, дискретные аналоги законов сохранения (24) будут выполнены, 
если в качестве одного из элементов локального ортонормированного бази-
са ячейки Ω выбрать функцию (26), а соответствующий ей коэффициент 
положить равным 

 1/2
0( ) ( )t V tU U ,   (37) 

где функция U(t) является решением системы ОДУ (29).  
 Для определения оставшихся уравнений для коэффициентов ( )k tU  

(k=1,...,n) преобразуем неравенство (28) к виду 
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где 

 ( ) ( ( , )) ( )k kt S t d


   UV U x x x ,         0, ... ,k n .  (39) 

Положим далее в правой части (20) 
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и перепишем соотношение (20) в виде 
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Поставим задачу условной минимизации квадратичной функции (41) с ли-
нейным ограничением 

 
1

n

k k
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   V B ,  (43) 

где 
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        V F U x U x   (44) 

а 5n-мерный вектор 1( , ... , )nB B  является искомой точкой минимума. Задача 

условной минимизации квадратичной функции (41) с ограничением (43) един-
ственным образом разрешима, если хотя бы один из компонентов 5n-мер-
ного вектора 1( , ... , )nV V  в левой части (43) отличен от нуля. Для решения 

задачи условной минимизации квадратичной функции (41) может быть ис-
пользован метод неопределенных множителей Лагранжа, рассмотренный 
для одномерного случая в [21]. 
 Соответствующий функционал Лагранжа имеет вид  

 2
1 ,

1 1
( , ... , ) | ( ) ( ) | 2 ( )

n n

n k k k k
k k

d  
 

         B B B x Α x x V B .  (45) 

Точку его безусловного экстремума легко найти, приравнивая к нулю про-

изводные ( )/ j
kB   
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 ( ) ( )( ) 2( ) ( ) ( )j jj
k j jk kB A d V


    x x x g ,     1, ... , ; 1, ... , 5k n j  .  (46) 

 Если при 0   5n-мерный вектор 1( , ... , )nB B , определяемый равенст-
вами (46), удовлетворяет неравенству (43), то его значение и принимается в 

качестве искомого решения min
kB  ( 1, ... ,k n ) задачи условной минимиза-

ции квадратичной функции (41). В противном случае для определения зна-
чения множителя Лагранжа  следует воспользоваться уравнением 

 
1

0
n

k k
k

    V B ,  (47) 

где вместо kB  используется правая часть выражений (46). Корень уравне-
ния (47) 

 
5 5

( ) ( )2 2 1 ( )

1 1 1 1
{ ( ) [ ] } [ ( ) ( ) ]

n n
j j j

j j kk k
k j k j

V V A d

    
        g x x x   (48) 

определяет искомое значение множителя Лагранжа . 

 В рассматриваемом случае искомое решение min
kB  задачи условной 

минимизации квадратичной функции (41) представляет собой правую часть 

(46) со значением (48) параметра . Приняв соглашение, что значение min
0B  

задается равенством (40), определим энтропийно регуляризованный РМГ, 
использовав для этого в правой части системы ОДУ (22) для коэффициен-

тов РМГ только что определенный вектор min
kB  ( 0,1, ... ,k n ). 

 Выбор весовых коэффициентов  и  осуществляется как и в [21], ис-
ходя из соображений размерности 
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E t p
d d

t


 

 
     

     
x

x v x
x

,        2  .  

Таким образом, процедура вычисления коэффициентов энтропийно регуля-
ризованного РМГ полностью описана. 
 

7. Заключительные замечания 
 1. Впервые сформулирован вариационный принцип энтропийной регу-
ляризации разрывного метода Галеркина произвольного порядка точности 
для трехмерной системы уравнений газовой динамики, обеспечивающий вы-
полнение дискретных аналогов законов сохранения массы, импульса и пол-
ной энергии и закона неубывания энтропии в неравновесных термодинами-
ческих системах. 
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 2. Сложность численной реализации предложенного метода имеет та-
кой же уровень, как и для классического РМГ, что создает предпосылки его 
применения в широком круге задач газовой динамики. 
 3. Порядок точности как энтропийно регуляризованного, так и класси-
ческого РМГ существенно зависит от выбора базисных функций. Обратим 
внимание на то, что в тех ячейках, где классический РМГ не нарушает эн-
тропийного неравенства, энтропийно регуляризованное приближенное ре-
шение вычисляется по одним и тем же с ним формулам и должно иметь тот 
же самый порядок точности. В областях вблизи разрыва высокая точность 
обоих методов не предполагается. 
 4. Конструктивный характер предложенного метода открывает возмож-
ность для расчета моделей с заданным производством энтропии. Например, 
модифицируя энтропийное неравенство, можно формулировать условия, от-
носящиеся к скорости производства энтропии для тех или иных необрати-
мых физических процессов, и учитывать их в вычислительном алгоритме. 
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