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Рассматривается развитие и применение метода учета заполненности прямоуголь-
ных ячеек материальной средой, в частности, жидкостью для повышения гладкости 
и точности конечноразностного решения задач гидродинамики со сложной формой 
граничной поверхности. Для исследования возможностей предлагаемого метода 
рассмотрены две задачи вычислительной гидродинамики – пространственно-дву-
мерного течения вязкой жидкости между двумя соосными полуцилиндрами и про-
странственно-трехмерная задача волновой гидродинамики – распространения вол-
ны в прибрежной зоне и ее выхода на сушу. Для решения поставленных задач ис-
пользуются прямоугольные сетки, учитывающие заполненность ячеек. Аппрокси-
мация задач по времени выполнена на основе схем расщепления по физическим 
процессам, а по пространственным переменным – на основе интегро-интерполяци-
онного метода с учетом заполненности ячеек и без ее учета. Для оценки точности 
численного решения первой задачи в качестве эталона используется аналитическое 
решение, описывающее течение Куэтта-Тейлора. Моделирование производилось 
на последовательности сгущающихся расчетных сеток размерами: 11×21, 21×41, 
41×81 и 81×161 узлов в случае применения метода и без его использования. В слу-
чае непосредственного использования прямоугольных сеток (ступенчатой аппрок-
симации границ) относительная погрешность расчетов достигает 70%; при тех же 
условиях использование предлагаемого метода позволяет уменьшить погрешность 
до 6%. Показано, что дробление прямоугольной сетки в 2-8 раз по каждому из про-
странственных направлений не приводит к такому же повышению точности, кото-
рой обладают численные решения, полученные с учетом заполненности ячеек. 
 

Ключевые слова: схемы расщепления по физическим процессам, течение Куэтта-
Тейлора, погрешность численного решения.  
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The article is devoted to the development and application of the filling cells method for 
the hydrodynamics problems solution with complicated geometry of the computational 
domain, in particular, liquid, to increase the smoothness and accuracy of a finite-
difference solution. The spatial-two-dimensional flow problem of a viscous fluid be-
tween two coaxial semi-cylinders and the spatial-three-dimensional problem of wave 
propagation in the coastal zone demonstrate the possibilities of the proposed method. The 
rectangular grids are used to solve these problems, taking into account the filling of cells. 
The approximation of problems have been used splitting schemes in time for physical 
processes and the approximation in spatial variables is made using the balance method, 
taking into account the filling of cells and without it. Analytical solution describing the 
Taylor-Couette flow is used as a reference to assess the accuracy of the numerical solu-
tion of the first problem. The simulation was performed on a sequence of condensing 
computational grids with the following dimensions: 11×21, 21×41, 41×81 and 81×161 
nodes in the case of using the method and without using it. In the case of the direct use of 
rectangular grids (stepwise approximation of boundaries), the relative error of the calcu-
lations reaches 70%; under the same conditions, the use of the proposed method allows 
to reduce the error to 6%. It is shown that splitting up rectangular grid by 2-8 times in 
each of the spatial directions does not lead to the same increase of the numerical solu-
tions accuracy, obtained taking into account the filling of the cells. 
 
Key words: splitting schemes for physical processes, the Taylor-Couette flow, the error 
of numerical solution. 
 

1. Введение 

 В [1] предложены разностные схемы, учитывающие степень заполнен-
ности ячеек, для решения двумерных задач волновой гидродинамики с ди-
намически перестраиваемой геометрией расчетной области. Показано, что 
решения, полученные на основе данных схем, лишены дефектов, связанных 
со ступенчатой аппроксимацией границы. Позже на основе данных схем 
разработана трехмерная математическая модель движения водной среды в 
Азовском море [2]. При максимальной глубине водоема 14.2 метра ветро-
вые нагоны могут достигать 4 метра и более. В качестве механизма пере-
строения геометрии водоема использован динамический пересчет запол-
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ненности ячеек. Данная модель показала достаточно высокую точность и 
большой запас устойчивости. Так, при расчете штормового нагона, который 
произошел в сентябре 2014 года (скорость ветра достигала 40 м/с и более), 
ошибка моделирования функции возвышения уровня составила 20 см при 
подъеме уровня более чем на 4 метра. Результаты моделирования отставали 
по времени на 15 минут на временном интервале штормовых явлений по-
рядка 1000 минут [3]. Традиционно при моделировании гидродинамики 
мелководных водоемов используют σ-координатную систему [4-6]. Реше-
ния, полученные на данных сетках, обладают большой погрешностью и 
плохо описывают влияние рельефа дна на структуру течений. В качестве 
альтернативы прямоугольным сеткам, которые обладают низкой точностью 
в случае ступенчатой аппроксимации границы, сейчас используют неструк-
турированные адаптивные сетки, которые достаточно точно аппроксими-
руют границу [7, 8]. Методы построения трехмерных неструктурированных 
сеток для решения задач с разрывными коэффициентами подробно описаны 
в [9-11]. 
 В настоящее время отсутствует универсальный метод построения оп-
тимальных трехмерных расчетных сеток [7]. Не преуменьшая значимости 
развития методов моделирования на неструктурированных сетках, можно 
утверждать, что разработка математических моделей на прямоугольных сет-
ках и сейчас является актуальной задачей. Целью данной работы является 
количественное исследование точности схем, учитывающих степень запол-
ненности ячеек на прямоугольной сетке для модельных и реальной задач. 

2. Постановка модельной задачи 
 Рассматривается движение вязкой несжимаемой жидкости в двумерной 
области между двумя бесконечно длинными соосными круговыми цилинд-
рами. Введем систему координат xOy перпендикулярно оси цилиндров. На-
чало системы координат совпадает с осью цилиндров. В сечении цилиндра 
плоскостью x = 0 задается поле скорости. Требуется определить вектор ско-
ростей для движущейся жидкости. Исходными уравнениями являются [8, 
12,13]: 
 – уравнение Навье – Стокса: 

 / ( ) ( )t x y x x x y yu uu vu P u u                , (1) 

 / ( ) ( )t x y y x x y yv uv vv P v v                ; (2) 

 – уравнение неразрывности для несжимаемой жидкости: 

 0x yu v   . (3) 
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 Уравнения (1)-(3) рассматриваются при следующих граничных условиях: 
 – на входной и выходной границе задается поток: 

 ( , , ) ( , )u x y t U x y , ( , , ) ( , )v x y t V x y , ( , , ) 0nP x y t  , (4) 

 – на боковых поверхностях задается условие непроницаемости и сколь-
жения (в случае 0τ , то есть без трения): 

( , , ) 0nP x y t  , ( , , ) 0n x y t u , ( , , ) ( )y xu x y t t   , ( , , ) ( )x yv x y t t    (5) 

или условие прилипания: 

 n ( , , ) 0P x y t  , ( , , ) 0u x y t  , ( , , ) 0v x y t  , (6) 

где { , }u vu  – вектор скорости движения водной среды; (x, y) – декартова 

система координат, t – время, P  – давление;   – коэффициент турбулентно-

го обмена;   – плотность жидкости; n – вектор нормали; x , y  – состав-

ляющие тангенциального напряжения на дне жидкости.  
 Тангенциальное напряжение, вызванное донным трением, согласно за-
кону Ван-Дорна, рассчитывается по формулам [6]: 

 { , }x y pC    τ u u , (7) 

где pC  – безразмерный коэффициент. 

3. Дискретная модель гидродинамики 
 Расчетная область вписана в прямоугольник. Для численной реализа-
ции дискретной математической модели поставленной задачи волновой гид-
родинамики вводится равномерная сетка: 

  ,   , ; 0, ..., , 0, ..., , 0, ..., ;n
h i x j y t x yw t n x ih y jh n N i N j N         

 , ,t x x x y y yN T N h l N h l    ,
 

где   – шаг по времени, xh , yh  – шаги по пространству, tN  – наибольшее 

число шагов по времени, xN , yN  – количество шагов пространственной 

сетки по направлению Ох и Оу соответственно. 
 Воспользуемся схемой расщепления по физическим процессам [13, 14]. 
Решение исходной задачи (1)-(3) сводится к решению расщепленной цепоч-
ки задач на каждом шаге по времени:  
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 ( ) ( )
n n

x y x x y y
u u

uu vu u u
            


, (8) 

 ( ) ( )
n n

x y x x y y
v v

uv vv v v
            


, (9) 

  ( ) ( )n n
xx yy x yP P u v      


, (10) 

 

1n n
xPu u  

 
 

,         
1n n

yPv v  
 

 
, (11) 

с соответствующими граничными и начальными условиями; верхний ин-
декс «n  » означает, что соответствующая компонента вектора скорости 
является промежуточной. 
 Расчетные ячейки представляют собой прямоугольники, они могут 
быть заполненными, частично заполненными или пустыми. Центры ячеек и 
узлы разнесены на 2xh  и 2yh  по координатам x и y соответственно. Поле 

скоростей и давление рассчитываются в вершинах ячейки, как представлено 
на рис.1. Вершинами ячейки ( , )i j  являются узлы ( , )i j , ( 1, )i j , ( , 1)i j  , 

( 1, 1)i j  . 

          
Рис.1. Расположение ячейки относительно 
            прилегающих к ней узлов. 

Рис.2. Расположение узлов относительно 
            ячеек. 

 
 Обозначим через ,i jo  заполненность ячейки. Под заполненностью бу-

дем понимать отношение заполненной жидкостью площади ячейки ко всей 
её площади. Узел ( , )i j  является общим для ячеек ( , )i j , ( 1, )i j , ( , 1)i j  , 

( 1, 1)i j   (см. рис. 2). 
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 Введем коэффициенты 0k , 1k , 2k , 3k , 4k , описывающие заполненность 

областей, находящихся в окрестности данной ячейки. Значение 0k  характе-

ризует заполненность области 0 : 1 1( , )i ix x x  , 1 1( , )j jy y y  , 1k  – 1 : 

1( , )i ix x x  , 1 1( , )j jy y y  , 2k  – 2 : 1( , )i ix x x , 1 1( , )j jy y y  , 3k  – 3 : 

1 1( , )i ix x x  , 1( , )j jy y y  , 4k  – 4 : 1 1( , )i ix x x  , 1( , )j jy y y . Запол-

ненные части областей m  будем называть mD , где 0,...,4m  . В соответ-

ствии с этим коэффициенты mk  можно вычислить по формулам 

     
,( ) m

m

D
m i j

S
k

S
 , , 1, 1, 1 , 1

0 ,( )
4

i j i j i j i j
i j

o o o o
k      

 , 1, 1, 1
1 ,( )

2
i j i j

i j
o o

k   
 , 

     

, , 1
2 ,( )

2
i j i j

i j
o o

k 
 , 1, 1 , 1

3 ,( )
2

i j i j
i j

o o
k   

 , , 1,
4 ,( )

2
i j i j

i j
o o

k 
 , 

где 
mDS  – площадь заполненной части ячейки ( , )i j , 

m
S  – общая площадь 

ячейки ( , )i j . 

 Для первой подзадачи расщепленной схемы уравнений гидродинамики 
(8), (9) – граничные условия, которые в общем случае примут вид 

 , ,( , , )x u x u xu x y t u    ,  , ,( , , )x v x v xv x y t v     , 

 , ,( , , )y u y u yu x y t u     ,  , ,( , , )y v y v yv x y t v    . (12) 

 Проинтегрируем уравнение (8) по области 0D  и воспользуемся свойст-

вом линейности интеграла, в результате получим 

0 0 0 0 0

( ) ( )
n n

x y x x y y
D D D D D

u u
dxdy uu dxdy vu dxdy u dxdy u dxdy

           
     .  (13) 

 Вычислим отдельно каждый из полученных интегралов. 

 
0 0

, ,
0 , 0 ,( ) ( )

n nn n n n
i j i j

i j i j x y
D

u uu u u u
dxdy k dxdy k h h

 



 


    . (14) 

 Второй интеграл в выражении (13) запишем в виде 

   
0 1 2 1 2

1 2, ,x x x x xi j i j
D D D

uu dxdy uu dxdy uu dxdy k uu dxdy k uu dxdy
 

           . 
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 Вычисляя интегралы по областям 1  и 2 , получим 

0

1 , 1/2, 1, , 2 , 1/2, , 1,( ) ( ) ( ) ( )

2
i j i j y i j i j i j i j y i j i j

x
D

k u h u u k u h u u
uu dxdy      
  . (15) 

 Вычислим интеграл, стоящий в правой части выражения (13): 

 
0 1 2

( ) ( ) ( )x x x x x x
D D D

u dxdy u dxdy u dxdy            . 

 В последнем равенстве для определенности положим, что 
1 2D DS S , 

выделим из области 1D  фрагмент 1,2D , смежный с областью 2D , причем 

2 1,2D DS S  (рис.3). 

 
0 1 1,2 1,2 2/

( ) ( ) ( )x x x x x x
D D D D D

u dxdy u dxdy u dxdy


              

 
1 0

1 , 2 , 2 ,(( ) ( ) ) ( ) ( ) ( )i j i j x x i j x xk k u dxdy k u dxdy
 

        . 

 В результате получим 

    
0

1, , , 1,
1 1/2, 2 1/2,, ,( ) i j i j i j i j

x x i j i ji j i j
x xD

u u u u
u dxdy k k

h h
 

 
 

     


   

 – 1 , 2 , , , , ,(( ) ( ) ) ( )i j i j i j u x i j u x yk k u h    . (16) 

 
Рис.3.    Схема заполненности областей. 

 В случае если 
2 1D DS S , результат будет аналогичным. Подставим в 

уравнение (13) выражения (14)-(16), в результате получим 
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, ,
0 ,

1 , 1/2, 1, , 2 , 1/2, , 1,

( )

( ) ( ) ( ) ( ) 2

n n
i j i j

i j x y

i j i j y i j i j i j i j y i j i j

u u
k h h

k u h u u k u h u u



   






    

 

  3 , , 1/2 , 1 , 4 , , 1/2 , , 1( ) ( ) ( ) ( ) 2i j i j x i j i j i j i j x i j i jk v h u u k v h u u         

 1, , , 1,
1 , 1/2, 2 , 1/2,( ) ( )i j i j i j i j

i j i j i j i j
x x

u u u u
k k

h h
 

 
 

    


 (17) 

  , 1 ,
1 , 2 , , , , , 3 , , 1/2(( ) ( ) ) ( ) ( ) i j i j

i j i j i j u x i j u x y i j i j
y

u u
k k u h k

h



 

       
  

    , , 1
4 , , 1/2 3 , 4 , , , , ,( ) ( ) ( )i j i j

i j i j i j i j i j u y i j u y x
y

u u
k k k u h

h





       


. 

 Разделим полученное выражение на площадь ячейки x yh h , получим 

, , 1, , , 1,
0 , 1 , 1/2, 2 , 1/2,( ) ( ) ( )

2 2

n n
i j i j i j i j i j i j

i j i j i j i j i j
x x

u u u u u u
k k u k u

h h


 

 
  

  
  

 , 1 , , , 1
3 , , 1/2 4 , , 1/2( ) ( )

2 2
i j i j i j i j

i j i j i j i j
y y

u u u u
k v k v

h h
 

 
 

  

 1, , , 1,
1 , 1/2, 2 , 1/2,2 2

( ) ( )i j i j i j i j
i j i j i j i j

x x

u u u u
k k

h h

 
 

 
      (18) 

   , , , , 1 ,
1 , 2 , , 3 , , 1/2 2

( ) ( ) ( )
u x i j u x i j i j

i j i j i j i j i j
x y

u u u
k k k

h h




  
       

  , , 1 , , ,
4 , , 1/2 3 , 4 , ,2

( ) ( ) ( ) .
i j i j u y i j u y

i j i j i j i j i j
yy

u u u
k k k

hh




  
      

 Аналогичным образом можно получить дискретные аналоги для урав-
нений (9)-(12). С целью упрощения записи уравнений вводится «маска» 
граничного условия: ,i jm . Параметр ,i jm  принимает значение 1 в случае, 

если узел ( , )i j  принадлежит множеству граничных узлов, находящихся в 

приграничной области, где происходит скольжение с трением, в противном 
случае , 0i jm  . С учетом вышеописанных обозначений дискретная модель 
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задачи гидродинамики может быть представлена следующими сеточными 
уравнениями [15]: 
 – для составляющей вектора скорости ,i ju  в случае условия скольжения: 

/2 /2 /2 /2
, , 1, , , 1,

0 , 1 , 1/2, 2 , 1/2,( ) ( ) ( )
2 2

n n n n n n
i j i j i j i j i j i jn n

i j i j i j i j i j
x x

u u u u u u
k k u k u

h h

    
 

 
  

  


 
/2 /2 /2 /2

, 1 , , , 1
3 , , 1/2 4 , , 1/2( ) ( )

2 2

n n n n
i j i j i j i jn n
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в случае условия прилипания: 
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 1,2 , 1 , 2 , 3,4 , 3 , 4 ,( ) min{( ) ,( ) },   ( ) min{( ) ,( ) }i j i j i j i j i j i jk k k k k k  ; 

для составляющей вектора скорости ,i jv  в случае условия скольжения: 
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в случае условия прилипания: 
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– для расчета поля давления: 
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– уравнениями для уточнения поля скоростей по давлению: 
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. 

 Проведено исследование погрешности аппроксимации модели. Пока-

зано, что погрешность аппроксимации есть величина 2 2( )x yO h h    во 

внутренних узлах сетки и ( )x yO h h    – в граничных узлах. Достаточное 

условие монотонности схем для метода поправки к давлению определяется 
на основе принципа максимума [16, 17] при ограничениях на шаг по про-
странству: 2 /xh u  , 2 /yh v   или Re  2N, где Re /u l    – число 

Рейнольдса, u – скорость движения водной среды, l  – характерный размер 
области,   – коэффициент турбулентного обмена. 

 Для решения полученных сеточных уравнений был применен адаптив-
ный модифицированный попеременно-треугольный метод вариационного 
типа [17-19]. 

4. Течение Куэтта – Тейлора 
 Рассмотрим стационарное течение жидкости между двумя бесконечно 
длинными соосными круговыми цилиндрами: 

 
1

x y xuu vu P u       ,    1
x y yuv vv P v       ,  

 1 2,r r r   2 2r x y  . (19) 

 Предположим, на внутренней стороне скорость вращения 
1

1r r
u


u , 

на внешней стороне скорость вращения 
2

2r r
u


u . Для решения задачи 

введена полярная система координат ( cos , sinx r y r   ) 

 
2 2

2 2 2
1 1 ( ) 1 2r r r r

r
u u uu u P ru u

u
r r r r r r r r r

                            
, 
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 С учетом того, что 0rv  , ( )v v r   и ( )P P r , получим 
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 Аналитическим решением данной задачи является функция [20]: 

 1 2( ) /u r с r с r   ,    
1

2
1( ) ( ) ( / )

r

r

P r P r u r dr   . 

 Для сопоставления результатов численных расчетов с аналитическим 
решением возьмем 1 5r   м, 2 10r   м, 1 1u   м/с, 2 0.5u   м/с. 
 В данном случае аналитическое решение примет вид 

 ( ) 5 /u r r  , 2
1( ) ( ) 12.5 / / 2P r P r r     . 

 Аналитическое решение в декартовой системе координат примет вид 

 
2 2
5

( , )
y

u x y
x y

 


,   
2 2
5

( , )
x

v x y
x y




,   1 2 2
12.5

( , ) ( ) / 2P x y P r
x y


   


. (20) 

5. Тестирование разностных схем, учитывающих заполненность ячеек 
 Рассматривается задача нахождения численного течения вязкой жид-
кости между двумя соосными полуцилиндрами (x  0). Радиус внутреннего 
цилиндра 1 5r   м. Радиус внешнего цилиндра 2 10r   м. Расчетная область 

вписана в прямоугольник размерами 1020 м (0 10, 10 10x y     ). В се-

чении цилиндра плоскостью x = 0 задается поле скорости u(0,y) = –5/y м/с, 
v(0,y) = 0 м/с. Во всех остальных узлах сетки поле скорости рассчитывается. 
На внутренней и внешней стенках цилиндра задаются условия скольшения 
и непротекания.  
 Погрешности численных решений наиболее отчетливо видны на гру-
бых сетках. Опишем параметры грубой сетки. Шаги по пространственным 
направлениям равны 1 м, шаг по времени 0.1 с, размеры сетки 21×11 узлов, 
величина расчетного временного интервала  10с, плотность среды 

1000  кг/м3, коэффициент турбулентного обмена 1  м2/с.  
 На рис.4 представлено содержимое массива, описывающего степень 
заполненности ячеек в случае использования расчетной сетки 21×11. 
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Рис.4. Степень заполненности ячеек для сетки 21×11 узлов. 
 

 Численное решение задачи течения жидкости между двумя соосными 
цилиндрами представлено на рис.5. Цветом показаны потоки движения жид-
кости 0k u .  

 
 Рис.5.   Численное решение задачи: a – случай использования частичной  
                       заполненности ячеек, b – случай ступенчатой границы раздела двух сред. 
 

 Рис.6a демонстрирует, что решение задачи течения жидкости между 
двумя соосными цилиндрами, полученное на сетках, учитывающих запол-
ненность ячеек, является достаточно гладким. Решение, представленное на 
рис.6b, имеет существенные ошибки в определении направления векторов 
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скорости, связанные со ступенчатой аппроксимацией границы раздела двух 
сред.  

 
Рис.6.    Поле, полученное как разность между численным и аналитическим решениями  
               задачи: a – случай гладкой границы, b – случай ступенчатой границы. 
 

 На рис.7,8 представлены погрешности численного решения задачи те-
чения жидкости между двумя соосными цилиндрами на сетках, учитываю-
щих заполненность ячеек (случай гладкой границы), и на сетках со ступен-
чатой аппроксимацией границы. Для численного исследования точности 
предложенных схем найдено решение на последовательности сгущающихся 
сеток. На рис.8 представлено численное решение исходной задачи течения 
жидкости между двумя соосными цилиндрами на более подробных сетках 
размерами 21×41 и 41×81 узлов. 
 

 
 

 Рис.7. Зависимости погрешности решения задачи течения жидкости между двумя  
                     цилиндрами от радиуса: a – с использованием метода учета заполненности  
                     ячеек, b – без учета заполненности ячеек. 
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Рис.8.   Численное решение задачи: a,c – с использованием метода учета заполненности  
              ячеек; b,d – без учета заполненности ячеек; a,b – размеры расчетной сетки 21×41  
              узлов; c,d – 41×81 узлов. 
 

 На рис.9 представлены значения погрешностей численного решения за-
дачи течения жидкости, зависящие от радиуса (кружками показана погреш-
ность в случае гладкой границы, окружностями – в случае ступенчатой гра-
ницы).  
 

 
 

       Рис.9. Зависимости погрешности решения задачи течения жидкости между двумя  
                  цилиндрами от радиуса на сетке размерами: a – 21×41 узлов, b – 41×81 узлов. 
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 Рис.7,9 демонстрируют, что в случае ступенчатой аппроксимации гра-
ницы, для задачи течения водной среды увеличение числа узлов расчетных 
сеток приводит не к повышению точности, например, в норме сеточного 
пространства C, а к уменьшению линейных размеров приграничной облас-
ти, где проявляются дефекты решения, связанные с грубой аппроксимацией 
границы. Следует отметить, что при использовании сеток, учитывающих 
заполненность ячеек, погрешности численного решения модельных задач 
гидродинамики, вызванная аппроксимацией границы, не превосходят 6% от 
решения задачи. 
 В табл.1 представлены значения погрешностей численного решения за-
дачи течения жидкости между двумя соосными полуцилиндрами, полученные 
на последовательности сгущающихся расчетных сеток размерами: 11×21, 
21×41, 41×81 и 81×161 узлов в случаях гладкой и ступенчатой границы. 
 
Таблица 1. Погрешности решения задачи течения жидкости между двумя цилиндрами. 

 

Размеры сетки 11×21 21×41 41×81 81×161 

Максимальное значение погрешности в 
случае гладкой границы, м/с 

0.053 0.052 0.058 0.056 

Среднее значение погрешности в случае 
гладкой границы, м/с 

0.023 0.012 0.006 0.003 

Максимальное значение погрешности в 
случае ступенчатой границы, м/с 

0.272 0.731 0.717 0.75 

Среднее значение погрешности в случае 
ступенчатой границы, м/с 

0.165 0.132 0.069 0.056 

 

 Анализ результатов расчетов погрешности численного решения задачи 
течения жидкости между двумя цилиндрами на последовательности сгу-
щающихся сеток, представленных в табл.1, позволяет сделать вывод об эф-
фективности использования разностных схем, учитывающих заполненность 
ячеек. При решении модельной задачи дробление сетки в 8 раз по каждому 
из пространственных направлений не приводит к заметному повышению 
точности, которой обладают решения, полученные на сетках, учитывающих 
заполненность ячеек. 
 

6. Решение трехмерной задачи волновой гидродинамики на основе раз-
ностных схем, учитывающих заполненность ячеек 
 Исходными уравнениями гидродинамики мелководных водоемов яв-
ляются: 
 – уравнение движения (Навье – Стокса):  
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1

( ) ( ) ( )t x y z x x x y y z zu uu vu wu P u u u                    


, 

 
1

( ) ( ) ( )t x y z y x x y y z zv uv vv wv P v v v                    


,  (21) 

 
1

( ) ( ) ( )t x y z z x x y y z zw uw vw ww P w w w g                     


; 

 – уравнение неразрывности в случае переменной плотности: 

 ( ) ( ) ( ) 0t x y zu v w           , (22) 

где { , , }V u v w  – компоненты вектора скорости, P – давление, g – ускоре-

ние свободного падения,  – плотность, , – горизонтальная и вертикаль-
ная составляющие коэффициента турбулентного обмена соответственно. 
Геометрия расчетной области представлена на рис.10. 

 
 

Рис.10.     Геометрия расчетной области. 
 

 Система уравнений (21)-(22) рассматривается при следующих гранич-
ных условиях: 
 – на входе: 

 ( , , , ) ( ), ( , , , ) ( ), ( , , , ) 0, ( , , , ) 0n nu x y z t u t v x y z t v t P x y z t V x y z t     , 

 – боковая граница (берег и дно):  

 
( ) ( , , , ) ( ), ( ) ( , , , ) ( ),

( , , , ) 0, ( , , , ) 0;

n x n y

n n

u x y z t t v x y z t t

V x y z t P x y z t

      

 
 

– верхняя граница: 

 ( , , ) / , ( , , ) 0,t nw x y t P g P x y t      (23) 
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где  ‒ интенсивность испарения жидкости, ,x y   – составляющие танген-

циального напряжения. Составляющие тангенциального напряжения для 
свободной поверхности: x a s xC w   w , y a s yC w   w , где w  – вектор 

скорости ветра относительно воды, a  – плотность атмосферы, 0.0026sC   

‒ безразмерный коэффициент, который зависит от скорости ветра, рассмат-
ривается в диапазоне 0.0016 0.0032 . 
 Составляющие тангенциального напряжения для дна с учетом введен-
ных обозначений могут быть записаны следующим образом: x bC u V   , 

y bC v V   , 2 1/3/bC gn h , h  – глубина, 0.04n   – групповой коэффици-

ент шероховатости по формуле Мэннинга, в зависимости от шероховатости 
дна лежит в диапазоне 0.025 0.2 . 
 Рассмотренная ниже аппроксимация позволяет на основании измерен-
ных пульсаций скоростей строить коэффициент вертикального турбулентно-
го обмена, неоднородный по глубине (см. [12]):  

    2 22 2 1
/ /

2sC U z V z        , (24) 

где ,U V  – осредненные по времени пульсации горизонтальных компонент 
скорости, ‒ характерный масштаб сетки, sC ‒ безразмерная эмпирическая 

константа, значение которой обычно определяется на основе расчета про-
цесса затухания однородной изотропной турбулентности. 
 Далее рассмотрена задача расчета пространственно-трехмерного рас-
пределения давлений и вектора скоростей водной среды. В качестве приме-
ра практического использования данной модели и метода учета частичной 
заполненности ячеек решается задача расчета полей скорости и давления. 
Выделенный участок моделирования имеет размеры 50м на 50м по гори-
зонтальным направлениям и глубину 2м, пиковая точка возвышается над 
уровнем моря на 2м. Источник возмущений задается на некотором расстоя-
нии от линии берега. В начальный момент времени жидкость находится в 
состоянии покоя. Для решения поставленной задачи использована сетка 
размерами 100×100×40, шаг по времени равен 0.01 секунды. 
 На рис.11 изображено распределение скоростей движения водной сре-
ды при накате волны на берег; одновременно показано динамически изме-
няющаяся функция возвышения уровня, положение которой рассчитано на 
основе метода учета заполненности ячеек и определения зон затопления и 
осушения. 
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 На рис.12 показано затопление участка суши. Численное моделирова-
ние осуществлялось с использованием динамического пересчета функции за-
полненности расчетных ячеек. Предложенный подход позволяет решать за-
дачи на прямоугольных сетках с удовлетворительной точностью в областях 
со сложной и динамически перестраиваемой геометрией границы. Следует 
отметить, что разработанный программный комплекс обладает отличитель-
ной особенностью, при моделировании распространения поверхностных 
колебаний учитывается выход волны на берег. В [21, 22] описан подход к 
моделированию задач гидродинамики со свободной поверхностью за счет 
пересчета заполненностей расчетных ячеек. Предложенный в работе подход 
не требует решения уравнения переноса и информации о геометрии функ-
ции раздела сред при пересчете заполненности ячеек. Другой положитель-
ной особенностью предложенной модели является непосредственный учет 
частичной заполненности в разностных схемах. 

а)                                                     5с 

 
b)                                                   10с 

 
Рис.11. Распределение вектора скорости движения водной среды 

(сечение плоскостью xOz). 
 

 
 

Рис.12. Функция возвышения уровня и рельефа дна. 
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7. Заключение 
 Предложен метод учета заполненности ячеек прямоугольной сетки для 
повышения точности и гладкости численного решения задач гидродинами-
ки. Рассмотрена задача нахождения численного течения вязкой жидкости 
между двумя соосными полуцилиндрами. Для оценки точности численного 
решения задач гидродинамики в качестве эталона используется аналитиче-
ское решение, описывающее течение Куэтта-Тейлора. Моделирование про-
изводилось на последовательности сгущающихся расчетных сеток размера-
ми: 11×21, 21×41, 41×81 и 81×161 узлов в случаях гладкой и ступенчатой 
границы. Для повышения гладкости решения использованы сетки, учиты-
вающие заполненность ячеек. В случае ступенчатой аппроксимации грани-
цы раздела двух сред погрешность расчетов достигает 70% от решения за-
дачи. При использовании сеток, учитывающих заполненность ячеек, отно-
сительная погрешность численного решения модельных задач гидродина-
мики, вызванная, в основном, аппроксимацией границы, не превосходит 6% 
от решения задачи. Показано, что дробление сетки в 8 раз по каждому из 
пространственных направлений не приводит к повышению точности, кото-
рой обладают решения, полученные на сетках, учитывающих заполнен-
ность ячеек. 
 Решена пространственно-трехмерная задача волновой гидродинамики. 
Применение метода учета заполненности ячеек позволило естественным 
образом моделировать поведение функции возвышения уровня, выход вол-
ны на сушу и процессы затопления и осушения участков берега. 
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