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Рассматривается задача защиты разговора в комнате с открытым окном от улич-
ного шума в качестве примера более общей задачи защиты в реальном времени за-
данной области от наружного шума. Речь идёт об активной защите, то есть она 
осуществляется с помощью дополнительных источников звука, располагаемых на 
границе области. Эти источники дополняются окружающей их измерительной ап-
паратурой, следящей в интерактивном режиме за состоянием акустической среды, 
совокупность которых будем называть прибором защиты. 
Для решения задачи защиты В.С. Рябеньким построена математическая модель 
процесса защиты, основанная на методе разностных потенциалов (МРП) и текущей 
акустической разведки (ТАР). В этой модели управление динамиками прибора ос-
лабляет шум в заданное число раз. Однако конструктивная реализация математи-
ческой модели затруднена, потому что в ней аппаратура прибора плотным кольцом 
окружает защищаемую область. Для того чтобы преодолеть указанную трудность, 
будет построена приближённая модель прибора защиты с крупной сеткой динами-
ков путём специальной аппроксимации математической модели. 
На простом примере излагается математическая модель процесса защиты. Изложе-
ние ведётся таким образом, чтобы обеспечить широкие возможности в выборе кон-
кретных вариантов шумоподавления. Далее предлагается методика получения эко-
номной аппроксимации математической модели и на численных примерах демон-
стрируется её эффективность и, при условии аккуратного исполнения, её устойчи-
вость. 
 

Ключевые слова: активная защита от шума в реальном времени, активное экрани-
рование, метод разностных потенциалов (МРП), текущая акустическая разведка 
(ТАР), активное подавление шума. 
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We consider a problem of active noise shielding form street noise inside a room with 
open window. The problem is considered as an example of more complex problem of 
real time active shielding of the prescribed domain from an external noise. We consider 
an active shielding which means that it is performed using additional sound sources 
(“speakers”) which are situated at the domain boundary. These sound sources are com-
plemented by measurement facilities which follow the acoustic state of the environment. 
The sound sources accompanied by measurement facilities are called “shielding device”. 
For solution of this problem in the works of V.S. Riabenkiy it was developed the mathe-
matical model of the acoustic shielding process based on the difference potentials method 
and real-time acoustic exploration. In this model an external noise can be reduced by the 
predefined ratio by controlling the output of the “speakers”. However, a practical imple-
mentation of the proposed approach is hindered because “shielding device” components 
are supposed to enclose the shielding domain by a dense ring of measurement facilities 
and “speakers”. To avoid these difficulties in this paper an approximate model of the 
shielding device is developed which uses a coarse mesh of “speakers” using special ap-
proximation of the original mathematical model.  
We describe a mathematical model of the shielding process using simple example. The 
presentation is carried out in a way that provides wide possibilities in a choice of con-
crete variants of shielding. Further an approach is presented to derive an efficient nu-
merical approximation of the mathematical model. A number of numerical examples are 
described which demonstrate its efficiency and, in the case of an accurate implementa-
tion, stability. 

 

1. Введение 
 Рассматривается задача защиты в реальном времени акустического по-
ля в заданной области от внешнего шума. В ней защищаемым является поле 
от источников внутри области, а поле от остальных, внешних источников, 
считается шумом. Защита предполагается активной, т.е. она осуществляется 
с помощью дополнительных источников звука (дополнительных динами-
ков), располагаемых по границе защищаемой подобласти. Наглядным при-
мером может служить задача защиты разговора в комнате с открытым ок-
ном от уличного шума с помощью прибора защиты, вставленного в окно, 
где прибор защиты состоит из динамиков и окружающей их измерительной 
аппаратуры вместе с ограниченным ею пространством. Разностная матема-
тическая модель процесса защиты, основанная на методе разностных по-
тенциалов (МРП) и текущей акустической разведки (ТАР), построена В.С. 
Рябеньким в части 6 монографии [1] (см. также [2]). В этой модели текущее 
управление динамиками прибора, обеспечивающими ослабление шума в за-
данное число раз, основано на обработке только практически доступной те-
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кущей информации, собираемой прибором. Используется только знание 
суммарного акустического давления в области прибора всех источников 
звука (в том числе осуществляющих экранирование), а также знание в той 
же области коэффициентов линейного дифференциального уравнения аку-
стики. Более того, собираемая информация не только достаточна, но и явля-
ется минимально возможной, потому что её сокращение привело бы к обра-
зованию неконтролируемых “дыр” на границе. 
 Однако конструктивная реализация изложенного подхода затруднена. 
Дело в том, что интерпретация разностной схемы в качестве математиче-
ской модели реального процесса имеет основание только при достаточно 
мелкой сетке. Поэтому воспроизводство этой разностной модели реального 
процесса в виде физической конструкции потребовало бы такого же коли-
чества микрофонов и управляющих микродинамиков, каково число пригра-
ничных точек мелкой сетки. Но тогда для конструктивной реализации при-
бора защиты придется приближённо заменить первоначальный алгоритм 
МРП и ТАР каким-либо алгоритмом, который использует лишь небольшое 
число микрофонов и небольшое число дополнительных управляющих ис-
точников звука. 
 Содержание настоящей публикации состоит в обсуждении общих под-
ходов к экономной аппроксимации и общих способов численного обосно-
вания и изучения свойств подлежащих созданию физических приборов за-
щиты. Для обозримости и прозрачности это делается с помощью рассмот-
рения удобного характерного примера, на котором излагается теория В.С. 
Рябенького, и описывается её применение к задаче о взаимной защите. Да-
лее предлагается методика получения экономной аппроксимации математи-
ческой модели и на численных примерах демонстрируется её эффектив-
ность и при условии аккуратного исполнения  устойчивость.  
 
2. Математическая модель защиты от шума 
 2.1. Схема защиты от шума. Вернёмся к задаче защиты от уличного 
шума, проникающего в комнату через открытое окно. Различают два спосо-
ба её решения: пассивный  с помощью звуконепроницаемой перегородки, 
например, стеклопакета, и активный  с помощью расположенных в окне 
динамиков. При активном способе управлению подлежит источник звука, 
исходящий от динамиков. Целью управления является противодействие 
уличному шуму, причём такое, что разговор в комнате, по возможности, не 
искажается. Для подходящего управления было бы желательно знать в окне 
как приходящий звук с улицы, так и приходящий комнатный звук. На прак-
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тике можно вполне обойтись измерением звукового поля на некотором рас-
стоянии от окна: как снаружи него, так и с его внутренней стороны. Харак-
терная схема защиты от шума изображена на рис.1. 

 
Рис.1.  Схема защиты от шума. 

 

 На рис.1 обозначены: речь в комнате D  – звуковое поле ( , , )u x y t , 

возбуждаемое источником ( , , )f x y t , и шум на улице D  – поле ( , , )u x y t , 

создаваемое источником ( , , )f x y t , 0t   – время. Уравнения акустики за-

пишем в виде Lu f   и Lu f  .  
 На рис.1 также изображён прибор защиты от шума. Он состоит из мик-
рофонов и динамиков. Микрофоны выбраны на таком расстоянии d  от ок-
на, чтобы прибор защиты, занимающий полосу : dS d x d   , не пересёкся 
ни с комнатными, ни с уличными источниками звука. Динамики распола-
гаются вдоль оси y  в два ряда (двойная линия на рис.1). Символом   обо-
значим множество динамиков; ( , , )g x y t  – функция-источник, генерируемая 
динамиками прибора. 

 Разумеется, источники f  , f   и g  разделены по пространству. Каж-
дая из этих функций отлична от нуля при x d  , при d x  и при 
–d x d   соответственно. 

 

 2.2. Модель распространения звука. Численные эксперименты будем 
проводить для разностных задач, связанных с дифференциальной краевой 

задачей в области D D D D      с границей D : 
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относительно функции ( , , )u x y t . Решение ( , , )u x y t  этой задачи можно ин-

терпретировать как звуковое давление в точке ( , , )x y t . Отметим, что усло-

вие (2) – это локальное условие прозрачности, способствующее поглоще-
нию сигнала, падающего на границу области, и позволяющее избежать эф-
фекта многократного эха. 
 Вычислительную модель реального физического процесса распростра-
нения звука зададим с помощью разностной схемы (4)–(6). Эта схема – 
классическая явная схема типа «крест» для волнового уравнения на равно-
мерной сетке с шагом h  по пространственным переменным x  и y  и с ша-
гом   по времени t  
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где , ,i j k  – целочисленные индексы; ,h ijku  соответствуют значению 

( , , )u ih jh k . При чтении формул (4) – (6) полезно иметь ввиду соответствие 

 ( , , ) ( , , ) ( , , )i j kijk x y t x y t ih jh k    . 

Индексы ijk  служат также для нумерации уравнений (4)–(6) в соответствии 
со своими «центральными» слагаемыми. При решении уравнений (4)–(6) 
ijk -е уравнение используется для того, чтобы в момент времени 1kt t   
найти неизвестное , 1h ijku   по известным к моменту времени kt t  значени-

ям hu . 
 

 2.3. Управление и цель управления. Источник hf  в задаче защиты от 

шума состоит из трех слагаемых:  

 h h h hf f f g     (7) 

– разговора в комнате  hf
 , шума на улице hf

  и функции hg , создаваемой 
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динамиками. Сначала не будем налагать на функцию hg  никаких ограниче-
ний. 
 Определение 1. Пусть задано звуковое поле hz , порождённое источ-

ником вида (7): h h h hf f f g    . Назовём поле hz  целью (управления), а 
функцию hg  – управлением. 
 Целевое поле h hu z  и управление hg  взаимно однозначно связаны 
между собой уравнениями (4)–(7), поэтому задать hz  – это всё равно, что 
задать hg . 
 При определении управления на функцию hg  никаких ограничений не 

налагалось. Но такие ограничения есть, и они связаны с расстановкой дина-
миков. С одной стороны, можно поставить динамики в окне между линиями 
микрофонов. Расположим динамики в два ряда с шагом h  на множестве то-
чек  ( , )| 0, ; 0, ,2 , ,h x y x h y h h Jh      , /J b h , т.е. на двойной линии 

рис.1. (Такой набор динамиков не случаен – это типичный набор, необхо-
димый для организации полноценного управления). С другой стороны, для 
того, чтобы воспроизвести функцию hg , динамики нужны там, где hg  ког-

да-нибудь отличается от нуля. Обозначим эти места через ( )hgD . По опре-

делению 

  ,( ( , ) ( , ) |  0 )h h ijkg x y ih jh k g   D . 

Для воспроизведения динамиками прибора функции hg  необходимо и дос-
таточно, чтобы 

 ( )hg D  . (8) 
 

 Определение 2. Назовём цель управления hz  допустимой, если соот-
ветствующее ей управление hg  можно воспроизвести динамиками прибо-
ра, т.е. если выполняется соотношение (8). 
 Всякие звуковые поля могут служить целью, но только допустимые по-
ля можно получать из внешнего поля, по-разному управляя динамиками 
прибора. Обратно, по допустимому целевому полю hz  можно вычислить 

соответствующее ему управление hg : 

 ,
,  ( , ) ,

0,  ( , ) .
h h

h ijk
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  (9) 

Действительно, согласно (4) h h hf L z . А также ,h ijkf = , , ,h ijk h ijk h ijkf f g   = 
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,h ijkg  при ( , )ih jh  , так как на множестве динамиков , , 0h ijk h ijkf f   . 

Отсюда следует справедливость первой строки равенства (9). Вторая строка 
(9) справедлива в силу того, что функция hz  – допустимая, так что соответ-
ствующая ей функция hg  обращается вне динамиков в нуль. 
      Выясним, чего не хватает для построения алгоритма управления. 

      2.4. Анализ. Поднятие цели (на шаг по времени). Введём обозначения 

  
def

, , | , d k h ijkZ z d ih d j любое      – часть k-го (текущего) слоя поля 

hz , находящаяся между линиями приёмников – в полосе dS ; 

 
def

,[0, ] ,d k d kk kZ Z    – таблица значений поля hz  в полосе dS  вплоть 

до k-го момента времени kt t k    включительно. 
 В общем случае целью управления является получение звукового поля 
с определенными желательными свойствами путем воздействия динамика-
ми на внешнее звуковое поле. Само воздействие на поле от внешних источ-
ников заключается в добавлении к нему поля от динамиков. Выбор воздей-
ствия осуществляется на основе информации, накопленной к текущему мо-
менту времени. И к этому моменту, чтобы вовремя просигналить, воздейст-
вие должно быть уже определено. Что касается накопленной информации, 
то она собирается микрофонами и на текущий момент состоит из значений 
суммарного звукового поля на линиях приёмников во все предыдущие вре-
мена и в настоящее время. Этих значений в совокупности с уже определён-
ным в прошлом управлением достаточно, чтобы вычислить (решая внутри 
прибора краевую задачу вида (4)–(6) с известными данными на линиях при-
ёма) суммарное звуковое поле, заключенное между линиями приёмников, 
вплоть до текущего момента времени, т.е. таблицу ,[0, ]d kZ . 

 Мы уже отмечали, что к текущему моменту  kt t  величина воздейст-
вия ,h ijkg  при ( , )ih jh   уже определена по данным ,[0, ]d kZ . Тогда из урав-

нений (9) можно найти поле , 1h ijkz   при ( , )ih jh   по тем же данным, т.е. 

имеется зависимость , 1 , 1 ,[0, ]( )h ijk h ijk d kz z Z  . Запишем её в виде системы 

уравнений:  

 , , 1 ,[0, ],( 0,)h ijk h ijk d kP z Z        ( , )ih jh  . (10) 

Более гибко зависимость , 1h ijkz   от ,[0, ]d kZ  можно выразить в параметриче-

ской форме: 
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 , , 1 ,[0, ] [0, ]Φ , , 0,( )h ijk h ijk d k kz Z A       ( , )ih jh  , (11) 

 1 ,[0, ] [0, ]Ψ , , 0( ) ,k k d k kA Z A   (12) 

где kA  – какой-нибудь подходящий набор параметров, [0, ]k kk kA A  . От 

системы (11), (12) требуется однозначная разрешимость относительно неиз-

вестных  , 1|( , )h ijkz ih jh   и 1kA  .  

 Уравнения вида (11), (12) назовём уравнениями поднятия, если иско-

мые  , 1|( , )h ijkz ih jh   и 1kA   им удовлетворяют. 

 Подведём итог. Если наш прибор можно построить (что не всегда воз-
можно), то существуют уравнения поднятия.  
 

 2.5. Алгоритм управления. Обратно, для рассматриваемой разностной 
модели распространения звука имеет место теорема 1. 
 

 Теорема 1. Предположим, что нам известны уравнения поднятия. Тог-
да существует алгоритм управления нашим прибором, следуя которому 
мы получим допустимое целевое поле во всём пространстве. 
 Для доказательства теоремы приведём алгоритм управления с течени-
ем времени. Назовём его базовым. 

 Базовый алгоритм. Алгоритм представляет собой цикл по номеру k 
временного слоя kt t k   .  
 Будем следить в полосе dS  за сеточными функциями ,h ijkz , т.е. перед 

переходом от k-го слоя к ( 1)k  -му слою таблица ,[0, ]d kZ  известна. А также 

известен набор параметров [1, ]kA . 

 Сначала при 1k   таблица ,[0, ]d kZ  обнуляется: , 0,1
0d k k

Z


  – согласно 

начальным условиям (6). А также задаются параметры [0, ] 1k k
A


 согласно 

своим первоначальным значениям. Переход от k-го слоя к (k+1)-му слою 
при k>1 состоит из четырёх шагов: 

 Шаг 1. Вычисление , 1h ijkz   во всех внутренних точках полосы dS , ис-

ключая точки, занятые динамиками, по уравнениям (5) и (4) с нулевой (т.к. 

внутри прибора 0)h hf f    правой частью. 
 Шаг 2. Вычисление , 1h ijkz   во всех точках, занятых динамиками, а так-

же параметров kA  по уравнениям поднятия. 
 Шаг 3. Вычисление управления ,h ijkg  по (9). Соответственно сигналим 
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динамиками в момент времени kt t , тем самым поддерживая внешний 
процесс распространения поля hz  вплоть до момента 1kt t  . 
 Шаг 4. Измерение поля , 1h ijkz   на линиях микрофонов в момент време-

ни 1 ( 1)kt t k    . 
 

 Индукцией по k проверяется, что на k-м временном слое kt t k    на-

блюдается именно поле ,{ }h ijkz , и его часть в полосе dS  правильно вычис-

ляется базовым алгоритмом.  
 Шаг 2 приводит к вычислению правильного поля , 1h ijkz   во всех точ-

ках, занятых динамиками, по предположению теоремы. Поэтому на шаге 3 
по формуле (9) вычисляется управление ,h ijkg , соответствующее полю 

,{ }h ijkz . Остальные шаги приводят к вычислению правильного поля , 1h ijkz   

в силу уравнений (4)-(7). Что и требовалось доказать. 
 Базовый алгоритм дословно применим к управлению реальным физи-
ческим прибором, а не только к управлению его математической моделью 
(4)–(7). При этом всё, что нужно для вычисления управления, это уметь из-
мерять звуковое поле на линиях микрофонов и уметь вычислять звуковое 
поле в области прибора dS . Вне прибора поле вычислять не надо – его вы-

числит сама природа по известным только ей уравнениям. Базовый алго-
ритм с привлечением природы останется точным, потому что он точен для 
широкого класса разностных схем, как это показано в [1] (см. также [2]), в 
частности, для любой разностной схемы, как угодно близкой к “уравнениям 
природы”. 
 

2.6. Примеры алгоритмов управления. Подход В.С. Рябенького 
 Опишем характерные алгоритмы защиты от шума. 
 Пример 1. Мечта о полной очистке. Индивидуальный алгоритм. 
Идеально было бы полностью очистить комнату и улицу от посторонних 
звуков. Этому идеалу удовлетворяет задание следующего целевого поля: 

 
,  0,

,  1,

h
h

h

u i
z

u i





  


 (13) 

где hu  и  
hu  – поля, порождённые источниками hf

  и hf
 соответственно.  

 Поле hz  в (13) – допустимое, т.е. поле h hu z  удовлетворяет уравне-

ниям (4)–(6) со специальной правой частью вида (7) с условием  hg D , 

что проверяется подстановкой h hu z  в левую часть уравнений (4)–(6). 
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 Трудность состоит в том, что для целевого поля (13) не существует 
универсального, т.е. независимого от обстановки, алгоритма вычисления 
управления. Обусловлено это тем, что в полосе 0 x d   поле hz  полно-

стью заполнено шумом – полем hu  – и потому блокируются все волны поля 

hu , выходящие через окно на улицу, в том числе та часть поля hu , которая 

затем вернулась бы назад в комнату. Как следствие, эта часть поля hu  не 

может быть восстановлена лишь по приоконным данным. 
 Но если известно всё об окружающей среде: геометрия, уравнения зву-
кового поля, краевые условия – то индивидуальный алгоритм существует. 

 Это базовый алгоритм с параметрами k k kA A A  , где , 0( )k h ijk iA u 
  

и , 1( )k h ijk iA u 
 . Параметры kA  выбраны с таким расчётом, чтобы вместе с 

,d kZ  они составляли при kt t  два поля: hu  в области 1d ih    и  
hu  в об-

ласти 1 ih d   , т.е. , , 1 / , 1 /( ) ( )d k k h ijk i d h h ijk i d hZ A u u 
    . 

 Уравнения поднятия в данном случае – те уравнения разностной схемы 

(4)–(6) с 0hf  , по которым вычисляются , 1 /( )h ijk i d hu    и , 1 /( )h ijk i d hu   . 

 Приведенный алгоритм имеет скорее теоретическую, чем практиче-
скую ценность, потому что он основан на полной информации об окружаю-
щей среде, получить которую кажется маловероятным. Возможно, полная 
информация избыточна, и тогда остаётся открытым вопрос о предваритель-
ном получении информации, достаточной для построения индивидуального 
алгоритма, путём физических экспериментов.  
       Впрочем, в стационарном случае, когда коэффициенты “уравнений при-
роды” не зависят от времени, нужную информацию можно добыть посред-
ством самого прибора защиты. Для этого на линиях микрофонов для каждо-
го динамика надо заранее измерить отклики на исходящий от динамика еди-
ничный импульс. Результаты измерений оформим в виде таблицы (это 
фрагмент фундаментального решения). Зная эту таблицу и, несомненно, пом-
ня всю историю управления, можно по линейности вычислить при 1kt t   

на линиях микрофонов ih d   поле g
hu , излученное прибором защиты. 

 Тогда можно поддерживать знание полей hu  и hu  в области прибора 
d ih d   . Докажем это индукцией по k .  

 Пусть при данном k  поля hu  и hu  при d ih d    известны, и целевое 

поле hz  (13) достигнуто. Тогда вычисление полей hu  и hu  строго внутри 
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прибора –d ih d   при 1kt t   и по ним вычисление управления при kt t  
трудностей не вызывает.  

 Осталось найти поля hu  и hu  на границе ih d   прибора при 1kt t  . 
Из (13) и предположения индукции следует, что процедура измерения при 

1kt t   даёт поле h hz u  при ih d   и поле h hz u  при ih d . Но поле hz  

является суммой трёх полей: g
h h h hz u u u    . Отсюда на (k+1)-м шаге по-

лучаем g
h hu u    при ih d   и g

h hu u    при ih d . Это завершает шаг ин-

дукции (и шаг алгоритма защиты). 
 В примерах 2 и 4 приведены алгоритмы, достигающие заданной цели 
независимо от окружения. Такие алгоритмы (и снабжённые ими приборы 
защиты) будем называть универсальными. Достаточно вставить универсаль-
ный прибор в любое окно, разделяющее любые два помещения, и он будет 
очищать от шума так, как заявлено.  
 

       Пример 2: -защита. В общем случае полная защита от шума не удаёт-
ся. А уменьшить его в 1 раз ( – заданное малое число) возможно, если по-

искать ответ среди линейных комбинаций функций hu  и hu  из примера 1. 

Такое, впервые найденное в [1], однопараметрическое семейство искомых 
комбинаций существует 

 
1

,    0,

,    1.

h h
h

h h

u u i
z

u u i

 

  

    
  

 (14) 

Подстановкой h hu z  в (4)–(6) доказывается, что поле hz  в (14) – допусти-

мое. Строки определения (14) – функции 
def

h h hz u u      и 
def

1
h h hz u u       – 

линейно зависимы: 1
h hz z    . Это позволяет выразить hz  через hz : 

 (
,  0,

, 1.
)

 
h

h h h
h

z i
z z z

z i
  
   

 (15) 

Функция hz  по линейности удовлетворяет уравнениям (4) с нулевой правой 
частью в полосе dS  (так как источники для её слагаемых расположены вне 
прибора). В частности, на множестве динамиков имеем уравнения 

 ( ( )) 0,    ( , )h h h ijkL z z ih jh   , (16) 

которые являются искомыми уравнениями поднятия с kA  . 
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 Ввиду особого значения примера 2 отметим, что для непрерывного по-
ля z  (аналога поля hz ) следующие уравнения являются непрерывным ана-

логом равенства (15) и уравнений поднятия (16): 

 ( 0, , ) ( 0, , ),z y t z y t      (17) 

 ( 0, , ) ( 0, , ),z y t z y t
x x

 
   

 
  (18) 

 1 1

0
((1 ( 1) ( )) ( , , )) 0

x
L x z x y t 


     , (19) 

где ( )x  – функция Хевисайда, а в (17), (18) подразумевается взятие одно-

сторонних производных и односторонних предельных значений на поверх-
ности  0x  . 
 Открытый В.С. Рябеньким метод примера 2 является универсальным 
методом уменьшения шума в комнате в произвольное, какое захотим, число 
раз. Наличие большого множителя 1 в (14) предъявляет повышенные тре-
бования к вопросам аппроксимации и устойчивости. Выяснить возможно-
сти устойчивой аппроксимации, которая нужна при создании физических 
приборов защиты, является основным назначением настоящей работы.  

 Пример 3. Обобщение примеров (1), (2). Уже в самой постановке за-
дачи защиты от шума участвуют два поля: разговор в комнате и шум на 
улице. Естественно желание выразить целевое поле через них. Ввиду ли-
нейности рассматриваемых задач разумно ограничиться линейным случаем, 
т.е. рассмотреть следующее целевое поле: 

 11 12

21 22
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a a ,  1,

h h
h

h h

u u i
z

u u i

 

 

   
 

 (20) 

где 11a , 12 a , 21a , 22a  – постоянные коэффициенты. Но можно доказать [10], 

что универсальный алгоритм достижения цели вида (20) существует лишь 
для целевого поля (14) (теорема В.С. Рябенького). 
 

2.7. Примеры алгоритмов управления. Моделирование перегородки 
 Пример 4. Моделирование глухой стенки. Наряду с примерами 2, 3, 
имеются варианты шумоподавления, имитирующие какую-нибудь (какую 
захотим) глухую стенку, расположенную в окне. Рассмотрим простейший 
вариант моделирования пассивной защиты от шума, задавая в окне локаль-
ные условия прозрачности. В этом варианте динамики образуют множество 

h  . 
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 Пусть функции h hu z  и h hu z  – решения разностной краевой задачи 

(4)–(6) в замкнутых областях D  и D , заданных неравенствами 0x ih   

и 0x ih  , и правыми частями h hf f   и h hf f   соответственно. Под-
черкнём, что в окне 0x ih   задаются локальные условия прозрачности 
(такие же, как в (5)) 

 
0

0h h ih
l u      в D   для h hu z ,  (21) 

 
0

0h h ih
l u      в D   для h hu z . (22) 

Зададим поле 
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 (23) 

Как обычно, проверяется, что поле zh – допустимое. Введём в базовый алго-

ритм параметры , 0( )k h ijk iA z  , которые вместе с ,d kZ  составляют в полосе 

dS  поля hz  и hz  при kt t . Зная же поля hz  и hz  при kt t , можно вычис-

лить величины , 1 0( )h ijk iz   , 1 , 1 0( )k h ijk iA z    и , 1 1( )h ijk iz   , решая соответ-

ствующие им уравнения (21), (22) и (4) с 0hf  . Следовательно, по опреде-
лению, они являются уравнениями поднятия. 
 

3. Реальная модель защиты от шума  
 Мы начнём с описания строения реального прибора защиты, а затем 
перейдём к описанию его устройства управления. 

 3.1. Конструкция реального прибора защиты. На практике жела-
тельно обойтись небольшим числом динамиков и небольшим числом мик-
рофонов. В наших экспериментах они предполагаются точечными. Все вме-
сте они относятся к реальному прибору защиты.  
 Расположим динамики в два ряда с шагом H на множестве точек 

{( , ) | 0, ; 0, ,2 , , }H bx y x h y H H J H      . Расстояние между двумя ря-
дами динамиков положим равным h . Параметры h , H  и b  подобраны та-
ким образом, чтобы /HJ H h  и /bJ b H  были целыми. По замыслу шаг 
h  мал настолько, чтобы обеспечить близость решения разностной задачи к 
дифференциальной. Величина H  отвечает техническим возможностям на-
шего прибора. Представляется, что для реального прибора H h , хотя в 
теории допускается их равенство.  
 Из информационных соображений – сколько чисел на входе, столько 
чисел на выходе – расставим микрофоны на отрезках х d   с шагом H, так 
чтобы на каждый динамик приходился один микрофон.  
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 В наших экспериментах равенство двух количеств: микрофонов и ди-
намиков – оказалось оправданным. В общем случае их равенство необяза-
тельно, например, можно увеличить количество микрофонов и использо-
вать «лишние» микрофоны для многих целей: увеличение надёжности, кон-
троль устойчивости, анализ и построение оптимальных аппроксимаций 
входных полей и т.д. 
 Динамики, расположенные с шагом H, назовем реальными, а динамики 
с шагом h – идеальными. Соответственно, можно говорить о реальном поле 
и идеальном поле, о реальном управлении и идеальном управлении, о ре-
альных микрофонах и идеальных микрофонах.  
 Модель распространения звука оставим прежней, на мелкой сетке. Бу-
дем считать, что в процессе работы реального прибора защиты реальные 
микрофоны измеряют наблюдаемое физическое реальное поле Hz , которое, 

в свою очередь, возбуждается всеми источниками: hf
 , hf

  и Hg  – комнат-
ными, уличными, и также реальным управлением Hg . Тогда в рамках ре-
альной модели распространения звука поле Hz  удовлетворяет уравнениям 

(4)–(6) с правой частью h h h Hf f f g    . 
 Ранее мы рассматривали исключительно идеальный случай. Реальный 
случай управления получим как результат аппроксимации идеального. Точ-
нее, руководящая идея состоит в том, чтобы техническими средствами ре-
ального прибора сымитировать действия идеального. 
 

 3.2. Реальная модель как аппроксимация идеальной модели. Схема 
подавления шума с идеальным управлением даёт тождественно точный ре-
зультат. Поэтому при аппроксимации будем исходить именно из неё, т.е. в 
области прибора будем всё время поддерживать приближение к идеальному 
полю. При этом реальное управление определяется по идеальному управле-
нию. Что касается аппроксимации идеального поля hz , то она основана на 

формуле перехода от реального поля к идеальному (25).  

 3.2.1. Построение реального управления. Для того чтобы постро-
ить реальное управление, зная идеальное управление, представим себе, что 
каждый реальный динамик слеплен из ближайших к нему идеальных дина-
миков. Исходя из этого представления, определим управление Hg  реаль-
ным динамиком в точке ( , ) ( , ) Hx y ih j h    как сумму амплитуд ближай-
ших к нему идеальных динамиков: 

  ,      / 2,
ij k ijkH j j h

j
g c g j h jh H

      (24) 
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где 1,j jc    если / 2j h jh H    и 1 / 2,j jc    если / 2j h jh H   . Естест-

венно, в точках, где нет реальных динамиков, управление Hg равно нулю. 

 3.2.2. Вычисление идеального поля hz  на каждом временном слое 
начинается с того, что реальные микрофоны измеряют реальное поле Hz .  
 Далее требуется интерполяция измеренных величин на линии микро-
фонов. Непосредственная интерполяция нехороша из-за близости особенно-
стей звукового поля, создаваемого динамиками. Выделим эти особенности. 
Для этого выразим поле hz  через реальное поле Hz  и поля Hw  и hw , поро-

ждённые источниками Hg  и hg  соответственно. Имеем формулу перехода 

от реального поля к идеальному в области D : 

 h H H hz z w w   , (25) 

являющуюся следствием равенства возбуждающих их источников: 

 ( )h h h h h H H hf f g f f g g g          .  

Способ определения hz  при х d   подсказывается правой частью тожде-
ства (25). После измерения реального поля Hz  он состоит из выделения 
особенностей, интерполяции и пересчёта реального поля на идеальное. Ос-
тановимся на этом подробнее. 
 Поля Hw  и hw  неизвестны, но в окрестности окна их можно заменить 
с достаточной точностью на вычислимые поля Hw  и hw , являющиеся ре-

шениями краевой задачи (4)(6) в какой-нибудь вспомогательной ограни-
ченной окрестности окна, например в прямоугольнике : DD x x   ( Dx   – па-

раметр-ограничитель), и правыми частями Hg  и hg  соответственно. В ре-
зультате замены получим  

 .h h H H hz z z w w      (26) 

Ошибка приближения (26) имеет, во-первых, первый порядок малости по 
переменной H h , потому что приближённое равенство (26) превращается 
в точное при H h . Во-вторых, в приближении (26) учитываются все осо-
бенности, находящиеся вблизи окна, вследствие того, что вблизи окна поля 
в (26) удовлетворяют уравнениям исходной краевой задачи, а также того, 
что вблизи окна учитываются все источники звука (в наших экспериментах 

они были нулевыми). Подчеркнём, что на свободной границе области D , то 
есть на вертикалях Dx x  , поля Hw  и hw  удовлетворяют краевому усло-

вию (5) – локальному условию прозрачности. Их влияние на результат см. в 
табл. 3, 4. 
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 По существу, в наших экспериментах предполагается, что и коэффици-

енты уравнения звукового поля, и их правые части в окрестности окна D  
известны. Отметим, что без знания особенностей или хотя бы характера их 
поведения вблизи окна трудно рассчитывать на эффективность или даже 
работоспособность нашего прибора, например, когда через окно пролетает 
пчелиный рой, нарушая показания микрофонов случайным образом. 

 Насколько точно нужно знать уравнения звукового поля в D  и на-

сколько малой должна быть область D  для качественной работы нашего 
прибора – вопрос открытый. Решать его лучше в условиях, более прибли-
женных к физической реальности, то есть в трёхмерном случае, в котором 
имеется больше возможностей для рассеяния и затухания звуковых волн, в 
том числе из-за наличия лакун.  
 Отметим, что знать уравнения звукового поля вблизи окна необяза-
тельно. Достаточно уметь определять на линиях микрофонов звуковые по-
ля, возбуждаемые динамиками как реальными, так и идеальными. Для этого 
нужно замерить фундаментальное решение и использовать его для перехода 
от реального поля к идеальному подобно тому, как это было сделано в при-
мере 1 (см. также [10]).  
 В отличие от поля Hz , поле H Hz w   не имеет особенностей вблизи 

окна, поэтому на границе полосы приёма будем его интерполировать по y  с 

крупной сетки на мелкую. К результату интерполяции достаточно приба-
вить hw , чтобы из (26) получить на границе приёма искомую аппроксима-

цию поля hz : 

 ( )h h H H х d hх d х d х d
z z wz w        , (27) 

где   – оператор интерполяции. 
 

 3.2.3. Алгоритм построения реального управления получим из базо-
вого алгоритма, переходя от реального поля Hz  к идеальному полю hz  по 

формуле (27). При этом реальный алгоритм получается из базового алго-
ритма путём его модификации на шагах 3 и 4 с добавлением воображаемых 

звуковых полей 
ijkh hww    и 

ijkH Hw w   в области : DD x x  .  

 Шаг 3 состоит теперь из вычисления идеального управления ,h ijkg  по 

(9) и по нему реального управления Hg  согласно (24), и затем пересчёта 
полей hw  и Hw  на (k+1)-й слой. Источником сигнала в момент времени 

kt t  являются реальные динамики. 
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 Шаг 4 состоит из измерения поля , 1H ijkz   реальными микрофонами в 

момент времени 1 ( 1)kt t k     и последующего пересчёта измеренных 
величин на все точки линий приёма по формуле (27). 
 Отметим, что вычислительные затраты реального алгоритма относи-
тельно невелики [10]. 
 

4. Численный эксперимент 
 В ходе экспериментов рассмотрим вопросы сходимости и устойчивос-
ти и продемонстрируем возможности прибора по задержке звуковых частот. 

 4.1. Описание эксперимента (см. рис.1): обозначения, значения по 
умолчанию, комментарии. Эксперимент проводился для целевых полей 
примеров 2 и 4. 
 Пусть {( , ) : 0.75}x y x    – область наблюдения, где сравниваются 
разговор и шум, выбранная вдали от источников звука; 

 
( , )

max
ijkh h

ih jh
u u




 
 при фиксированном t k   – равномерная норма в 

 ; 

 ( ) /H h hE t z z z  
 

 – относительное отклонение наблюдаемого 

реального поля Hz  от теоретически желательного (искомого) идеального 

поля hz  в области наблюдения  ; 

 1 / 32b   – ширина окна;  – относительная частота – количество ко-
лебаний, приходящееся на ширину окна; Λ /Ωb  – длина волны; 
 Ω ( )s t  – функция источника. В экспериментах будут использоваться ис-
точники звука, которые плавно переходят из состояния покоя в состояние 
гармонических колебаний  Ω const sin (2Ω( /) ) 1s t b t     с частотой Ω / b . 

Переход реализован на отрезке / (2 ) 3 / (4 )b t b     (соответственно 0 

1/2) функцией 2 2
Ω 4 3 4 (60 /( 15)(2 1)) [ ,]s t           где =(2Ω/ )b t –1. 

 Разговор в комнате возбуждается в точке ( , ) ( 0.5,0)x y    источником 

Ω ( )s t . Шум на улице создаётся в точке ( , ) (0.5,0)x y   источником Ω ).7 (9 s t , 
где Ω Ω  /1.03. 
 Амплитуды источников подобраны таким образом, чтобы в зоне на-
блюдения шум был сопоставим с полезным звуком.  
 1 /128d   – расстояние от окна до линии микрофонов;  
 N  – количество пар динамиков, N  – количество микрофонов с каждой 
стороны окна, а также N  – количество узлов интерполяции; 

 H=b/(N–1) – шаг расстановки динамиков (и микрофонов), а также шаг 
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крупной сетки. Используется только на линиях микрофонов и динамиков; 
 / 24h b  – шаг мелкой сетки. Он выбран так, чтобы на каждую волну 
приходилось не менее 10 точек; 
 =h/1.5 – шаг по времени. При h/ 2  разностная схема (4) устойчива; 
 Dx  =1/2 – граница прямоугольника : DD x x  , предназначенного для 

выделения особенностей, создаваемых динамиками. При вычислении полей 

Hw  и hw  увеличение Dx   приводит к уменьшению доли отраженных от гра-

ницы D  волн, являющихся чисто паразитными; 
 1 / 8   – коэффициент шумоподавления. Существенно используется в 
варианте с линейной комбинацией (пример 2) и отсутствует в варианте с 
имитацией глухой стенки (пример 4); 
   – оператор интерполяции. Проверялись два способа интерполяции – 
кубическими сплайнами и интерполяционным многочленом. Применение 
последнего отмечено в табл.3,4 буквой i вслед за указанием количества N 
узлов интерполяции. Оба варианта интерполяции приводят к сопоставимым 
по точности результатам. Оба варианта имеют свои недостатки: кубические 
сплайны недостаточно гладкие, а применение интерполяционного много-
члена большого порядка приводит к излишнему высокочастотному треску. 
 

 4.2. Результаты экспериментов и их обсуждение 

 В табл.1 дано отношение h hu u 
 

 амплитуд уличного шума к раз-

говору в области наблюдения   при 10t   и 100t  . Из неё видно, что в 
зоне наблюдения шум сопоставим с разговором, особенно при 100t  , к че-
му мы стремились, подбирая амплитуды источников. 

Таблица 1. Отношение шума к разговору в  . 

t         1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 2.4 

10 0.3 0.2 0.2 0.1 0.2 0.3 0.5 0.7 
100 3.3 1.7 1.1 0.9 0.9 0.9 1.1 1.3 

 

 Табл.2 показывает, что при уменьшении частоты  точность очистки 
от шума стремительно улучшается. 
 

Таблица 2.  E(t) в % в зависимости от  при Dx  =1/2, N=2. 

 t          1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 2.4 

 10 .12 .10 .64 3.0 9.7 22 42 66 
 100 .001 .005 .60 3.1 9.7 22 40 66 

1/8 10 .10 .099 .56 2.6 8.4 19 35 54 
1/8 100 .002 .045 .51 2.5 8.1 19 33 53 
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Таблица 3. E(t) в % в зависимости от N при Dx  =1/2, =2.4. 

 t     N 2 3 4 5 7 9 9 9i 
- 10 66 8.4 3.3 1.9 .89 .69 

Dx  =2/3 Dx  =2/3 

- 100 66 8.6 3.3 1.8 .81 .38   
1/8 10 54 7.6 3.4 2.1 1.4 3.6 .93 1.9 
1/8 100 53 14. 19. 24. 28. 3E11 .31 .31 

 
 Табл.3 показывает, что при увеличении количества динамиков глубина 
очистки от шума значительно улучшается, если не считать результаты, 
представленные в последней строке таблицы. В ней аномальное поведение 
E(100) в зависимости от N связано с переизбытком паразитных отраженных 

от границы D  волн полей Hw  и hw . Если их уменьшить, увеличивая Dx   с 

1/2 до 2/3, то аномальное поведение не наблюдается (см. 2 последних 
столбца табл.3, а также пять последних столбцов табл.4). В трёхмерном 
случае от отражённых волн можно избавиться, например, благодаря нали-
чию лакун [3]. 
 

Таблица 4. E(t) в % в зависимости от различных параметров. 
По умолчанию =1/8, Dx  =2/3, =2.4. 

 
Dx  =1/2 Dx  =1/2 Dx  =1 h=h h=2h h=h/2 D=1/16 

t     N 4 4i 4i 4i 4i 4i 4i 
10 3.4 2.8 2.9 2.9 2.3 2.7 2.3 

100 19. 21. 2.2 2.2 2.2 1.9 2.2 
 

 Табл.4 демонстрирует слабую зависимость E(t) от параметров h, d и Dx   

(лишь бы при изменении Dx   паразитные отраженные волны были доста-

точно малы). Слабая зависимость E(t) от параметра d важна, потому что по 
техническим соображениям d должно быть невелико. Слабая зависимость 
E(t) от h позволяет ограничиться экспериментами с шагом / 24h b , задан-
ным по умолчанию. 
 

4.3. Обсуждение свойств аппроксимации 
 Обратим внимание на то, что в рассмотренных примерах расстояние H 
между динамиками и длины  задерживаемых ими волн близки по величи-
не. При этом погашение шума весьма значительно. Например, согласно 
табл.2 при Ω 1.4  волна с длиной Λ /1.4H  уменьшается более чем в 100 
раз. Нельзя пройти мимо того, что во многих важных для практики 3-D слу-
чаях сетка динамиков с шагом H может задерживать волны меньшей длины, 
например, длины Λ / 5H . Это возможно, если волновое поле имеет фронт 
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и, следовательно, имеются две быстрые переменные – по времени и по нор-
мали к фронту, и две медленные переменные – вдоль фронта. А качествен-
ная интерполяция по медленным переменным возможна на крупной сетке. 
На этом мы ограничимся, так как оптимизация, связанная с наличием быст-
рых и медленных переменных, заслуживает отдельного исследования. 
 Близость ошибок E(t) при 10t   и 100t   свидетельствует об асимпто-
тической устойчивости процесса защиты. В основном это связано с явлени-
ем рассеивания звуковых волн. 
 Был соблазн воспользоваться тем, что, по идее, hz  – гладкая функция 
на линиях х d   и поэтому можно интерполировать именно её, т.е. вместо 
(27) воспользоваться формулой ( )h H H h х dх d

z z ww      . Выигрыш 

состоял бы в том, что тогда надо считать одно поле, а именно, разность 

h Hww    вместо каждого поля этой разности. Но такой вариант расчёта не-

устойчив. Например, он приводит к тому, что (10) 7E 79E    при =1/8, 
1Dx  , Ω 1.0 , 4N i . Наше объяснение неустойчивости заключается в 

том, что по последней формуле организуется обратная связь между значе-
ниями интерполируемой функции hz  в близких по пространству и времени 
точках. Это приводит к явлению самовозбуждения. Наоборот, в формуле 
(27) близкая обратная связь отсутствует, потому что интерполируется 
внешнее поле, немного гладко возмущённое. 
 

4.4. Два динамика 

Таблица 5.   E(t) в % при =1.4, Dx  =1/2, N=1. 

 t  N 1 
- 10 1.1
- 100 2.5

1/8 10 1.0
1/8 100 3.4

 

 Табл.5 показывает, что уже одной парой динамиков достигается очист-
ка от довольно высокочастотного шума.  
 

5. Обобщения 
 В теории, по существу, используется лишь линейность и конечность 
скорости распространения сигнала, в том числе разностного, а также то, что 
уравнения полей имеют вид явных многослойных разностных схем. Поэто-
му рассмотренная методика распространяется на линейные волновые про-
цессы в сложных средах. При этом нужно внести небольшие изменения. 
Перечислим наиболее значимые из них. 
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 «Комната» может быть любой областью. В частности, «комната» мо-
жет состоять из попарно несвязных клеток. Любопытно, что тогда -защита 
(пример 2) позволит вести переговоры между клетками, практически не за-
мечая шума вне клеток. 
 Динамики должны выбираться так, чтобы они разделяли «комнату» и 
«улицу». Иначе говоря, шаблон, приложенный в любом месте, не может од-
новременно пересекать и «комнату», и «улицу» в свободных от динамиков 
точках. При этом выборе динамиков остаются верными доказательства до-
пустимости рассмотренных целевых полей.  
 Наконец, формула (26) пересчёта реального поля на идеальное и реко-
мендации по её применению имеют общий характер. 
 Идея построения реального управления состоит в сведении реальной 
задачи к идеальной (математически точной) модели. Для этого достаточно 
получить идеальные измерения из реальных путём интерполяции, разуме-
ется, с учётом особенностей. Причём особенности вычисляются в той же 
модели, которая выбрана в качестве идеальной. Численные эксперименты 
показывают, что при этом можно добиться устойчивого эффективного уп-
равления.  
 При описании метода В.С. Рябенького (примеры 1-3) выяснилось, что 
предложенное изложение применимо для других (см., например, [7-9]) из-
вестных методик активного подавления шума, основанных на моделирова-
нии пассивной защиты (пример 4). 
 Предварительный вариант данной статьи изложен в [10]. 
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