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Дано описание контрастных структур, возникающих при моделировании процес-
сов реакции–диффузии в неоднородной среде со степенной зависимостью плотнос-
ти источников от концентрации в окрестности корней. Полученные ранее нами ре-
зультаты для однородной среды обобщены на случай неоднородной среды, строго 
обоснованы достаточные условия существования решения типа контрастной струк-
туры. Показатель степени корня функции правой части, в отличие от ранее извест-
ных результатов, предполагается нецелочисленным, в том числе иррациональным. 
Показано, что передний (относительно направления перемещения) участок фронта 
представляется экспоненциальной функцией, задний участок фронта представляет-
ся степенной функцией, и это принципиально новый, ранее неизвестный результат. 
Найдено семейство точных решений эволюционного уравнения. Построена фор-
мальная асимптотика решения начально-краевой задачи для уравнения реакции–
диффузии. Дано обоснование корректности частичной суммы асимптотического 
ряда с использованием метода дифференциальных неравенств.  
 

Ключевые слова: нелинейные дифференциальные уравнения, асимптотические ме-
тоды, контрастная структура, дифференциальные неравенства. 
 
NONSTATIONARY CONTRAST STRUCTURES  
OF THE PROBLEM OF REACTION-DIFFUSION  
WITH ROOTS OF INTEGRAL SHEET IN A INHOMOGENEOUS MEDIUM 
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A description is given of contrasting structures arising from the simulation of reaction – 
diffusion processes in an inhomogeneous medium with a power dependence of the source 
density on the concentration in the vicinity of the roots. The results obtained earlier for a 
homogeneous medium are generalized to the case of an inhomogeneous medium, and 
sufficient conditions for the existence of a solution of the type of contrast structure are 
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strictly substantiated. The exponent of the root function of the right-hand side, in contrast 
to previously known results, is assumed to be non-integer, including irrational. It is 
shown that the front (relative to the direction of movement) part of the front is an 
exponential function, the rear part of the front is a power function, and this is a 
fundamentally new, previously unknown result. The family of exact solutions of the 
evolution equation is found. The formal asymptotics of the solution of the initial-
boundary value problem for the reaction-diffusion equation is constructed. The 
substantiation of the correctness of the partial sum of an asymptotic series using the 
method of differential inequalities is given. 
 

Key words: nonlinear differential equations, asymptotic methods, contrast structure, dif-
ferential inequalities. 

 

1. Введение 
 Эта статья развивает и обобщает результаты работы [1], в которой 
сформулированы и строго обоснованы методом дифференциальных нера-
венств достаточные условия существования решения типа контрастной 
структуры в однородной среде с нецелым показателем правой части. 
 Контрастными структурами (КС) называют решения квазилинейного 
уравнения реакциидиффузии (РД), для которых характерно наличие боль-
ших областей с малым градиентом, где решение близко к одному из корней 
плотности источников. Эти области разделяются узкими внутренними 
переходными слоями (ВПС) с большим градиентом решения [2, 3]. Контра-
стные структуры образуются в рамках моделей, основанных на уравнении 
РД с нелинейной зависимостью правой части, описывающей плотность ис-
точников, от неизвестной функции, при наличии нескольких корней правой 
части. В частности, КС возникают в задачах о распространении тепла в сре-
де с источниками, плотность которых зависит от температуры, в том числе 
в реакциях горения и взрыва [4]. Одна из актуальных задач теории КС в на-
стоящее время  исследование КС с вырожденными корнями функции плот-
ности источников [5]. В этой и в последующих работах коллектива авторов 
под руководством В.Ф. Бутузова [6] показано, что наличие в уравнении РД 
малого параметра при старшей пространственной производной приводит к 
более сложной структуре ВПС, в котором появляются несколько зон с каче-
ственно различным поведением решения [7,8]. Для случая корня кратности 
2 получены практически исчерпывающие результаты для задачи о погра-
ничном слое [9]. Значительные результаты получены также для трехкратно 
вырожденного корня [10, 11] и для уравнений эллиптического типа [12]. 
Для уравнения РД с вырожденными корнями установлено наличие области 
притяжения решения типа КС, также как для задач с простыми (некратны-
ми) корнями [13]. 
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 В данной работе мы распространим результаты теории КС на случай 
корня с необязательно целочисленной кратностью, в частности, для дроб-
ных и даже иррациональных кратностей в неоднородной среде. Подход к 
эволюционной задаче основан на изучении стационарного решения парабо-
лического уравнения, и в этом случае метод дифференциальных неравенств 
[14] позволяет обосновать устойчивость решения [6]. 
 Одна из проблем, возникающих при исследовании перемещающихся 
КС, состоит в том, что найти скорость дрейфа КС и одновременно профиль 
дрейфующего ВПС удается только для специальных классов функции плот-
ности источников, например, для симметрической кубической функции 
плотности, порождающей простые (однократные) корни. Вообще говоря, 
задача с функцией плотности, не обладающей сильными свойствами сим-
метрии, приводит к обыкновенным дифференциальным уравнениям, анали-
тическое решение которых получить не удается. Мы поэтому сформулиру-
ем достаточно широкий класс функций плотности источников, порождаю-
щих корни с заданной (не обязательно целочисленной) степенью вырожде-
ния корней. Мы найдем три наиболее важные с практической точки зрения 
характеристики ВПС: профиль ( , ) ( )u x t v x Wt  , где = d gW W W , скорость 

дрейфа дисбаланса ( )dW x , скорость градиентного дрейфа ( ).gW x  Для 

функций этого класса величина ( )dW x  скорости дрейфа ВПС, обусловлен-

ной дисбалансом ( ) 0B x   функции плотности источников, ( )=B x  

ˆ ( )

( )
= ( , )

x

x
f u x du

 
 , где ( )x


 и ˆ( )x  – наименьший и наибольший корни 

функции f(u, x) при заданном x, рассчитывается аналитически в виде явного 
выражения. Затем найдем скорость градиентного дрейфа ВПС, обусловлен-
ную явной зависимостью f от x. Методика решения задачи здесь существен-
но отличается от таковой для однородной среды, где градиентный дрейф в 
принципе отсутствует. Для этого мы построим несколько начальных членов 
асимптотического ряда для решения эволюционного уравнения. Скорость 
градиентного дрейфа будет найдена из условия существования решения 
уравнения, описывающего очередной член асимптотического ряда. 
 

2. Функция плотности источников 
 Мы рассматриваем математическую модель, основанную на уравнении 
реакции–адвекции–диффузии [14]  

 = ( , ),        ( , ),    > 0,t x xxu Vu u f u x x a b t     (1) 
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с граничными условиями 1( , ) = ( ),xu a t t  2( , ) = ( )xu b t t  и с начальным ус-

ловием 0( ,0) = ( )u x x . Здесь величина ( , )u x t  определяет температуру среды 

(для моделей с выделением тепла) или концентрацию активного вещества 
(для реакции без выделения тепла). Перемещение вещества в данной работе 
не учитываем, рассматриваем только диффузионный перенос. 
 Мы определим точки равновесия ( )j x  как значения ( )u x , для которых 

( ( ), ) = 0jf x x . В этой работе мы предполагаем, что плотность источников 

( , )f u x  в окрестности корней этой функции пропорциональна некоторой 

степени концентрации:  

 0( , ) = ( , ) ( ( )) ,j
j jf u x f u x u x


     (2) 

где гладкая функция 0( , )f u x  описывает плотность источников вне некото-

рых окрестностей упомянутых точек, 0( , ) > 0f u x , значение ( )j x  есть одно 

из пороговых значений инициализации реакции в точке x , функция  

 
при 0,

=
( ) при < 0

u u
u

u u






 

 

 (3) 

описывает плотность источников в окрестности корня этой функции. Мы 
рассматриваем, в отличие от предыдущих публикаций, упомянутых во введе-
нии, случай произвольного показателя >1,  в том числе и нецелочисленного. 

 Для обоснования формальной асимптотики, которую построим далее, 
потребуем выполнения следующих условий на функцию f : 

 У1. ( , )f u x - гладкая функция в  , где = ( , ) [ , ]a b    . 

 У2. Уравнение ( , )=0f u x  имеет при любом [ , ]x a b  ровно три корня 

1;2;3( ),x  причем 1 2 3( )< ( )< ( )x x x   , выполнены достаточные условия диф-

ференцируемости неявных функций 1;2;3( )x , определяемых уравнением 

1;2;3( , )=0f x . 

 У3. Линии 1;2;3= ( )u x  являются точками перемены знака: ( , ) >0f u x  

при 1 2( )< < ( )x u x   и при 3> ( ),u x  ( , )< 0f u x  при 2 3( )< < ( )x u x   и при 

1< ( )u x . 

       У4. В некоторой проколотой   – окрестности ( ( ) ,0) (0, ( ) )j jx x     

каждого из равновесных значений ( )j x , {1;3}j , и для любого [ , ]x a b  

верны условия  
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( , )

(1 ( )) < < (1 ( )),
( ( ))

j j
j

j j

f u x
u u

C u x
   

 
 (4) 

 
1

( , )
(1 ( )) < < (1 ( )),

( ( ))

u
j j

j
j j j

f u x
u u

C u x
    

  
 (5) 

где 1;3( ) = (1)u o  при 0,ju    1;3 > 0 , 1;3 > 0,C  1;3 > 1.  

 Мы рассматриваем также более простой случай наличия двух особен-
ных значений температуры, каждая из которых характеризуется своими зна-
чениями показателя 1 >1  и 3 >1 :  

 31
0 1 2 3( , ) = ( , )( ( )) ( ( ))( ( )) ,f u x f u x u x u x u x

       (6) 

причем 0( , ) > 0f u x , функция u  определена равенством (3). 
 Построим нижнее и верхнее решения уравнения (1) и предположим, 
что начальная функция 0( )x  заключена между ними, тем самым обеспечив 

возможность существования решения типа перемещающейся контрастной 
структуры (КС) [15]. 
 В соответствии с методикой, разработанной А.Н. Тихоновым [16], мы 
рассматриваем вместо (1) сингулярно возмущенную краевую задачу с ма-
лым параметром: 

 
2

0

= ( , ),       ( , ), > 0,

( , ) 0,        ( , ) 0,        ( ,0) ( ),
t x xx

x x

u V u u f u x x a b t

u a t u b t u x x

     


   
 (7) 

2 ( ) ( )u C D C D  , 0 = ;
/ =0.

x a b
d dx  При = 0  уравнение (7) становится алге-

браическим уравнением ( , )=0f u x , и его решение можно найти в явном 

виде: ( , )= ( )ju x t x  при 1( ( ), ( ))j jx x t x t 
 , ( )jx t  перемещающиеся точки 

разрыва, значение ( ( ))ju x t  несущественно. Из этих изолированных ветвей 

решения вырожденного уравнения с помощью функций переходного слоя 
сошьем гладкую функцию, обеспечивающую сопряжение разных равновес-
ных уровней в окрестности фронта КС. Скорость перемещения фронта КС 
будет также найдена. 

3. Сопутствующая задача с корнями дробного порядка в однородной 
среде 
 3.1. Краевая задача уравнения РД в однородной среде. Для построе-
ния частичной суммы асимптотического ряда решения уравнения (7) в не-
однородной среде мы используем решение этого уравнения в однородной 
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среде, которое мы здесь построим. В (7) выполним замену = ,x   получим 

уравнение  

 = ( , ).tu Vu u f u      (8) 

 Пусть ( )x t  есть текущее положение фронта, определяемое условием 

2( ( ), ) = ( ( ))u x t t x t   так, что 2( ( ( )), ( )) = 0f x t x t  . Пусть t  есть некото-

рый фиксированный момент времени, и 1= ( ( )).x x t      Назовем сопутст-

вующей задачей для задачи (7) и для момента времени t  краевую задачу 

 
* *

1 3

= ( , ( )),      < < ,

( , ) ( ( )),       ( , ) ( ( ))

tu Vu u f u x t

u t x t u t x t


       


      

 (9) 

(в однородной среде, в которой = ( , ( ))f f u x t  , эта функция не зависит от  ). 

В этом разделе вместо ( )x t   будем писать далее просто x . Будем искать 

решение уравнения (9) типа бегущей квазиволны: 

 ( , ) = ( ),u t v z  (10) 

где =z Wt  . 

 Подставим (10) в (7) и получим уравнение, которое без ограничения 
общности, переобозначив ,V W W   можно записать в виде  

 = ( , ).z zzWv v f v x    (11) 

Граничные условия теперь обеспечивают примыкание к равновесному 
уровню на бесконечности: 

 1 3( ) = ( ) 0,      ( ) = ( ) 0.lim lim
z z

v z x v z x 

 
     (12) 

Операция понижения порядка = ( ),zv p v  =zz vv pp  приводит к уравнению 

первого порядка  

 = ( , ).vWp pp f v x    (13) 

Вместо условий (12) теперь следует использовать граничные условия для 
функции ( )p v , обеспечивающие решение типа КС с одним ВПС, соединяю-

щим равновесные уровни 1( )x  и 3( )x : 

 
( ) 0 ( ) 01 3

( ) = 0,        ( ) = 0,lim lim
v x v x

p v p v
    

   (14) 
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причем должно быть выполнено условие монотонности фронта ( ) > 0p v  

при 1 3( ) < < ( )x v x   . В переопределенной краевой задаче для уравнения 

первого порядка (13) с двумя граничными условиями (14) неизвестными 
величинами являются W  и ( )v z . Требуется найти значение W , при котором 

эта задача имеет решение. 

 3.2. Однозначная разрешимость сопутствующей задачи для урав-
нения с корнями дробной кратности. Однозначная разрешимость сопут-
ствующей задачи была установлена в [14] для случая простых корней. Мы 
установим существование решения сопутствующей задачи для случая крат-
ных корней 1;3  дробного порядка, предполагая выполненными в дополне-

ние к условиям У 1–4 еще два условия, определяющие поведение производ-
ной функции плотности источников: 

 У5. Найдутся 12( ),x  23( )x  такие, что  

 1 12 2( ) < ( ) < ( ),x x x      (15) 

 2 23 3( ) < ( ) < ( ),x x x      (16) 

 12 23( ( ), ) = 0,      ( ( ), ) = 0,v vf x x f x x      (17) 

 ( , ) > 0vf v x  (18) 

при 1 12 23 3( ) < < ( ), ( ) < < ( ),x v x x v x        

 ( , ) < 0vf v x  (19) 

при 12 23( ) < < ( )x v x   . 

 У6.  

 12 23( ) < ( )J x J x   (20) 

при [ , ],x a b  где  

 
( ) ( )2 3

12 23
1 2

( ) = ( , ) ,        ( ) = ( , ) .
x x

J x f v x dv J x f v x dv
 
 

   (21) 

 Теорема 1. Пусть при всех [ , ]x a b  выполнены условия У1–6 . Тогда 

существует единственное значение ( )W x  такое, что уравнение (11) с ука-

занными условиями (12) примыкания к уровням 1;3( )x  при z    имеет 
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решение. Выполнено неравенство ( ) < 0.W x  Это решение ( )v z  является 
возрастающей функцией на всей области определения.  

 Доказательство будет следовать из серии утверждений, каждое из 
которых вытекает из свойств полей направлений на плоскости, детально 
изложенных и обоснованных в [17]. 
 (1) Пусть < 0W . Применим метод, являющийся развитием метода 
стрельбы [18]. Так как везде в этом разделе рассматривается заданное зна-

чение =x x , не будем упоминать =x x  в аргументах функций v , 1;3 . 

Условие У 1 гарантирует, что в области 1 3,v     > 0p  на плоскости 

( , )v p  задано гладкое поле направлений :P   

 
( )

( , , ) = = ,
dp Wp f v

P v p W
dv p

 


 (22) 

которое определяет двупараметрическое семейство 0( , )L p W  интегральных 

кривых уравнения первого порядка (22). Первый параметр задает начальные 
данные 1 0( ) =p p , второй параметр  W .  

 (2) Из условий (4) и (12) следует, что интегральная кривая уравнения 
(22), обеспечивающая решение типа контрастной структуры, удовлетворяет 
условиям ( ) 0p v   и / /dp dv W   при 1 0v   .  

 (3) Заметим, что поле направлений удовлетворяет условиям > 0P  при 
> min(0; ( )/ ),p f v W  =0P  при = ( )/p f v W  и 2 3< <v  , < 0P  при 0< < ( )/p f v W  

и 2 3< < .v   После выделения интегральных кривых, удовлетворяющих 
условию примыкания ( ) = 0,v   получим однопараметрическое семейство 

( )L W  с параметром W .  
 (4) Из гладкости f , обеспечиваемой У1, и из условия (22) следует, что 

( )L W  есть гладкое (как функция от W ) семейство гладких кривых.  

 (5) Имеет место равномерный предел 0( )L W L  при 0W  , где 0L  

определяется в явном виде: 1 2

1

/( )=( ( ) )
v

p v f v dv


  , здесь 1 4,v    причем 4  

определяется уравнением 4

1
( ) = 0f v dv




  .  

 (6) Из условия У6 дисбаланса 12 23<J J  следует, что 2 4 3< <   .  

 (7) Каждая кривая семейства ( )L W  определена на промежутке 1 v    
ˆ( ),v W  где 2 3ˆ< ( ) < ,v W   причем ( , ) > 0p v W  на 1 ˆ( )v v W   .  

 (8) Из (22) следует, что при фиксированном < 0W  функция ( , )p v W  на 

кривой ( )L W  удовлетворяет условию /dp dv  при ˆ( ) 0v v W  .  
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 (9) ( )L W  есть монотонное (возрастающее) семейство кривых, так что 
ˆ( )v W   есть возрастающая функция от =W W  , что равносильно условию 

2 1( , ) > ( , )p v W p v W    при 2 1> 0W W   .  

 (10) Функция ˆ( )v W   является гладкой возрастающей функцией от 

= > 0W W  . Это следует из монотонности семейства ( )L W .  

 (11) Найдется такое достаточно большое по модулю отрицательное 
< 0W  , что интегральная кривая ( )L W   не имеет других корней кроме 1.   

 (12) Найдется единственное W0<0 такое, что 3ˆ( ) 0v W    при WW0+0. 
Существование 0W  обоснуем применением процедуры деления пополам к 
отрезку [ ;0]W  , единственность следует из монотонности семейства ( )L W .  
 (13) Функция 0( , )p v W  из семейства ( )P W  удовлетворяет всем услови-

ям, сформулированным в определении фронта контрастной структуры, т.е. 
является гладкой, удовлетворяет уравнению (22) и условиям примыкания к 
стационарным уровням на 1 0   и 3 0  . Единственность решения задачи 

(11) с условиями примыкания вытекает из монотонности семейства ( )L W . 

 Если при всех [ , ]x a b  верно 12 23( ) > ( )J x J x  , то же самое будет 

верно для > 0W . 
 Заметим, что асимметричное поведение сепаратрисы в окрестности 
корней 1;3  не является очевидным. Для иллюстрации доказательства при-

ведем рис.1, на котором показано семейство решений задачи Коши для урав-
нения (22) с начальным условием 1( )=0p   для серии значений W , образу-
ющих убывающую арифметическую прогрессию с завершающим значением 

=W W  . Задача Коши решалась численно. Мы приняли 1;3=3,  1= 1,   3 =1,  

1
1 1( )= ( )f v C v

  в окрестности 1 1[ , ],v d d      ( )=f v 3
3 3( )C v

  в 
окрестности 3 3[ , ],v d d      и ( )f v  представляется многочленом пятой 
степени на 1 3[ , ],v d d      причем его коэффициенты найдены из 
условия непрерывности f , ( )f v  и ( )f v  в точках 1 d   и 3 d  , = 0,5d . 
Видно, что семейство интегральных кривых ( )L W  монотонно, имеет верти-

кальную касательную при 0p   для >W W  , имеет горизонтальную каса-

тельную при 0p  3 0v    при =W W  .  
 Далее мы рассмотрим отдельно три области: 1,3D , где выполнены (4) и 

(5) для соответственно {1;3}j , и 2D , расположенную между 1D  и 3D . Без 

ограничения общности можно определить  

 1 1 1( ) = { : ( ) < ( , ) < ( ) },D t x x u x t x        
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 2 1 3( ) = { : ( ) < ( , ) ( ) },D t x x u x t x        

 3 3 3( ) = { : ( ) < ( , ) ( ) }.D t x x u x t x        

 
 

Рис.1. Семейство сепаратрис, построенных при различных значениях W. 
 
4. Передний участок фронта в однородной среде 
 4.1. Степенной ряд, представляющий решение в области переднего 
участка фронта. Для построения верхнего и нижнего решений уравнения 
РД в неоднородной среде мы используем решение сопутствующей задачи 
(9), т.е. задачи в однородной среде, параметры которой такие же, как и в 
центральной точке фронта в данный момент времени. Полное исследование 
контрастной структуры в однородной среде для корней с произвольным (не-
целочисленным, дробным и даже иррациональным) порядком вырождения 
дано в нашей работе [1]. Здесь мы укажем только результаты, которые нам 
потребуются для построения и обоснования решения в неоднородной среде. 
 Пусть ВПС перемещается справа налево, т.е. < 0W . Рассмотрим сначала 
профиль ВПС в области 1D , т.е. в окрестности передней части фронта, при-
мыкающей к уровню 1  в однородной среде, причем функция ( )v z  из (10) 
есть возрастающая функция. Пусть 1( )= ( ),v z z  0   при x  , и в 
некоторой окрестности значения = 0  верно равенство  

 1
1 1( ) = ,f C

     (23) 

1 > 0,C  1 > 1.  Тогда ( )z  есть решение уравнения  

 1
1 = 0,zzW C

     (24) 

удовлетворяющее условию ( ) = 0.    Все решения уравнения (24), удов-
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летворяющие этому условию, можно представить в виде 1( ) = ( ),z z z    

причем ( )z  есть решение краевой задачи 

 
1

1

1 1

( ) = 0,

( ) 0,      ( ) ,
zzW C

z

    

      

  
 

 (25) 

1 > 0  есть заданная константа. 

 Выполним операцию понижения порядка: = ,z p = .zz pp  Учитывая 

условие 0   при x  , которое равносильно 0,p   получим для 

определения ( )p   задачу Коши  

 

1
1= ,

(0) 0.

dp W C

d p

p

  


   
 

 (26) 

Решение (26) будем строить в виде асимптотического ряда по той же схеме, 
которая разработана в [19] для уравнений с особыми точками. Запишем (26) 
в виде  

 1
1= .pp Wp C


     (27) 

В [1] показано, что 1
1( ) = ( ) ( ),p P o

     где  

 
1

1
1

1
( ) = .

W C
P

W

  
 

  
 

Будем искать решение (27) в виде  

 
11

=0
( ) = ,

s s
s

s
p g

      (28) 

где  
 0 1 1 1= / , = /( )g W g C W    . (29) 

Последовательно собирая в (27) слагаемые с одинаковыми степенями  , 
получим для расчета коэффициентов ряда (28) систему уравнений  

 (( )( 1) 1) = 1,1
= 0

s
g g s m Wgm s m s

m
         (30) 

явное рекуррентное решение которой для 2s    
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11

= (( )( 1) 1)1( 1) 1 = 11

s
g g g s ms m s mW s m

 
       

. (31) 

Теперь найдем радиус сходимости ряда (28) (по степеням 
11  ). Ряд (28) 

сходится при  

  1 ( 1)12
1 1

/
0 < 2 / ( ) .C W

 
     (32) 

Поэтому ряд (28) с коэффициентами (29), (31) дает точное решение уравне-
ния (26) в области (32). Найдем частичную сумму асимптотического ряда 4-
го порядка для задачи (26):  

   
1 1

1
2 12 3 2

3 21 1 1 1
4 3 5 2

1 1 1 1 1 1

3 1
( )

(2 1) (2 1)(3 2)

W C C k C k
P

k W W W

  
      

      
          

 

 1
4 3 2

4 31 1 1
7 3

1 1 1 1

15 12 2
.

(2 1)(3 2)(4 3)

C k

W
    

 
       

 (33) 

Если взять 1( ) ( )p P    (выражение для 1( )P   было найдено ранее), то из 

уравнения (11) найдем ( ) :f Wp kpp     

 11 1
1 12

( ) = (1 ) = (1 (1))
C

f C C o
W

 
     


 (34) 

при 0  . Далее можно построить произвольное число членов асимпто-
тического ряда, но это выходит за рамки данной работы. Для обоснования 
используем метод дифференциальных неравенств, мы построим упорядо-
ченную пару верхнего и нижнего решений задачи (11). 

 4.2. Нижнее решение в окрестности переднего участка ВПС. Пусть 
оператор L  действует на дважды дифференцируемую функцию ( )z  по 
правилу  

 1= ,zz zL W C        (35) 

область определения состоит из всех функций ( )z  таких, что ( ) = 0   , 

1 1( ) =z  , > 0 . Условие 1 1( ) =z   определяет сдвиг решения автономно-

го уравнения (36) вдоль оси z , 1z   заданная константа, 1 > 0 . Тогда урав-

нение (24) движения контрастной структуры с заданной постоянной ско-
ростью W  можно записать в виде  

 = 0,L  (36) 
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дополнительные условия задачи (25) подразумеваются областью определе-
ния оператора L . Мы построим упорядоченную пару верхнего и нижнего 
решений задачи (36) и покажем, что существуют верхнее и нижнее решения 
в виде экспоненциальных функций. 
 В [1] показано, что нижним решением задачи (36) является функция  

 1 1( ) = ( ) ,z z d  


 (37) 

где ( )z  есть решение краевой задачи для уравнения второго порядка  

 
1

( ) = 0,     < < ,

( ) 0,     ( ) ,
z zzW f z z

z

      

      

    
    (38) 

где ( ) 0f v 


, ,W W


 1 > 0d


. На промежутке < <z z 
 будет верно условие 

знакоопределенности оператора > 0L


. В частности, можно взять ( ) = 0,f v


 

=W W


, причем > 0C


. Тогда получим нижнее решение в виде экспоненци-
альной функции:  

 
( )1 /

( ) = ,
W z z

z Ce
  


 (39) 

причем в этом случае разрешимость задачи (38) очевидна. В [1] сформули-
рованы достаточные условия знакоопределенности оператора на решении 
задачи (38). 

 4.3. Верхнее решение в окрестности переднего участка ВПС. Верх-
ним решением задачи (36) в окрестности переднего участка фронта являет-
ся функция  

 1 1̂ˆ( ) = ( ) ,z z d    (40) 

где ˆ ( )z  есть решение задачи  

 1

1 1

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) = 0,     < < ,

ˆ ˆ ˆˆ( ) 0,     ( ) ,
z zzW f z z

z

      

     

 (41) 

0,d   ˆ ,W W  1
1

ˆ ˆ ˆ0 ( ) <f C
   . При этих условиях на промежутке 

1̂< <z z  будет верно неравенство 1[ ] < 0L  . В частности, можно взять 
ˆ = ,W W  ˆ ( ) = 0,f v  = 0,d  1

ˆ > 0C . Тогда  

 1 1
ˆˆ ( ) = exp( ( )/ )z C W x z     (42) 

есть верхнее решение. 
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 Теорема 2. Найдутся такие 10 < < 1C


 и 1
ˆ > 1C , что функции (37), (40) 

1( )z  и 1( )z , полученные из задач (38) и (41), на некотором промежутке 

1< <z z  являются верхним и нижним решениями задачи (36), причем они 

удовлетворяют условию упорядоченности ˆ( ) < ( ) < ( )z z z  
 и тем самым 

образуют упорядоченную пару верхнего и нижнего решений задачи (36) на 
некотором промежутке 1< <z z .  

 Следовательно, точное решение задачи (36) заключено между двумя 
экспоненциальными функциями вида  

 1 2
/ /ˆˆ( ) = ,      ( ) = .W WC e C e    


 (43) 

Разумеется, этот вывод верен только в 1D , т.е. в некоторой окрестности 

1< <z z , или, что то же самое, в некоторой правой полуокрестности точ-
ки = 0 , чего нам вполне достаточно, так как мы изучаем пока только пе-
редний участок фронта контрастной структуры. 

 4.4. Построение нижнего решения в однородной среде из асимпто-

тического ряда. Покажем, что нижнее решение 


 задачи (36) можно пост-
роить исходя из модифицированной задачи первого порядка  

 1 0 0= ( ),     ( ) = ,
d

P z
dz


  

    
 (44) 

где 0 > 0,  и в (44) функция 1( )P v  найдена из (33). Решение в неявной фор-

ме задачи (44) имеет вид  

 
0 0

0 0
1 1

( ) = = .
( ) ( / ) ( ) / ( )

d d
z z z

P W C W

 


 

  
  

        
 

  

  

    
 (45) 

В самом деле, прямое вычисление L


 в применении к ( )z
  

, найденной из 

(45), дает  

 
2 12 1

1
2

1
= > 0,

C
L

W

 
 




 (46) 

так что ( )z


 есть нижнее решение задачи (25) при любом 0 > 0 . 

 Так как из (45) следует, что ( )z   


 при 0 


, то нижнее реше-
ние образует фронт бесконечной протяженности. 
 Теорема 3. Найдется такое 1z


, что нижнее решение задачи (36), полу-

ченное как решение задачи Коши (44), в котором положено 0 1 1= ( )C z 
 

, а 

1( )P   найдено из (33), где ( )z  есть точное решение задачи (36), на проме-
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жутке 1< <z z 
 удовлетворяет условию упорядоченности по отноше-

нию к точному решению:  

 ( ) < ( )z z 
. (47) 

Так как функцию (42) можно неявно представить в виде  

 
ˆ 0

0 ˆ
ˆ( ) = ,

( )/

d
z z

W '





 

  


 (48) 

то для любого z  из пересечения множеств значений функций ( )z 


 верно 

ˆ( ) > ( )z z 


. Так как из (48) и (45) следует, что функции ˆ ( )z  и ( )z


 возрас-

тающие, то же верно для обратных к ним функций, т.е. ˆ( ) < ( )z z 


. Поэто-

му ( )z


 и ˆ ( )z  также образуют упорядоченную пару нижнего и верхнего 

решений. В данном случае, однако, ( )z


 через элементарные функции, 
вообще говоря, не выражается. 

 4.5. Степенной ряд для заднего участка ВПС в однородной среде. 
Рассмотрим профиль ВПС в области 3D , где 3( , ) 0u x t    при t  . 

Найдем решение уравнения (7) в виде бегущей квазиволны: ( , ) = ( ),u x t v z  

=z x Wt . Пусть 3( ) = ( ),v z z    и в некоторой окрестности значения = 0  

верно равенство  

 
* 3

3 3( ) = ,f C
     (49) 

причем 3 > 0C . Тогда основное уравнение второго порядка (11) примет вид  

 
* 3

3 = 0.zz zW C
      (50) 

Дополнительные условия к (50): 3 3( ) =z  , 3 < 0 , 3z  задает сдвиг вдоль 
оси z , ( ) = 0    обеспечивает решение типа ВПС. Понижение порядка 

=zv p  приводит к уравнению  

 
* 3

3= ( )pp Wp C


    (51) 

с условием (0) = 0p , где < 0W . Учитывая, что < 0 , ( ) < 0f  , = > 0zp  , 
< 0p , мы записали (51) в такой форме, чтобы каждое слагаемое левой и 

правой частей было положительным. 
 Решение будем искать в виде асимптотического ряда [19]. В [1] показа-
но, что частичная сумма первого порядка имеет вид  

 
2 12 3*3 33

1 3 3

( )
( ) = ( ) .

C C
P

W W

 
 

   


 (52) 
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Будем искать решение (51) в виде  

 
11

=1
( ) = ( ) ,

s s
s

s
p h

      (53) 

где 1 3= /( )h C W . Последовательно собирая в (51) слагаемые с одинаковы-
ми степенями  , получим для расчета коэффициентов ряда (53) систему 
уравнений  

 
1

3
=1

(( )( 1) 1) = ,
s

m s m s
m

h h s m Wh


       (54) 

явное рекуррентное решение которой для 2s    

 
1

3
=1

= (( )( 1) 1)
s

s m s m
m

h h h s m
W






   


 . (55) 

Теперь найдем радиус сходимости ряда (28) (по степеням 
13( )

  ). Ряд 
(28) сходится при  

  1 ( 1)32
3 3

/
/ ( ) < 0W C

 
   . (56) 

Из задачи Коши 0/ = ( )d dz p   с начальным условием ( ) = 0   найдем 
точное решение для нулевого порядка частичной суммы  

 
* 3

0 3( ) = / ( ( ) )p C W
     (57) 

асимптотического ряда (52):  

 3 3 3( ) = ( ),v z z z    (58) 
где  

 
1 ( 1)3

3 1 ( 1)33 3

/
1

( ) = .
/( 1)

W
z

C z

 

 

 
    

 (59) 

Для первого порядка частичной суммы (52) можно найти решение только в 
неявной форме, аналогичной (45). Можно показать, что полученная таким 
образом функция ( )v z  удовлетворяет условию 3 3( ) = ( )(1 (1))ov z z z o     

при z  , так что (59) дает асимптотику точного решения в окрестности 
заднего участка фронта. 
        4.6. Верхнее и нижнее решения в окрестности заднего участка ВПС. 
Легко убедиться в том, что упорядоченную пару верхнего и нижнего реше-
ний уравнения (50) в некоторой окрестности значения = 0  можно взять в 
виде 
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 3 3 3 3 3 3 3 3( ) = ( ) , ( ) = ( ) ,z z z r z z z r         (60) 

где 3 > 0r . Точнее, верна 

 Теорема 4. Пусть в области 3D  выполнено условие (49). Найдется та-
кое 3 > 0r , что в этой области будут верны условия знакоопределенности 
оператора 3[ ] < 0,M   3[ ] > 0M   и условие упорядоченности 3 3( ) < ( )z z  , 
причем нижнее и верхнее решения 3  и 3  найдены из (60).  
 Доказательство выполним для верхнего решения. Пусть = r  , 

0= ( ),z p  0 0=zz p p  , 0( )p   определено (57). Пусть 0 < 0  и > 0r  выб-
раны так, что для всех 0 0( , )r     выполнено (49). Тогда =z z  , 

=zz zz  , поэтому прямое вычисление дает 

 
2 12 3 * *3 3 3

3 3 32

( )
= [ ( ) ( ) ] < 0

C
M C C r

W

 
  

       (61) 

при > 0r , так как каждое из двух слагаемых меньше нуля. Для нижнего 
решения доказательство аналогично с очевидными изменениями. 

5. Класс функций плотности источников, для которых можно найти 
явное решение сопутствующей задачи  
 Получить точное явное решение уравнения сопутствующей задачи (13) 
при заданной произвольно функции ( , )f u x , вообще говоря, не удается, за 

исключением специальных симметрических функций, обеспечивающих 
значение = 0W , например, кубической симметрической функции [20]. По-
строим класс правых частей f , в рамках которого уравнение (13) вместе с 

условиями (14) может быть решено аналитически, и достаточно широкий, 
чтобы в нем при любом W  можно было найти функцию, близкую к физи-
чески оправданной модели. Пусть ( , )p v x  есть заданная функция, ( , ) > 0p v x  

при 1 3( ) < < ( )x v x   и  

 ( , ) = .f v x Wp ppv   (62) 

Если ( , )f v x  есть функция, удовлетворяющая всем сформулированным ра-
нее условиям при некотором заданном значении W , то ( )p v  дает решение 
задачи Коши  

 1 3 1
( )

= ,     ( , ),     ( ) = 0,
dp W f v

v p
dv p

     
 

 (63) 

причем условие 3( ) = 0p   автоматически будет выполнено. Теперь профиль 

ВПС найдем в явном виде:  
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  (64) 

причем из условия >1j  и из (4), (5) следует   при 3 0,v   

  при 1 0,v    так как интеграл в (64), записанный в пределах 

2 1( , )   и в пределах 2 3( , )  , расходится соответственно к   и  . 
 Как принято в работах данной тематики, мы приведем пример доста-
точно широкого класса функций ( ),f u  для которых выполнены указанные в 
разд.2 условия. Для построения формальной асимптотики и для аналитиче-
ского расчета профиля ВПС сформулируем достаточно широкий класс 
функций плотности источников, которые обеспечивают степенную зависи-
мость в окрестности нижнего и верхнего корней. Зададим функцию ( )f u  по 
отдельности на четырех промежутках: 0 1=( , ],U      1U 1 1=[ , ],     

2 1 3= [ , ],U        3 3 3= [ , ],U        4 3= [ , ),U      причем 1+<3 
на каждом из {1;2;3}U  будет расположен ровно один корень уравнения 

( ) = 0f u , на {0;4}U  корней нет. На 1U  используем для вычисления ( )f u  

выражения (62) и (33), заменив там   на 1u   . На 3U  используем (62) и 
(52), заменив там   на 3u   . На 2U  зададим 2 ( )p u  так, чтобы были 

выполнены условия гладкого сопряжения ( )p u  и ( )up u  в точках *
1 1=     

и *
3 3=    : * *( 0) = ( 0)j jp p    , * *( 0) = ( 0)u j u jp p     для {1;3}j . На 

0,4U  пусть ( )f u  будет линейная функция, коэффициенты которой найдем 

также из условий гладкого сопряжения. Условия для выбора функции 

2 ( )p v  включают (1) требование гладкости, (2) единственный корень 2  
уравнения 2( ) = 0up W   должен быть расположен на промежутке 2U , и, 

кроме того, должно найтись такое *
2 , что  

 
( ) *

2 1 22
( ) *

2 2 32

( ) > 0,     = ( , ),

( ) 0,     = ( , ),

u

u

p U

p U





    


    
 (65) 

так что ( )p u  имеет единственную точку максимума на 1 3( , )  . Саму функ-
цию ( )f u  найдем из (13), (62). Условия на ( )p v  позволяют использовать 
широкий класс функций, из которого можно выбрать функцию, близкую к 
практически оправданной. 
 

6. Устойчивость решения эволюционного уравнения в однородной среде  
 Перейдем к исследованию эволюционного уравнения (7). Если функ-
ция ( )z  есть точное решение уравнения (11), то функция ( , )= ( )u x t x Wt   
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есть точное решение уравнения (7). Если к тому же ( )v x  удовлетворяет ус-

ловиям примыкания на бесконечности (12), то соответствующая u(x,t) удов-
летворяет условиям (7) и является таким образом решением эволюционного 
уравнения с граничными условиями. Но в реальной ситуации физической 
модели, для которой составлена математическая модель (7), начальные дан-
ные не обязательно будут соответствовать условию ( ,0)u x 0= ( )x x  . Зара-

нее ясно, что при специальном выборе начальных данных можно после за-
вершения быстропротекающих процессов установления получить решение 
эволюционного уравнения в виде КС, состоящей из нескольких пятен, раз-
деленных ВПС разной полярности. Таким образом, в данной работе мы мо-
жем только поставить задачу обоснования того факта, что при выборе на-
чальных данных для эволюционного уравнения, не слишком сильно отлича-
ющихся от функции 0( )x x  , решение u(x,t) также не будет сильно отли-

чаться от бегущей квазиволны ( )x Wt  . Для этого мы опять привлечем 

технику верхнего и нижнего решений, разработанную в [15], основанную на 
построении верхнего и нижнего решений эволюционного уравнения (7). Для 
этого мы построим верхнее решение ( , , )x t   и нижнее решение ( , , )x t   

задачи (7). 
 Рассмотрим дифференциальный оператор  

 2[ ] = ( ),t xxM u u u f u      (66) 

определенный на множестве всех дважды непрерывно дифференцируемых 
в области = ( , ) (0, )a b T  , непрерывных в области = [ , ] [0, )a b T   функ-
ций, удовлетворяющих граничным условиям задачи (7). Мы построим такие 
функции ( , , )x t   и ( , , ),x t   чтобы выполнялись условия знакоопределен-
ности оператора M  [14]:  

 [ ] < 0,      [ ] > 0M M   (67) 

и условие упорядоченности  

 ( , , ) < ( , , )x t x t     (68) 

в  . Верхнее и нижнее решения   и   будем искать в виде  

 ( , , ) = ( ) ,       ( , , ) = ( ) ,x t r x t r 
              (69) 

где ( )x  есть точное решение (11), 
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( , , ) = ,
x x t

x t 
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 * *
0( ) = ( ) ,x t x t qt

        * *
0( ) = ( ) ,x t x t qt

        * *
0 00 0( ) =x t x W t .  

Константы  , r ,  , q  мы далее укажем. Все параметры в выражении (69) 
положительны: > 0,q > 0,r  > 0,  > 0 . Мы используем для построения 
верхнего и нижнего решений, таким образом, нулевой член асимптоти-
ческого ряда. 
 Теорема 5. Для любых 1 > 1,  3 > 1  0 > 0 :  0: 0 < <    > 0,r  

> 0,q  > 0,  > 0 :  [ ] < 0,L   [ ] > 0L   и <   в  . =   и  

 2 2> / .q rB A  (70) 

Теперь из теоремы о верхнем и нижнем решениях эволюционного уравне-
ния [14] следует 

 Теорема 6. Для задачи (7) существует упорядоченная пара нижнего и 
верхнего решений ( , , )x t   и ( , , )x t   соответственно. Если начальная 

функция заключена между ними, т.е. 0( ,0, ) < ( , ) < ( ,0, )x u x x     , то зада-
ча (7) имеет единственное классическое решение ( , , )u x t  , причем  

 ( , , ) ( , , ) ( , , )x t u x t x t        

для всех [ , ]x a b  и [0, )t T . 
 

7. Асимптотическое представление решения в неоднородной среде  
 7.1. Регулярная функция. Пусть теперь плотность источников f  за-

висит также от x : ( , )f u x , но не зависит от   (принципиального характера 

это ограничение не имеет). Наша цель – показать, что в неоднородной среде 
решение уравнения (7) с корнями дробной кратности при некоторых огра-
ничениях качественно не отличается от решения в однородной среде и про-
являет то же важное на практике свойство заднего участка фронта. Для это-
го мы используем методику [15]. Мы построим асимптотический ряд, пред-
ставляющий решение в неоднородной среде, и используем модифицирован-
ную частичную сумму этого ряда для представления нижнего и верхнего 
решений. Мы следуем идеям А.Н. Тихонова [16], представляя решение в ви-
де суммы регулярной части и функции переходного слоя [20]. 
 Регулярную функцию нулевого порядка 0( , )u x t  найдем из уравнения 

0( ( , ), ) = 0f u x t x . Выберем решение в соответствии с У1 в виде разрывной 

функции  

 
( ) *
0

0 ( ) *
0

( , ),     < ( ),
( , ) =

( , ),     ( ),

u x t x x t
u x t

u x t x x t









 (71) 
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где ( )
10 ( , )= ( )u x t x  , ( )

30 ( , )= ( )u x t x  . При *= ( )x x t  примем 0( , )u x t  равной 

2 ( )x . Так как в рамках нашей модели f  не зависит явно от  , то регуляр-

ные функции первого ( = 1m ) и всех последующих порядков ( > 1m ) равны 
нулю: ( ) = 0mu x  (это не является принципиально важным). 

 7.2. Функция переходного слоя нулевого порядка. При сформулиро-

ванных условиях из теоремы 1 следует, что для любого * ( , )x a b  найдется 
единственное значение 0 < 0W  такое, что краевая задача  

 
* *

0 0

* *
1 3

= ( ( , ), ),

( ) ( ),      ( ) ( )

W f x x

x x

     

       

 (72) 

с условиями примыкания к устойчивым уровням *
1;3( )x  при    раз-

решима. Обозначим это значение *
0( ).W x  Решение задачи (72) обозначим 

*
0( , ).u x  Величина *

0( )W x  может также быть найдена из тождества [20]:  

 
3

1

*( )
* 2 *

0
*( )

( ) ( ) = ( , ) ,
x

x

W x d f v x dv



 

    (73) 

причем условие У3 влечет *
0( ) < 0W x  при всех * ( , )x a b . Найдем *( )x t  из 

решения задачи Коши:  

 
*

* * *
0 0= ( ),     (0) = ,

dx
W x x x

dt
 (74) 

начальное положение фронта КС задается величиной *
0 ( , )x a b , или из рав-

носильного уравнения Вольтерра:  

 * * *
0 00

( ) = ( ( )) .
t

x t x W x d    (75) 

В соответствии с классическим подходом к построению асимптотического 

ряда [2], функции переходного слоя нулевого порядка ( )
0 ( , )Q t   находятся 

из краевых задач  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * * *

0 0 00 0 00 0

( ) ( ) ( ) ( )* *
20 0 0 0

= ( ( ) , ) ( ( ), ),

(0, ) ( ) ( ), ( ) 0,       ( ) 0

Q W Q f u x Q x f u x x

Q t u x x Q Q

    
 

   

   


      
 (76) 

и условия сшивания производных  
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 ( ) ( )
0 0( 0) = ( 0)Q Q 
   . (77) 

Из (11) и (12) следует, что ( ) *
0 0( ) ( , ) = ( , ( ))u Q t x t     , это равенство верно 

только при условии решения (76) совместно с (77), (74). В растянутых коор-
динатах находим   из (63), (64) в неявной форме: 

 
2

( )0
*

ˆ
= .

ˆ( , )

v dv

p v x




  

 7.3. Функции переходного слоя последующих порядков. Метод пос-
троения функций переходного слоя последующих порядков принципиально 
не отличается от изложенного в [21, 22]. Координата точки перехода пред-
ставляется в виде ряда 

 ( *)

=0
( , ) = ( ).

m
m k

k
k

x t x t   (78) 

Заметим, что в точке сшивания *x  первая производная частичной суммы 
асимптотического ряда должна быть непрерывна. Скачок производной мож-
но представить в виде суммы степенного ряда, причем в ( 1) -м порядке не-

прерывность обеспечивается условием (77). В нулевом порядке функция 

(71) имеет скачок производной, равный * *
3 1( ) ( ) ( ) ( )x xx x   , который бу-

дет скомпенсирован условиями сопряжения функции переходного слоя пер-
вого порядка. Функции переходного слоя 1-го порядка слева и справа от 
точки перехода находим из краевых задач  

 

2
( ) ( )

0 0 0 1 12

( )
1

( )
0( ) 2

1 11

( ( ( ), )) ( , ) = ( , ),

( , ) 0,

( 0) ,

uW f u x Q t q t

Q t

du d
Q x x
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 (79) 

где  

 ( ) ( ) ( ) ( )
11 0 10( , ) = ( ) ( , ),tq t W Q Q K t   

      (80) 

известная функция 1K  зависит также от 0 0 1, ,W x x . Точные выражения для 
этих функций приведены в [21]. Условия разрешимости системы (79) при-
водят к обыкновенному дифференциальному уравнению  
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 1
1 1 0 0 1 1= = ( , , , ),

dx
W G x W x W

dt
 (81) 

причем функция 1G  зависит также от моментов функции f и ее частных про-

изводных, рассчитанных вместе с 0.Q  Функция 1G  при выполнении усло-

вий У1–У4 является дифференцируемой функцией 1x , что гарантирует су-

ществование и единственность решения (81). Последующие члены асимпто-
тического ряда находятся аналогично, скорость m-го порядка находится из 
условия разрешимости краевой задачи для функции переходного слоя m-го 
порядка. 

 7.4. Построение верхнего решения нулевого порядка. Покажем те-
перь, что в неоднородной среде с дробным порядком вырождения крайних 
корней точное решение эволюционного уравнения (7) качественно не отли-
чается от такового в однородной среде, так что существует решение типа 
перемещающейся квазиволны с такими же особенностями поведения перед-
него и заднего участков ВПС, что и для однородной среды. Однако теперь 
из-за наличия зависимости скорости дрейфа ВПС от координаты несколько 
изменятся параметры верхнего и нижнего решений. Верхнее решение урав-
нения (7) мы построим, используя функцию переходного слоя нулевого по-
рядка. Пусть  

 2[ ] = ( , ),t xxN u u u f u x     (82) 

отличие от (66) в том, что теперь имеется зависимость от x . Ограничимся 

случаем *> ( )x x t , альтернатива рассматривается аналогично. В соответст-
вии с (72) и (76), функция переходного слоя нулевого порядка равна 

* * *
0 3( , ) = ( , ) ( )Q x x x     . 

 Для большей наглядности рассмотрим частный случай, для которого 
выполнено еще одно условие: 

 У7. Выполнено условие * *
3 1( ) ( ) ( ) ( ) = 0x xx x    на [ , ]a b . 

 Принципиального характера это условие не имеет, но сильно упрощает 
обоснование, так как частичная сумма асимптотического ряда нулевого по-

рядка является дифференцируемой функцией. Верхнее решение при *> ( )x x t  

будем искать в виде 

 *
0 0 0 0( , ) = ( ) ( ( , ), ( )) ,x t u x Q x t x t q             0 3( ) = ( )u x x , (83) 
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 * * * * *
0

0
( ) = ( ) ( ( )) , ( ) = ( ) ,

t

t
x t x t W x t dt W x W x q         (85) 

где константы > 0,r  > 0q  будут далее найдены. Заметим, что плотность 

источников в нашей задаче не зависит от   явно, поэтому 1( ) = 0u x . 

 7.5. Проверка знакоопределенности оператора в окрестности край-
них корней. Теперь уточним выбор констант, входящих в определение 
(83)(85) верхнего решения. 

 Теорема 7. Найдутся такие константы в выражениях (83)(85), что 
пара функций   и   являются нижним и верхним решениями уравнения (7), 

выполнены условия знакоопределенности (67) оператора (66) и условия упо-
рядоченности (68).  
 Для доказательства последовательно рассмотрим окрестность каждого 
из крайних корней, затем промежуточную область между корнями (включа-
ющую средний корень). Найдем [ ]N  , подставив (83) и (85) в (82): 

* * * *
0 0 0 3 0

2 *
3 0 0 0

* *
3 0 3 0

* *
3 0 3 0

[ ] = [ ( ) ( ( ) ( , ), )]

        ( ( ) )

         [ ( ( ) ( , ) , ) ( ( ) ( , ), )]

         [ ( ( ) ( , ), ) ( ( ) ( ,

xx x

N Q W x Q f x Q x x

qQ Q W x q

f x Q x r x f x Q x x

f x Q x x f x Q x

      

 

   

   

       

        

         

       

 


* *), )] .x 

 

 Заметим, что из нашего способа построения предполагаемого верхнего 
решения   вытекает равенство  

 * * * *
0 0 0 3 0( ) ( ( ) ( , ), ) = 0Q W x Q f x Q x x            . 

Определим окрестность 3 3 3 3 3= [ , ]        корня 3  функции ( , )f u x  та-

ким образом, чтобы внутри этой области было верно равенство (49), кото-
рое в неоднородной среде примет вид  

 3*
3 3( ( ) , ) =f x x C      (86) 

при [ , ]x a b  и 3<  . Тогда внутри 3  выполнено также равенство  

 * * * *
3 0 3 0( ( ) ( , ), ) ( ( ) ( , ), ) = 0f x Q x x f x Q x x             (87) 

и верны следующие оценки:  
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 2 2
3 3| ( ) |< ,xx C    (88) 

 0 < 0,qQ    (89) 

 3*
0 0 3| ( ( ) ) |< | | ,xQ W x q C 

       (90) 

эту оценку можно еще улучшить за счет оценки 0 = ( )Q p  . Заметим, что 

из (86) следует, что  

 3 3 3 3 3> 0 : [ , ]C v r r             (91) 

верно 3
3( ) ( ) ( ) ,f v r f v C r

     если 30 < <r  . 

 Собирая все это вместе, получим  

 3 3*2
3 3 3[ ] ( ) .N C C C r            (92) 

Поэтому найдутся такие константы 3 > 0C  и 3 > 0 , что при выборе  

 
1 3

3
/

=r C
  (93) 

сразу при всех [ , ]x a b  и 3(0, )   будет верным неравенство  

 [ ] < 0N  . (94) 

Точно так же получим оценку [ ] < 0N   в окрестности 1 1 1 1 1= [ , ]        

нижнего корня 1 , причем   находится аналогично (83). 

 7.6. Проверка знакоопределенности оператора в средней части 
фронта. Пусть теперь 2 1 1 3 3= [ , ]       , из построения предыдущего раз-
дела и условий гладкости f  следует, что 1;3 > 0  можно выбрать константа-

ми (не зависящими от *x ). Из (65) следует, что найдется такое 2 > 0d , что 
внутри 2  верны неравенства  

 0 2,qQ qd    (95) 

 2| ( ) ( ) |f v r f v C r    . (96) 

Из (76) и из гладкости f  следует также, что найдется такое > 0d  , что 

внутри 2  верно неравенство *x x d    , поэтому  

 * * * *
3 0 3 0( ( ) ( , ), ) ( ( ) ( , ), ) .f x Q x x f x Q x x C               (97) 

Для [ ]N   получим оценку  

 2
2 2 2 2[ ] ,N C d q C C r           (98) 
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поэтому найдется такое 2 ,C  что при выборе  

 
1 3

2 2
/

= =q C r C
   (99) 

будет верно требуемое неравенство [ ] < 0N  . Наконец, заметим, что У5 га-

рантирует непрерывность первой производной функции ( )x  в точке *x . 
Мы показали, что (83) дает при указанном выборе параметров верхнее ре-
шение задачи (7). 

 7.7. Построение нижнего решения. Аналогично построим нижнее ре-
шение: 

 *
3 0( , ) = ( ) ( ( , ), ( )) ,x t x Q x t x t r        (100) 

 * * * *
0 0

0

( ) = ( ) ( ( ( )) ) , ( , ) = ( ( )) /
t

t

x t x t W x t q dt x t x x t            (101) 

и покажем, что [ ] > 0N  . Начальные условия выберем так, чтобы было вы-

полнено условие стартовой упорядоченности: * *
0 0( ) < ( )x t x t   (это для фрон-

та положительной полярности: 0 > 0Q  , иначе знак неравенства поменяем 

на противоположный). Упорядоченность пары ( , )   следует из условия 

0 > 0Q  , которое вытекает соответственно из условия ( , ) > 0p v x  при всех 

[ , ]x a b  и 1 3( ( ), ( ))v x x   , которое следует из (65). 
 

8. Результаты компьютерного моделирования  
 8.1. Перемещающаяся КС в однородной среде. Численный метод ре-
шения задачи (7) мы здесь формулировать не будем, все важные детали опи-
саны в [23]. На рис.2, 3 показаны семейства графиков ( , )mu x t  решения эво-

люционного уравнения (7) в однородной среде, причем функция плотности 
источников f выбрана в соответствии с (4), (5) при заданных значениях 
1=7/2, 3=7/2, а ( , )p u x  построена в соответствии с (62), (33), (52). 

  
Рис.2. Семейство графиков ( , )mu x t  в од-

нородной среде для 1=7/2, 3=7/2, 
W= 0.2, так что квазиволна бежит 
влево. 

Рис.3. Семейство графиков ( , )mu x t  в од-

нородной среде для 1=7/2, 3=7/2, 
W= 0.2, так что квазиволна бежит 
вправо. 
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 На рис.2 скорость дрейфа ВПС отрицательна, поэтому передний учас-
ток ВПС (расположен слева) имеет экспоненциальный характер, задний 
участок ВПС (справа) имеет степенной характер. В соответствии с (59) по-
казатель степени заднего участка равен 31/( 1)   =2/5 и решение прибли-

жается к верхнему уровню насыщения по закону u(x,t)=3C3(xWtx3)
2/5, 

3C  определяется аналитически формулой (59), 3x  определяется начальным 
положением ВПС. На рис.3 скорость дрейфа ВПС положительна, сравнение 
этих рисунков показывает, что степенной характер имеет опять задний 
участок ВПС (теперь он слева на рисунке). 

 8.2. Плотности источников для волн, бегущих влево и вправо. Функ-

ции плотности источников * 1 * 3
1 1 2 3( ) = ( ) ( )( )f u C u u u           для бегу-

щих влево (верхняя кривая) и вправо * 1 * 3
2 1 2 3( )= ( ) ( )( )f u C u u u        

(нижняя кривая) квазиволн для 1 =7/2 , 3 =7/2  и = 0.2W   и = 0.2W   
показаны на рис.4. 

 
Рис.4. Функции плотности источников для квазиволн, бегущих влево (верхняя кривая) 

и вправо (нижняя кривая). 
 

8.3. Перемещающаяся КС в неоднородной среде. На рис.5 показано 
семейство графиков решения эволюционного уравнения в неоднородной 
среде с 7/2–кратным вырождением крайних корней. Функция 1( )x  убыва-

ющая, 3( )x  возрастающая, скорость дрейфа для этой конфигурации, как 

показано в [23], складывается из скорости дрейфа дисбаланса и скорости 
градиентного дрейфа. Из рисунка видно, что в неоднородной среде сохра-
няется особенность задачи с дробным вырождением корней. Задний участок 
фронта приближается к стационарному значению (представленному теперь 
возрастающей функцией) по степенному закону, передняя часть отходит от 
стационарного уровня по экспоненциальному закону. 
 На рис.6 показано то же самое, но теперь наоборот функция 1( )x  воз-

растающая, 3( )x  убывающая, и та же особенность заднего участка фронта 
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очевидна. Таким образом, компьютерное моделирование подтверждает кор-
ректное аналитическое построение асимптотического ряда. 
 

  
  

Рис.5. Графики бегущей влево квазиволны 
u(x,tm) для вырожденных с порядком 
1,3=7/2 крайних корней функции 
плотности источников в неоднород-
ной среде. Представлен случай пере-
мещения фронта в сторону умень-
шения промежутка между крайними 
корнями функции плотности источ-
ников. 

Рис.6. Графики бегущей влево квазиволны 
u(x,tm) для вырожденных с порядком 
1,3=7/2 крайних корней функции 
плотности источников в неоднород-
ной среде. Представлен случай пере-
мещения фронта в сторону увеличе-
ния промежутка между крайними 
корнями функции плотности источ-
ников. 
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