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Для уравнений Кирхгофа в общем случае, когда матрица перекрестных членов га-
мильтониана может быть несимметричной, получены условия существования ли-
нейного инвариантного соотношения общего вида, связывающего импульсивный
момент и импульсивную силу. Показано, что уравнения с таким инвариантным со-
отношением могут быть преобразованы к уравнениям с инвариантным соотноше-
нием для импульсивного момента, условия существования которого при симмет-
ричной матрице перекрестных членов совпадают со случаем Чаплыгина. Дано опи-
сание семейства гамильтонианов, допускающих существование линейного
инвариантного соотношения общего вида. Получена координатная форма инвари-
антного соотношения и условий его существования. Общее число условий равно
шести, в отличие от восьми условий в случае Чаплыгина. Выполнена редукция к
уравнению Риккати. Показано, что при существовании линейного интеграла урав-
нения Кирхгофа приводятся к случаю Кирхгофа.
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1. Введение. Известно (смотри, например, [1]), что при движении по инерции твер-
дого тела в идеальной несжимаемой жидкости, течение которой является безвихре-
вым, уравнения движения твердого тела отделяются от дифференциальных уравнений
в частных производных, описывающих движение жидкости. Система шести обыкно-
венных дифференциальных уравнений в форме Лагранжа была получена Г. Кирхго-
фом [2]. Рассмотрим уравнения Кирхгофа в гамильтоновой форме, полученной А.
Клебшем [3]:

(1.1)

Здесь M и γ – импульсивный момент и импульсивная сила, гамильтониан H в форму-
ле (1.2) – кинетическая энергия системы “тело плюс жидкость”.

Система (1.1) имеет три первых квадратичных интеграла:

(1.2)

При существовании четвертого интеграла система будет интегрируемой. Известны
случай интегрируемости Кирхгофа (с дополнительным линейным интегралом), слу-
чаи Клебша, Ляпунова, Стеклова (с дополнительным квадратичным интегралом). Во
всех этих случаях (описание которых смотри, например, [4]) матрицы коэффициентов
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уравнений (1.1) – диагональные. При B ≠ BT найден [5] полиномиальный интеграл
четвертой степени.

Существование линейного инвариантного соотношения (ЛИС) порождает частный
случай интегрируемости. Классическое ЛИС Чаплыгина [6] и условия его существо-
вания имеют вид

(1.3)

(1.4)

Здесь ai и ei – собственные значения и векторы оператора A; Mi и (bij), (cij) – компо-
ненты вектора M и матрицы операторов B, C в базисе (ei), B = BT.

Для найденных новых дополнительных интегралов [5, 7–9] уравнений Пуанкаре–
Жуковского, уравнений Кирхгофа и их обобщений было отмечено, что уравнения в
полученных частных случаях обладают различными линейными инвариантными со-
отношениями, отличными от ЛИС Чаплыгина. Более того, было показано [4, 8–10],
что в указанных случаях дополнительный интеграл может быть представлен в виде
произведения двух инвариантных соотношений, одно из которых – линейное.

Важным для построения новых случаев интегрируемости является нахождение всех
квадратичных гамильтонианов, допускающих существование ЛИС систем Пуанкаре–
Жуковского, Кирхгофа и их обобщений. Для уравнений Пуанкаре–Жуковского был
отмечен [11] один новый случай существования ЛИС и получено [12, 13] описание
всех случаев существования ЛИС при симметричных и несимметричных матрицах га-
мильтониана. Найдены [14] все случаи существования ЛИС уравнений Кирхгофа при
B = BT. Условия существования [14] накладывают шесть связей на коэффициенты
уравнений (1.1), в отличие от восьми связей в условиях Чаплыгина (1.4). Существова-
ние инвариантных соотношений дает возможность построения новых частных реше-
ний уравнений движения [13, 15, 16].

Ниже приведено описание всех случаев существования ЛИС уравнений Кирхгофа
без требования симметрии оператора B. Получено простое представление семейства
гамильтонианов, допускающих ЛИС, координатная форма условий существования и
явная запись самого ЛИС. Для движения с линейным инвариантным соотношением
выполнена редукция к уравнению Риккати. Показано, что если при невырожденной
матрице A существует линейный интеграл, то уравнения Кирхгофа приводятся к слу-
чаю Кирхгофа.

2. Основные результаты. Производная ЛИС
(2.1)

в силу системы (1.1) должна удовлетворять условию

(2.2)

При замене переменных

(2.3)

для переменных  и  получим уравнения Кирхгофа с матрицами коэффициентов = A и

(2.4) 
Здесь V(a) оператор векторного умножения на вектор a, V(a)z ≡ a × z.
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Отметим, что, учитывая возможность в задаче о движении твердого тела в жидкости
выбора специальной системы координат, приводящей матрицу A к диагональному, а
B – к симметрическому виду, иногда договариваются считать [4], что это приведение
выполнено. Тем не менее, изучение случая B ≠ BT представляет интерес как в класси-
ческой задаче Кирхгофа, когда отказ от условия B = BT позволяет привести гамильто-
ниан системы, допускающей ЛИС к наиболее простому виду (2.12), так и в связанных
с наличием подвижных внутренних масс неавтономных обобщениях уравнений Кирх-
гофа, когда подвижную систему координат естественно зафиксировать в самом теле.

При каноническом преобразовании (2.3) ЛИС (2.1) преобразуется к виду

(2.5)
Ниже (Предложение 3) показано, что для существования ЛИС (2.1) необходимо вы-

полнение условия

(2.6)
где a2 – собственное значение A такое, что a1 ≤ a2 ≤ a3 или a1 ≥ a2 ≥ a3.

Случай, когда оператор A вырожденный, в работе не рассматривается, а при m ≠ 0 и
(m, n) = 0 можно выбрать ρ так, чтобы выполнялось равенство n = ρ × m.

Таким образом, ЛИС (2.1) при a2 ≠ 0 можно привести к виду

(2.7) 
Здесь и всюду далее считаем |m| = 1.

Ниже, в теореме 1, приведено описание всего семейства гамильтонианов, допуска-
ющих существование ЛИС (2.7). Следствием теоремы являются условия существова-
ния линейного интеграла. Показано, что при существовании интеграла (2.1) F = const
(с m ≠ 0) уравнения Кирхгофа приводятся каноническим преобразованием к извест-
ному случаю Кирхгофа [2]. Связь ЛИС общего вида с ЛИС (2.7) позволяет дать описа-
ние семейства гамильтонианов, допускающих ЛИС (2.1) и получить координатную
форму ЛИС и условий существования для общего случая.

Теорема 1. Если уравнения Кирхгофа обладают линейным инвариантным соотно-
шением (2.1) (с m ≠ 0) и среднее собственное значение матрицы A не равно нулю, то
существует каноническое преобразование (2.3), приводящее матрицы коэффициен-
тов к виду

(2.8) 

Здесь m – орт нормали кругового сечения поверхности (z, z) = const, μb, μc, νc, d – не-
которые параметры. В базисе (ei) собственных векторов матрицы A ЛИС F и множи-
тель f записываются в виде

(2.9)

(2.10)

(2.11)

Слагаемые μbE, μcE в формулах (2.8) несущественны, они не изменяют вид системы
(1.1). При выполнении условий теоремы 1 существует каноническое преобразование,
позволяющее записать гамильтониан в виде

(2.12)

= + × +� �( , ) ( ,  )F m M m ρ n γ

=2( , ) 0a m n

= �( , )F m M

= = + = +� ��, μ , μ νT T
b c cA A B E dm C E mm

�A

= +� �1 1 3 3F m M m M

= + 〈 〉( , ) , , f p M d m γ

= = Δ = +2 1 3 2 1 1 3 3, ,p p m m a m mp e m e e

Δ Δ=− =− Δ = −
Δ Δ

2 23 1
1 3 1 2 3

2 2
   ,     ,      (1 2 3)a am m a a a

a a

= + +� � �

� �

21 ( ,  ) ( , )( ,  ) ν( ,  )
2

H AM M m M d γ m γ



91ПОСТРОЕНИЕ ЛИНЕЙНЫХ ИНВАРИАНТНЫХ СООТНОШЕНИЙ
Если в условии (2.2) f ≡ 0, то линейная функция (2.1) является интегралом. Из тео-
ремы 1 получаем следующий результат.

Следствие 1. Если у уравнений Кирхгофа существует линейный интеграл
(2.13)

и среднее собственное значение матрицы A не равно нулю, то существует канониче-
ское преобразование (2.3), приводящее уравнения и интеграл к случаю Кирхгофа

(2.14)

Отметим, что преобразование (2.3) позволяет перейти к системе с симметричными
матрицами коэффициентов; достаточно потребовать, чтобы параметр ρ удовлетворял
условию AV(ρ) + V(ρ)A = B – BT, которое эквивалентно системе условий для компо-
нент ρ:

Для случая B = BT при существовании линейного интеграла указано [13] линейное
преобразование, приводящее к случаю Кирхгофа. Отсюда следует, что и общем случае
B = BT система с линейным интегралом также приводится к случаю Кирхгофа. Ниже
следствие 1 получено из теоремы 1.

Следствие 2. Если уравнения Кирхгофа (1.1) с невырожденной матрицей A допуска-
ют существование ЛИС (2.1) с m ≠ 0, то матрицы B, C можно представить в виде

(2.15)

(2.16)

Здесь m – орт нормали кругового сечения поверхности (z, Az) = const, μb, μc, νc, α, r –
произвольные параметры.

Если записать равенства (2.15), (2.16) в координатной форме в базисе собственных
векторов A, то получим, при несимметричной матрице B, 15 равенств, содержащих 4
параметра μb, μc, νc, α, три компонента вектора r и три компонента n, связанных усло-
вием (m, n) = 0. После их исключения получаем систему из шести необходимых и до-
статочных условий существования ЛИС.

Следствие 3. Для существования при невырожденном операторе A ЛИС (2.1) с m ≠ 0
необходимо и достаточно выполнения условий

(2.17)

(2.18)

(2.19)
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ЛИС (2.1) и множитель  f записываются в виде

(2.20)

(2.21)

Известны [4, 5, 7] ЛИС для случая, когда два собственных значения оператора A
совпадают. Условия существования такого ЛИС получим из общих условий (2.17) –
(2.21), полагая a1 = a2 ≠ a3.

Следствие 4. Если A = diag(a1, a1, a3), a1 ≠ 0, a1 ≠ a3, то для существования ЛИС (2.1) с
m ≠ 0 необходимо и достаточно выполнения условий

(2.22)

ЛИС и множитель f имеют вид

(2.23)

(2.24)

Приведем еще координатную форму условий существования ЛИС (2.7).
Следствие 5. Для существования ЛИС (2.7) необходимо и достаточно выполнения

условий

(2.25)

При этом

(2.26)

(2.27)
Отметим еще исключенный выше случай m = 0.
Предложение 1. ЛИС F = (n, γ) существует при выполнении условий
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ЛИС (2.1) и тождество (2.2) имеют вид

,

3. Условия для матриц коэффициентов. Условие (2.2) эквивалентно следующей си-
стеме тождеств:

(3.1)

(3.2)

(3.3)

Тождество (3.1) можно записать в виде (V(m)M, AM) ≡ (M, pmTM) и это тождество
выполнено, только если оператор AV(m) – pmT является кососимметрическим. Анало-
гично, тождество (3.3) выполнено, только если оператор CTV(m) + BV(n) – qnT – косо-
симметрический. Тождество (3.2) можно записать так:

Это тождество имеет вид (M, Gγ) ≡ 0 и выполнено, только если G = 0.
Таким образом, условия выполнения тождеств (3.1)–(3.3) следующие

(3.4)

(3.5)

(3.6)
Рассмотрим равенство (3.4). Умножая обе его части слева и справа на m, получим

условие
(m, p) = 0 (3.7)

Запишем оператор A, удовлетворяющий условию (3.4), в виде

При условии (3.7) для оператора A0 из (3.4) получим условие

(3.8)
Это условие выполнено, только если симметрический оператор A0 имеет вид A0 =
= μaE + νammT. Следовательно, оператор A, для которого выполнено тождество (3.1),
можно записать в виде

(3.9)
Записывая равенство (3.9) в базисе (ei), получим формулы (2.11) для p, m и следую-

щие выражения для параметров μa, νa :

(3.10)

Вектор m – нормаль кругового сечения поверхности (z, Az) = const.
Форма записи (3.9) оператора A оказывается удобной при анализе условий суще-

ствования ЛИС уравнений Кирхгофа и уравнений Пуанкаре–Жуковского [12–14].

Отметим, что в виде (3.9) можно записать любой симметрический оператор A:  ⇒ 
и, таким образом, тождество (3.1) не накладывает никаких ограничений на вид опера-
тора A.

Предложение 2. Для существования ЛИС (2.1) необходимо выполнение условия

= = = =11 22 12 21diag(0,0, ), ,  0a b b b bA

= = −�

3 32 1 31 2γ ( γ γ ),F F b b F
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〈 〉 + 〈 〉 + 〈 〉 ≡ +,  ,  ,  ,  ,  ,  ( , )( ,  ) ( , )( ,  ) Tm M B γ m γ BM n γ AM p M n γ q γ m M

〈 〉+〈 〉≡,  ,      ,  ,     ( , )( ,  )Tm γ Cγ n γ B γ q γ n γ

− + + ≡ +( , ( ) ) ( , ( ) ) ( , ( ) ) ( ,( ), )T T T TM V m B γ M B V m γ M AV n γ M pn mq γ

− = +( ) ( ) T TAV m V m A pm mp

− + = +( ) ( ) ( )T T T TB V m V m B AV n pn mq

− + − = +( ) ( ) ( ) ( ) T T TCV m V m C BV n V n B nq qn

= + × + ×0 ( ) ( )T TA A m m p m p m

− =0 0( ) ( ) 0A V m V m A

= + + × + ×   μ  ν     ( ) ( )T T
a aA E mm m m p m p mT

= = + −2 1 3 2μ     ,   2  a aa a a av

3
R

3
R
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(3.11)
Доказательство. Преобразуем условие (3.5). Обозначим

Разделяя в равенстве (3.5) симметричную и кососимметричную части, получим
условия

(3.12)

(3.13)

(3.14)
Из первого равенства (3.12) получим (m, Qm) = 0. Это условие, при учете формулы

(3.13), записывается в виде

Отсюда, используя представление оператора A в виде (3.9), получим условие (3.11).
Предложение 3. Для существования ЛИС (2.1) необходимо условие (2.6).
Доказательство. Из второго равенства (3.12) следует

Так как оператор B2 – кососимметрический, то получаем (e2, R(m × e2)) = 0. Из
формул (3.14), (3.9) найдем 0 = (e2, R(m × e2)) = a2(m, n).

Условие (2.6), как было отмечено в разделе 2, позволяет при a2 ≠ 0 привести общий
случай существования ЛИС (2.1) к частному случаю (2.7).

4. Доказательство теоремы 1 и ее следствий. Пусть уравнения (1.1) обладают ЛИС
(2.1). В соответствии с доказанным выше предложением 3 должно выполнятся усло-
вие (m, n) = 0. Выполним преобразование (2.3), где

(4.1)
ЛИС (2.1) при учете формулы (2.5) преобразуется к виду (2.7), так как

(4.2)
Множитель в формуле (2.2) запишется в виде

(4.3)
Учитывая следующее из формул (2.11) условие (p, m) = 0, получим

(4.4)

Так как  = A, то параметры p, m, μa, νa остаются прежними.
Условия (3.5), (3.6) при  = 0 запишутся в виде

(4.5)

(4.6)

Предложение 4. Условия (4.5), (4.6) выполнены, только если операторы ,  пред-
ставимы в виде

(4.7)

Доказательство. Условие (4.6) совпадает с условием (3.8), оператор , удовлетворя-
ющий этому условию, записывается в виде (4.7).

Представим оператор , удовлетворяющий условию (4.5), в виде

(4.8)

+ =( ) ( ), , 0p n q m

= + = −1 2( )/2,  ( )/2T TB B B B B B

− = − =1 1 2 2( ) ( ) , ( ) ( )B V m V m B Q V m B B V m R

= − + + + +2 ( ) ( ) T T T TQ V n A AV n pn np mq qm

= − − + − + −2 ( ) ( ) T T T TR V n A AV n pn np mq qm

− =( , ) , , 0q m n m Am

× = − × × +2 2 2 2 2 2 2 2( , ( )) ( ,  ( )) ( , )e R m e m e B m e e B e

= ×ρ m n

× =ρ m n

= + = + ×�

� � �( ,  ) ( , ),f p M q γ q q p ρ

= +� ( , )q q p n m
�A

�n

− =� �

�( ) ( )T T TB V m V m B mq

− =� �( ) ( ) 0CV m V m C
�B �C

= + + = +�� �

��μ β ( ), μ νT T
b c cB E dm V m C E mm

�C

�B

= + ×� �

�0 ( ) TB B m q m
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Отметим, что из формул (3.11), (4.4) следует (m, ) = 0. Для оператора  из формул
(4.5), (4.8) получим равенство

Любой оператор , удовлетворяющий этому равенству, можно записать в виде

Учитывая формулу (4.8), получаем представление оператора  в виде (4.7), где  =
= νbm + m ×  и тогда

(4.9)

Предложение 4 доказано.
Выполним в уравнениях Кирхгофа с матрицами коэффициентов , , , где , 

заданы формулами (4.7), каноническое преобразование (2.3) при ρ = m. ЛИС (2.7)
сохранит свой вид. Новые матрицы , ,  получим из формул (2.4), (3.9), (4.7). При
этом

Так как μa = a2 ≠ 0, то, полагая  = β/a2, d = d + p, получим запись  в виде (2.8).
Учитывая равенство V2(m) = mmT – E, оператор  также запишем в виде (2.8). Таким
образом, показано, что если существует ЛИС (2.1), то при a2 ≠ 0 существует канониче-
ское преобразование (2.3), где

(4.10)
приводящее к уравнениям Кирхгофа с ЛИС (2.7) и матрицами коэффициентов (2.8).

Выражения (2.11) для параметров m, p следуют из представления оператора A в виде
(3.9). Условие  = fF тождественно выполнено, если функции F, f заданы равенствами
(2.9), (2.10), а матрицы коэффициентов – формулами (2.8). Теорема 1 доказана.

Получим следствие 1. Линейный интеграл (2.13) есть частный случай ЛИС (2.1) при
f ≡ 0. Как показано в теореме 1, ЛИС всегда можно каноническим преобразованием
привести к виду (2.7), а матрицы коэффициентов – к виду (2.8). Из формулы (2.10)
следует, что для преобразованной системы условие  f ≡ 0 выполнено тогда и только то-
гда, когда p = 0 и d || m. Учитывая формулы (2.11), получим, что p = 0, только если у
оператора A имеются два совпадающих собственных значения. Положим a1 = a2 ≠ a3,
тогда m = e3 и из формул (2.8) при d || m получим равенства (2.14), то есть в точности
случай Кирхгофа.

Докажем следствие 2. Каноническое преобразование (2.3) с параметром ρ, задан-
ным равенством (4.10), приводит уравнения Кирхгофа с ЛИС (2.1) и матрицами коэф-
фициентов A, B, C к уравнениям с ЛИС (2.7) и матрицами коэффициентов, заданны-
ми формулами (2.8). Из формул (2.4), (2.8), (3.9) получаем представления матриц B, C
в виде (2.15), (2.16), где

(4.11)

Отметим, что условия (2.15), (2.16) не только необходимы, но и достаточны для су-
ществования ЛИС (2.1). Можно проверить, что если матрицы B, C имеют вид (2.15),
(2.16), то условия (3.5), (3.6) выполнены (а тогда выполнено и условие (2.2)) при

�q �B
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�B �d
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(4.12)

Получим теперь указанную в следствии 3 координатную форму ЛИС и условий его
существования.

Найдем из равенства (2.15) элементы матрицы B в базисе (ei):

(4.13)

Должно также выполняться равенство

(4.14)

Имеем 10 связей с восемью параметрами μb, α, ni, ri. Исключение параметров дает
две связи (2.17). Для параметров α, ni, ri из системы равенств (4.13), (4.14) получаем вы-
ражения (2.19). Если из записи элементов матрицы C, заданной равенством (2.16), ис-
ключить параметры μc, νc, то получим условия (2.18).

Явная форма записи (2.20) ЛИС получается при подстановке в формулу (2.1) значе-
ний ni из формул (2.19). Множитель f задан равенством (2.2), где p = pe2, а компо-
ненты q находим из равенств (4.12), (2.19).

Приведенные в следствии 4 условия (2.22) существования ЛИС, запись F и f в виде
(2.23), (2.24) получаются из формул (2.17) – (2.21) при m1 = 0, m3 = 1.

При n = 0 ЛИС записывается в виде (2.7). Приведенные в следствии 5 условия (2.25)
для cij, получаются сразу из последних четырех условий (2.18) при ni = 0. Если в трех
последних равенствах (2.19) положить n1 = n2 = n3 = 0, то получим три условия для bij.
Система, составленная из этих трех условий и двух условий (2.17), эквивалентна си-
стеме первых четырех условий (2.25). Следствие 5 доказано.

5. Сопоставление с известными условиями существования линейных инвариантных со-
отношений. Рассмотрим известные случаи существования ЛИС и укажем их включе-
ние в описанный выше общий случай или его следствия.

1) Условия существования (1.4) ЛИС Чаплыгина (1.3) получим из условий (2.25)
при B = BT. Отметим, что, если потребовать, чтобы оператор B, заданный формулой
(2.15), был симметрическим, то получим α = 0, r || m. Формулы (2.15), (2.16) при n = 0
принимают вид

(5.1)

Здесь m – нормаль кругового сечения эллипсоида A. Возможность записи, в случае
B = BT, операторов в виде (5.1) является необходимой и достаточной для существова-
ния ЛИС (1.3).

2) В работе [10] указано, что для гамильтониана

(5.2)

где m, n – произвольные ортогональные векторы, существует ЛИС (2.1).
Гамильтониан (5.2) задан матрицами

= × + + − × −1 3 2( )    ( ,  )a a aq r m m n n p m

= − − +11 2 1 1 3 1 1 1μbb a m n pm n m r

= − + + =33 2 3 3 1 3 3 3 22μ ,  μb bb a m n pm n m r b

= − + + = − − +13 2 1 3 1 1 3 1 31 2 3 1 3 3 1 3,b a m n pm n m r b a m n pm n m r

= − − = −12 3 2 1 2 21 3 3 2α , αb m a m n b m pm n

= − + = −23 1 1 2 32 1 2 3 2α ,  αb m pm n b m a m n

+ =1 1 3 3 0m n m n

= + = +μ ν , μ νT T
b b c cB E mm C E mm

= + + 〈 × 〉
2 2 21 1 ( , ) ,  , 

2 2
H m M m M m n M γ

= + = × =2 , ( ), 0TmA E mm B V m n C
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В этом случае m – собственный вектор A. Считая |m|2 = 1,  обозначим m = e3, тогда

Все условия (2.22) выполнены. ЛИС (2.1) записывается в виде (2.23).
3) Для гамильтониана

(5.3)

при произвольных параметрах c1, c2, a, b существует [10] ЛИС

(5.4)

Для сопоставления с условиями (2.25) запишем матрицы операторов в базисе соб-
ственных векторов оператора A. Для гамильтониана (5.3) имеем

(5.5)

Если векторы a и b коллинеарны, то они являются собственными векторами A. По-
лагая b = e3, получим

Условия (2.22) выполнены. Из формулы (2.24) следует f ≡ 0 и формула (2.23) в случае
a || b задает не ЛИС, а линейный интеграл.

Рассмотрим теперь основной случай, когда векторы a, b не коллинеарны. Собствен-
ными векторами оператора A, заданного равенством (5.5), являются

(5.6)

Собственные значения заданы равенствами

(5.7)

Обозначив (a0, b0) = cos2α из формул (5.6), (5.7) получим

(5.8)

Пусть ei = . Из формул (5.6), (5.8) следует

Векторы a0 и b0, удовлетворяющие последним равенствам, являются нормалями
круговых сечений эллипсоида A. Запись матрицы A в виде (5.5) эквивалентна следую-
щей записи, использующей две различные нормали к плоскостям круговых сечений A:

В таком виде можно представить любую симметрическую матрицу 3 × 3.
Положим b0 = m = m1e1 + m3e3, тогда ЛИС (5.4) запишется в виде (2.26). Из форму-

лы (5.5) следует

и все условия (2.25) выполнены. Таким образом, гамильтониан (5.3) и ЛИС (5.4)
включены в случай, описанный в следствии 5.
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Учитывая приведенное в предложении 4 представление матриц B, C в виде (4.7), га-
мильтониан (5.3) можно дополнить следующим образом, также допускающим ЛИС
(5.4):

Здесь ν, s – дополнительные произвольные параметры. Каноническим преобразо-
ванием (2.3) при ρ = κb, сохраняющим ЛИС (5.4), невозможно привести данный га-
мильтониан к виду (5.3).

4) Известно [5], что существует ЛИС, если матрицы коэффициентов уравнения (1.1) за-
даны равенствами A = diag(1, 1, 2)

Все условия следствия 4 выполнены, формулы (2.23), (2.24) дают

Этот же случай преобразуется [4] к виду со следующими ненулевыми элементами:

Условия (2.22) выполнены и F = M3, f = –αγ2.
5) Кубичный интеграл при условии (M, γ) = 0 существует, если [7]:

Условия (2.22) выполнены, F = M3 + a1γ1 + a2γ2,  f = –2a2γ1 + 2a1γ2. Кубичный инте-
грал записывается [7] в виде произведения ЛИС и полинома второй степени.

6. Редукция к уравнению Риккати. Пусть существует ЛИС (2.1) и выполнено канони-
ческое преобразование, приводящее матрицы коэффициентов к виду (2.8). Рассмот-
рим семейство частных решений, заданных инвариантным соотношением (m, ) = 0.

Выберем базис l1 = m, l2 = e2, l3 = m × e2 и обозначим Mi = ( , li), γi = ( , li). Учиты-
вая инвариантное соотношение M1 = 0, уравнения Кирхгофа запишем в виде

(6.1)

Полученная система обладает интегралами (1.2), имеющими вид

(6.2)

Здесь μ = –ν/a2. Третий из интегралов (6.2) получен из гамильтониана (2.12), где, с
учетом формулы (3.9):

и ( , A ) = a2(  +  ) при .
Учитывая тождество

из третьего уравнения системы (6.1) и интегралов (6.2) получаем уравнение, решение
которого записывается через эллиптические функции Лежандра

(6.3)
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Решение системы (6.2) относительно M2, M3 можно записать в виде, аналогичном
записи [4] в случае Гесса для уравнений Эйлера–Пуассона

Из системы (6.1) следует

Это уравнение, полагая

запишем в виде

Для ϕ(γ1) получаем уравнение

Стандартную запись уравнения Риккати получим при замене переменной

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (грант № 16-01-
00220).
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