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Построение уравнений динамики системы по известным уравнениям связей, осно-
ванное на методах классической механики, связано с накоплением ошибок при чис-
ленном решении и требует определенной модификации, направленной на стабили-
зацию связей. Проблема стабилизации связей может быть решена изменением дина-
мических показателей системы, что позволяет определить множители Лагранжа в
уравнениях движения, учитывающие возможные отклонения от уравнений связей.
В системах с линейными неголономными связями оказывается возможным выраже-
ние проекций скоростей через функции координат системы. В этом случае удается
составить систему дифференциальных уравнений второго порядка и представить их
в форме уравнений Лагранжа. Используя обобщенные условия Гельмгольца можно
составить уравнения Лагранжа с диссипативной функцией и обеспечить выполне-
ние условий стабилизации связей.
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1. Введение. Для построения уравнений динамики механических систем со связями
обычно используются два подхода. В случае, когда кинематическое состояние систе-
мы может быть определено обобщенными координатами и скоростями, решение со-
ответствующих уравнений динамики позволяет описать изменение состояния систе-
мы. Если уравнения связей не позволяют описать динамику системы через обобщен-
ные координаты и скорости или это оказывается нецелесообразным, приходится
использовать множители Лагранжа, которые определяются дифференцированием
уравнений связей.

Традиционный метод определения множителей Лагранжа основан на предположе-
нии о том, что связи, наложенные на систему, представляют собой первые интегралы
уравнений движения. При этом численное интегрирование уравнений динамики с
множителями Лагранжа приводит к неустойчивости множества траекторий, соответ-
ствующих уравнениям связей. Ограничить накопление ошибок численного интегри-
рования уравнений динамики позволяет стабилизация связей [1], основанная на при-
менении линейной комбинации уравнений связей и их производных для определения
выражений множителей Лагранжа. Метод стабилизации связей оказался эффектив-
ным при решении задач моделирования динамики и управления механическими си-
стемами [2–5] и системами различной физической природы [6–8]. Были предложены
различные модификации этого метода, которые сводились к подбору коэффициентов
комбинации уравнений связей с их производными первого и второго порядка [9–12].
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По существу, процесс определения произвольных множителей сводится к достраи-
ванию уравнений динамики в окончательном виде и относится к обратным задачам
динамики [13–21]. Общее решение обратной задачи динамики сводится к построению
множества систем дифференциальных уравнений, решения которых обладают задан-
ными свойствами [22–25]. В [23] определена структура систем дифференциальных
уравнений, имеющих заданные частные интегралы, в [24] сформулированы условия
устойчивости соответствующего множества траекторий, метод построения уравнений
динамики механических систем и определения множителей Лагранжа, обеспечиваю-
щих стабилизацию связей, предложен в [26]. В работе [27] исследуется задача управле-
ния динамикой системы в предположении, что цели управления задаются уравнения-
ми связей.

Условия, необходимые для приведения системы дифференциальных уравнений к
форме уравнений Эйлера–Лагранжа, были сформулированы в [28]. Было доказано
[29, 30], что эти условия являются также и достаточными. Для приведения дифферен-
циальных уравнений к форме уравнений Лагранжа с учетом стабилизации связей не-
обходимо обеспечить асимптотическую устойчивость множества траекторий, соответ-
ствующих уравнениям связей. Обобщенные условия Гельмгольца, полученные в [31],
позволяют построить уравнения Эйлера–Лагранжа с диссипативной функцией. В на-
стоящей работе предлагается метод построения уравнений Лагранжа и диссипативной
функции, которые могли бы обеспечить стабилизацию линейных неголономных свя-
зей при численном решении.

2. Построение дифференциальных уравнений по уравнениям связей. Рассматривается

динамическая система, состояние которой определяется координатами , и на
которую наложены линейные дифференциальные связи, заданные уравнениями

(2.1)

Здесь, как и в дальнейшем, предполагается суммирование по одинаковым индексам.
Если строки матрицы  линейно независимы при всех допустимых значени-
ях , то система уравнений (2.1) допускает выражение скоростей через координаты
системы

(2.2)

Правые части равенства (2.2) с точностью до произвольного множителя c определяют-
ся компонентами векторного произведения , где  – стро-
ки матрицы A,  – произвольные векторы. Полагая, что множитель c и про-
извольные векторы являются функциями координат: , , …,

, равенства (2.2) можно рассматривать как систему дифференциальных
уравнений, определяющих закон изменения вектора состояния системы: , со-
ответствующий начальному значению . Принимая равенство  за не-
возмущенное решение системы уравнений (2.2), будем определять отклонения от это-
го решения возмущениями скоростей

(2.3)

Составим уравнения возмущений связей в виде линейной системы дифференциаль-
ных уравнений относительно отклонений с коэффициентами, зависящими от пере-
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Если коэффициенты  системы (2.4) при всех допустимых значениях вектора
состояния q удовлетворяют условиям асимптотической устойчивости тривиального
решения , , то решение , системы (2.2), соответствующее на-
чальному условию , будет устойчиво асимптотически. Равенствам (2.4) с
учетом обозначений (2.3) соответствует система дифференциальных уравнений вто-
рого порядка

(2.5)

3. Представление дифференциальных уравнений второго порядка в форме уравнений
Лагранжа. Система дифференциальных уравнений (2.5) составляет зависимости меж-
ду обобщенными координатами, скоростями и ускорениями динамической системы:

(3.1)

Соотношения (3.1) могут быть представлены в форме уравнений Лагранжа, что воз-
можно при выполнении необходимых и достаточных условий [6], накладываемых на

функции :

(3.2)
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Из выражений (3.1) непосредственно следует, что условия (3.2), (3.5) выполняются.
Условия (3.3) принимают вид:

(3.6)
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Условиям (3.4) соответствуют равенства

(3.7)

Легко убедиться, что равенство (3.7) также обращается в тождество. Левая часть
принимает вид

что совпадает с правой частью

Следовательно, условия Гельмгольца будут выполнены и система дифференциаль-
ных уравнений

(3.8)

может быть представлена в виде системы уравнений Лагранжа

Здесь  – лагранжиан,  – кинетическая энергия, P =

=  – потенциальная энергия,  – гироскопические силы,

G = , .
4. Уравнения динамики системы единичных масс с диссипативными силами. Система

дифференциальных уравнений (3.8) содержит коэффициенты  уравнений возму-
щений связей (2.4), выбором которых определяется устойчивость тривиального реше-
ния уравнений системы (2.4). Необходимым условием стабилизации связей, представ-
ленных уравнениями (2.2), при численном решении системы уравнений (3.8), являет-
ся асимптотическая устойчивость тривиального решения системы (2.4), что приводит
к необходимости введения диссипативных сил. Условия приведения системы диффе-
ренциальных уравнений к форме уравнений Лагранжа

с диссипативной функцией Рэлея  определяются обобщенными
условиями Гельмгольца [9]:
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(4.2)

(4.3)

(4.4)

Легко видеть, что условия (4.1)–(4.4) переходят в условия (3.2)–(3.5) при отсутствии
диссипативной функции . Очевидно, что для системы уравнений (3.1) условия (4.1)
и (4.4) выполняются. Условия (4.2) и (4.3) накладывают ограничения на выбор коэф-

фициентов  уравнений возмущений связей (2.4) и коэффициентов ,

, диссипативной функции  Условия (4.2) приводятся к виду:

(4.5)

Условия (4.3) с учетом выражения  записываются в виде:

(4.6)

Равенство (4.6) может быть переписано с учетом условий (4.5):
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(4.7)
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С учетом выражений (4.8) условия (4.3) сводятся к равенствам

(4.9)

Из выражений (4.9) следует, что условия (4.3) будут выполнены, если коэффициен-
ты диссипативной функции удовлетворяют условиям

(4.10)

Следовательно, система дифференциальных уравнений

приводится к системе уравнений Лагранжа

где ,  – кинетическая энергия,  – потенци-

альная энергия,  – гироскопические силы, ,

.
5. Построение уравнений динамики механической системы с неголономными связями.

Для построения уравнений динамики механической системы, на которую наложены
связи, описываемые уравнениями (2.1), и кинетическая энергия которой определяет-

ся квадратичной формой , , , примем ве-
личины

(5.1)

за отклонения от уравнений связей (2.2). Составим уравнения возмущений связей
также в виде линейной системы (2.4). Тогда из (5.1), (2.4) следует система дифферен-
циальных уравнений

(5.2)

которая может быть представлена в форме уравнений Лагранжа, если функции

удовлетворяют условиям Гельмгольца (3.2)–(3.5). Очевидно, что условия (3.2), (3.5)
выполняются. Условиям (3.3) соответствуют равенства
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из которых следуют выражения коэффициентов  уравнений возмущений связей:

(5.3)

Выполнение условий (5.3) возможно за счет произвольных векторов , …,
 и функции .

Условия (3.4) накладывают дополнительные ограничения на коэффициенты .
Вычисление правых частей условий (3.4) с учетом выражений (5.3) приводит к следу-
ющему результату:

(5.4)

Левые части равенств (5.4) принимают вид:

(5.5)

Сравнение выражений (5.4), (5.5) показывает, что условия (3.4) будут выполнены
при соблюдении равенств

, (5.6)

Используя равенства (5.3), условия (5.6) можно представить в виде:

(5.7)

В случае, когда элементы матрицы кинетической энергии являются постоянными,
условия (5.7) выполняются тождественно.

Рассуждая аналогично, можно убедиться, что уравнения (5.2) будут удовлетворять

обобщенным условиям Гельмгольца, если коэффициенты  уравнений возмущений
связей выбраны в виде:

где  – коэффициенты функции Рэлея: .

6. Уравнения движения тележки по горизонтальной плоскости. В качестве примера
рассматривается типовая задача динамики неголономных систем [32]. Качение тележ-
ки по плоскости с идеально тонким ведущим колесом в виде заостренного лезвия про-
исходит в соответствии с уравнением связи
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где ,  – координаты центра масс,  – угол между продольной осью

симметрии тележки и осью Ox. Выражения составляющих скорости 
центра масс ,  и угловой скорости  определяются как общее решение

уравнения связи (6.1):

где c1(q), c2(q), c3(q) – произвольные функции координат. Полагая

получим уравнения кинематики

Вводя отклонения от уравнений связей

(6.2)

составим уравнения возмущений связей

(6.3)

с коэффициентами :

Очевидно, тривиальное решение системы (6.3) не является устойчивым асимптоти-
чески. Из выражений (6.2), (6.3) следует система уравнений движения тележки:

(6.4)
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Уравнения движения тележки с диссипативной функцией записываются следую-
щим образом:

, (6.5)

Здесь все , за исключением случаев , , ,

. Равенства (4.10) накладывают следующие условия на коэффи-
циенты диссипативной функции

которые выполняются, если

Квадратичная форма  с матрицей коэффициентов

будет определенно положительной при выполнении условий Сильвестра:

Уравнения возмущений связей имеют следующий вид:

(6.6)
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функций Ляпунова, полагая . Производная функции Ляпунова, вычислен-

ная в силу уравнений системы (6.6) также является квадратичной формой 

с матрицей коэффициентов . Следовательно, тривиальное решение системы урав-
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являются положительными. Так как , , то остается проверить знак опре-

делителя , который может быть представлен суммой двух определителей:

первый из которых  является положительным, а второй  равен нулю. Следова-

тельно, производная функции Ляпунова  является знакоопределенной отрицатель-
ной, и тривиальное решение уравнений возмущений связей (6.3) устойчиво асимпто-
тически.

Решение уравнений динамики (6.5) c длиной шага  на интервале
 проведено методом Эйлера при начальных условиях

(6.7)

удовлетворяющих уравнениям связей (6.1). Результаты численного интегрирования
представлены на фигуре. Случай (1) соответствует устойчивому численному решению

при значениях коэффициентов диссипативной функции , , . При

значениях коэффициентов , ,  условия устойчивости не выпол-
няются, и движение по окружности оказывается неустойчивым (случай (2)).

6. Заключение. Метод построения уравнений динамики непосредственно по урав-
нениям дифференциальных связей относится к обратным задачам динамики. Удается
определить выражения действующих сил, обеспечивающих выполнение заданных
уравнений связей. Использование модифицированных условий Гельмгольца позволя-
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ет ввести диссипативные силы, за счет которых можно обеспечить стабилизацию свя-
зей. Моделирование движения тележки с тонким ведущим колесом иллюстрирует воз-
можность использования простейших численных методов решения уравнений дина-
мики с требуемой точностью выполнения уравнений связей.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 19-08-00261 А).
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