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Рассматривается решение задачи синтеза аналитической аппроксимации зависимо-
стей долготы от широты на геодезической линии сфероида и ортодромии сферы
Земли. Найденные функциональные зависимости позволяют существенно сокра-
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ные затраты при решении задач навигации.
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Введение. Одной из основных проблем в современной теории навигации является
сокращение размерности системы дифференциальных уравнений, описывающих ди-
намику навигационного вектора, без потери точности решения задачи навигации. Это
обусловлено как существенной нелинейностью навигационных уравнений, так и не-
обходимостью их интегрирования в реальном времени. Радикальным путем решения
этой проблемы является использование функциональных зависимостей между нави-
гационными переменными (в частности, между долготой и широтой), существующих
при движении объекта по локсодромической или ортодромической траекториям [1,
2]. При этом, если на сфере подобные зависимости известны для обеих видов траекто-
рий, то для сфероида на сегодняшний день аналитическая зависимость существует
только для локсодромической траектории [1, 2].

1. Постановка задачи. В связи с этим, рассмотрим далее построение функциональ-
ной зависимости между долготой и широтой для геодезической линии на сфероиде,
что позволит решить в самом общем случае не только проблему уменьшения размер-
ности навигационных уравнений для различных навигационных приложений, но и
ряд других задач геодезии, связанных с использованием геодезической линии [3].
Синтез данной зависимости будем рассматривать для геодезической долготы и приве-
денной широты (однозначно определяющей геодезическую широту [3]), используя
следующие обозначения переменных: А – текущий азимут геодезической линии, u –
приведенная геодезическая широта, L – геодезическая долгота, е – второй эксцентри-

ситет (  (эллипсоид Красовского)), а – большая полуось эллипса,
ds – дифференциал линии на эллипсоиде.
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2. Решение задачи на сфероиде. Для решения поставленной задачи используем из-
вестные уравнения связи навигационных переменных А, u, L, справедливые для лю-
бых кривых на сфероиде [3]:

(2.1)

(2.2)

и только для геодезической линии [3]:

(2.3)

где

Предварительно найдем зависимость текущего азимута геодезической линии А от
приведенной широты u. Используя уравнение Клеро для приведенной широты [3]

где  или ,  – приведенная широта наиболее удаленной от эквато-
ра точки геодезической линии,  – азимут геодезической линии в точке пересечения
ее с экватором, имеем соотношения

откуда также вытекают другие соотношения, необходимые для дальнейшего решения
задачи:

(2.4)

(2.5)

Данные соотношения могут быть получены и другим путем – делением уравнения
(2.3) на (2.2) с последующим интегрированием полученного дифференциального
уравнения:

где u0 – приведенная широта начальной точки геодезической линии, A0 – азимут гео-
дезической линии в начальной точке, откуда имеем

где постоянная Клеро уже приобретает новое выражение:

Здесь необходимо отметить, что данное выражение постоянной Клеро (в отличие
от приведенных выше традиционных выражений) позволяет решить задачу определе-
ния азимута A1 конечной точки с приведенной широтой u1 геодезической линии ко-
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нечной длины без традиционного знания долготы конечной точки и длины геодезиче-
ской линии (зная только параметры начальной точки A0, u0):

Для дальнейшего решения задачи разделим уравнение (2.1) на уравнение (2.2):

откуда с учетом (2.5):

(2.6)

Уравнение (2.6), определяющее точную дифференциальную функциональную за-
висимость геодезической долготы от приведенной широты для геодезической линии,
наиболее целесообразно использовать в дискретных системах ориентации и навига-
ции – тогда текущее значение долготы определяется в явном виде текущим значением
приведенной широты и значениями долготы и приведенной широты, полученными
на предыдущем (k – 1)-м шаге:

Для непрерывных систем зависимость геодезической долготы от приведенной ши-
роты является уже интегральной:

(2.7)

Графическое ее изображение, дающее представление об общем характере функции
L(u), приведено на рис. 1 (для значений исходных параметров L0 = 0.3, u0 = 0.01, A0 =
= 0.3).

Так как непосредственное вычисление интеграла (2.7) не представляется возмож-
ным, рассмотрим возможность упрощения его подынтегрального выражения:
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Рис. 1
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в силу превосходства последнего более, чем на 2–3 порядка. Тогда, интегрируя обе ча-
сти упрощенного уравнения (2.6), имеем [4]:

где через  обозначена искомая аппроксимация функции долготы L.

Так как параметр  является комплексным, то представляя его в виде

, , преобразуем логарифм в правой части полученного выражения
следующим образом [4]:
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Рис. 2
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С учетом данного преобразования окончательно определяется аппроксимация ис-
комой связи геодезической долготы с приведенной широтой:

(2.8)

На рис. 2 приведен график характерного изменения ошибки аппроксимации

в зависимости от широты u (для аналогичных значений параметров L0 = 0.3, u0 = 0.01,
A0 = 0.3).

Если в низких широтах (точнее, для небольшого изменения широты при движении
по геодезической линии) ошибка аппроксимации невелика (что позволяет использо-
вать выражение (2.8) в высокоточных навигационных алгоритмах), то в высоких ши-
ротах (точнее, для большого изменения широты при движении по геодезической ли-
нии) она может достигать сотен метров, что резко снижает класс точности навигаци-
онной системы или ограничивает интервал ее движения с использованием (2.8). Для
уменьшения погрешности аппроксимации δ функции L(u) воспользуемся одним из
широко применяемых методов регрессионного анализа – методом наименьших квад-
ратов (МНК) для полиномиальной модели. Как показал эксперимент, приемлемая
для многих современных навигационных систем метровая точность может быть до-
стигнута при использовании данного метода за счет аппроксимации погрешности

,  полиномом не выше пятого порядка. Конкретный вид полученной
для рассматриваемого примера модели, построенной по методу МНК и аппроксими-
рующей погрешность δ(u) (рис. 2), определяется следующим выражением:

В этом случае скорректированная аппроксимирующая зависимость геодезической
долготы от приведенной широты  запишется в виде
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Рис. 3
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а результирующая погрешность аппроксимации определится как

На рис. 3 представлен график полученной для рассматриваемого примера результи-
рующей погрешности аппроксимации .

На рис. 4 показана зависимость  значений указанной погрешности аппрок-
симации от широты, но уже не в радианах, а в метрах погрешности расстояния, откла-
дываемого вдоль дуг соответствующих горизонтальных сечений (параллелей) исследу-
емого сфероида Земли (эллипсоида Красовского).

Анализируя график на рис. 4, можно отметить дополнительное уменьшение вели-
чины погрешности при увеличении значений широты за счет уменьшения длин дуг
параллелей сфероида Земли при перемещении от экватора к полюсам.

= −δ*( ) ( ) *( )u L u L u

δ*( )u

*δ ( )dist u
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Также следует отметить, что в общем случае аппроксимирующее выражение (2.8)
зависит от начальных значений азимута А0 и широты u0 и, следовательно, точность ап-
проксимации также будет являться их функцией. Результаты численного моделирова-
ния показали, что для различных значений A0 и u0 зависимости  отличаются
друг от друга, хотя и совпадают по виду с рис. 2. При этом показанная выше точность
аппроксимации, требуемая во многих практически важных навигационных приложе-
ниях, оказалась здесь также достижима за счет аппроксимации погрешности полино-
мом не выше пятого порядка, что для современных бортовых вычислителей трудно-
стей не представляет.

В завершение рассмотрения данной аппроксимации следует отметить, что учиты-
вая известную связь приведенной (u) и геодезической (В) широт [3]

из (2.8) можно легко получить следующую связь геодезической долготы и геодезиче-
ской широты.

где В0 – значение широты начальной точки геодезической линии.
3. Решение задачи на сфере Земли. Полученные выше результаты интересно далее

интерпретировать для сферы и сравнить их с уже известными [1, 5].
Полагая е = 0, из выражения (2.8) (в данном случае под u уже понимается географи-

ческая широта ϕ) находим функциональную связь географической долготы λ и геогра-
фической широты ϕ на ортодромии:

которая может быть преобразована с учетом введенных ранее обозначений к виду:

(3.1)

 

Полученное из дифференциальных уравнений геодезической линии (2.1)–(2.3) со-
отношение (3.1) не совпадает с традиционной зависимостью долготы λ и широты ϕ на
ортодромии, выведенной с использованием формул сферической тригонометрии
[1, 5]:
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Рис. 5
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(3.2)

Принципиальным отличием традиционной связи от (3.1) является ее зависимость
от координат как начальной, так и конечной, точек, в то время как выражение (3.1) за-
висит от координат только начальной точки и начального азимута ортодромии (кото-
рый и определяет координаты конечной точки). Так как получить аналитический вы-
вод выражения (3.1) из (3.2) (и наоборот) представляется весьма затруднительным, то
для проверки их совпадения было выполнено численное моделирование выражений
(3.1) и (3.2) для целого ряда значений координат как начальной, так и конечной, то-
чек. Результаты численного эксперимента показали полное совпадение зависимостей
(3.1) и (3.2) – их отличие сравнимо с погрешностью вычислений. Типичный график
изменения несовпадений значений долготы , рассчитанных в соответствии с (3.1)
со значениями долготы, определенными согласно (3.2), показан на рис. 5.

4. Анализ использования полученных результатов. Одним из наиболее интересных ва-
риантов практического применения полученных результатов является возможность
аналитического решения задачи навигации на сфере при наличии измерений только
модуля скорости V объекта, движущегося по ортодромии (что позволяет минимизиро-
вать приборный состав измерительного комплекса). Действительно, так как долгота
объекта  – аналитическая функция его широты , то для решения задачи достаточно
найти только решение уравнения широты

где VN – проекция скорости объекта на плоскость меридиана, R – радиус Земли, кото-
рое на ортодромии трансформируется следующим образом. Так как для геодезической
линии на сфере cosA определяется выражением (2.4):
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то уравнение широты приобретает вид:

Данное уравнение допускает разделение

и замену переменных

сводящие задачу к решению табличного интеграла [4] и позволяющие записать ре-
зультат интегрирования в виде:

откуда окончательное решение поставленной задачи может быть представлено как

Полученное выражение совместно с (3.1) представляют собой полное аналитиче-
ское решение задачи навигации на ортодромии и могут быть эффективно использова-
ны в практических расчетах.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда-
ментальных исследований (проект № 16-07-00994 А) и государственного зада-
ния № 1.11772.2018/11.12.
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