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жестким телом конечной массы по этому торцу. Исследована картина волнового
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1. Введение. На практике часто приходится сталкиваться с проблемами расчета вол-
новых процессов в телах удлиненной формы, находящихся в контакте с окружающей
средой или другими телами. При этом, как правило, картина движения качественно
(не говоря уже о количественной стороне вопроса) зависит от вида, характера и степе-
ни взаимодействия названных объектов. К задачам подобного рода можно отнести
движение заглубленного в грунт трубопровода, исследование процесса забивки свай,
скольжение протяженных тел в каналах при воздействии ударной нагрузки, динами-
ческое контактное взаимодействие армирующих волокон и матрицы композитных
материалов и т.п. Поскольку решение таких задач в точной постановке даже в рамках
линейной теории упругости встречает значительные математические трудности, то
обычный подход к преодолению последних основывается на включении в уравнения
движения исследуемого тела реакций контактирующих с ним объектов.

Ряд интересных и важных задач в случае взаимодействия упругого стержня и жест-
кой среды при постоянной по величине силе сухого трения, действующей на контакт-
ной поверхности при наличии относительного движения, детально исследован в рабо-
тах [1–12], в том числе применительно к заглубленному в грунт трубопроводу [4, 11].
В упомянутых работах сила трения не зависела от деформации ни самого стержня, ни
окружающей его среды. В работе [13] этот пробел был устранен, и сила сухого трения в
динамическом режиме была принята пропорциональной продольной деформации
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стержня в случае его сжатия из-за наличия окружающей стержень среды типа Винкле-
ра [14]. В монографии Л.В. Никитина [15] приведен детальный обзор работ, опублико-
ванных до 1997 года, и даны точные аналитические решения задач статики и динами-
ки упругих и упругопластических тел с сухим трением, в том числе по моделированию
ударного воздействия на трубопровод, находящийся в упругой среде. Следует отме-
тить, что все краевые задачи в [15] были рассмотрены в одномерной постановке. В по-
следние годы интерес к задачам подобного типа не ослабевает: в работе [16], напри-
мер, представлены модели сейсмического режима и блоковой динамики, основанные
на фрикционных автоколебаниях в системах с нелинейным сухим трением. При
этом получено семейство моделей Барриджа и Кнопова для описания генерации
землетрясений при относительном движении бортов разлома. Развиваются двумер-
ные модели динамики стержней [17], в том числе с учетом деформации окружающей
среды [18] при наличии сухого трения на боковой поверхности. Рассматривается и
совместное движение пары контактирующих стержней [19]. Однако решение крае-
вых задач ведется в основном численными методами. Между тем наличие аналити-
ческих решений даже в простых случаях позволяет верифицировать численные алго-
ритмы и схемы.

В данной работе применительно к перечисленным выше явлениям используется
модель взаимодействия длинного тонкого упругого тела (трубчатого стержня) с окру-
жающей его упругой же средой, представляющей собой линейное винклеровское ос-
нование, предложенная в работе [13]. При этом в случае проскальзывания между те-
лом и средой, на поверхности контакта действует сила сухого трения, величина кото-
рой зависит от амплитуды проходящего по трубе импульса напряжений.

2. Постановка задачи и анализ решения. Одномерное уравнение движения тонко-
го однородного линейно-упругого трубчатого стержня, взаимодействующего по
закону сухого трения Кулона с окружающей его средой типа Винклера, имеет сле-
дующий вид [13]:

(2.1)

где x – продольная лагранжева координата,  – время,  – продольное перемеще-
ние плоских сечений стержня,  – эффективная скорость звука, ρ, E и  –
средние плотность материала трубы (с учетом ее содержимого), модуль Юнга и коэф-
фициент Пуассона,  – постоянная, имеющая размерность ускорения, q – ра-
диальная жесткость винклеровской “постели”. Отметим, что в случае проскальзыва-
ния имеем , а в случае покоя функция κ(x) находится в процессе реше-
ния и определяет ту часть предельной силы трения, которая необходима для
поддержания равновесия в каждом сечении стержня. Уравнение (2.1) моделирует ди-
намику заглубленного в грунт трубопровода в случае деформации сжатия, когда не
возникает зон потери контакта трубопровода с окружающей его средой.

Предполагается, что в начальный момент времени полубесконечный трубчатый
стержень был не напряжен, не деформирован и κ = 0:

(2.2)

Здесь рассматриваются только сжимающие нагрузки, которые не приводят к прерыва-
нию контакта стержня и среды. В этом наиболее простом случае можно строго пока-
зать, что передний фронт упругой волны как сильного, так и слабого разрывов рас-
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пространяется со скоростью звука 1. Поэтому, в квазилинейном дифференциальном
уравнении (2.1) следует положить , избавившись таким образом от не-
линейности (H(t) – единичная функция Хевисайда).

Для дальнейшего рассмотрения удобно ввести безразмерные переменные:

При этом уравнение движения (2.1) запишется в виде:

(2.3)

Здесь и всюду далее тильда над безразмерными величинами опущена.

В случае задания динамических граничных условий на конце  трубы

(2.4)

при нулевых начальных условиях (2), решение для деформации ,
построенное методом преобразований Лапласа, имеет следующий вид [13]:

(2.5)

и справедливо лишь в примыкающей к переднему фронту t = x области фазовой плос-
кости , в которой скорости сечений

(2.6)

положительны. Границей этой области (в общем случае, частью ее границы) является
ближайшая к фронту волны кривая , вдоль которой скорость  обра-
щается в ноль (здесь и далее Jn – функция Бесселя n-го порядка 1-го рода). Для каждо-
го конкретного вида нагрузки f(t), линия  – фронт остановки сечений (задний
фронт упругой волны) определяется численно с использованием метода Ньютона для
решения неявного параметрического уравнения .

3. Динамическое воздействие на торец стержня убывающей во времени нагрузкой. При
задании экспоненциально падающей концевой нагрузки

(3.1)

1 Филиппов А.Н. Одномерные упругие волны в стержне и пластинке с учетом нелинейного взаимодействия с
окружающей средой. Дисс. … канд-та физ.-мат. наук. М., 1985. 120 с.
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Рис. 1
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хорошо описывающей изменение давления на конце трубчатого стержня при детона-
ции накладного заряда ВВ, фронт остановки  находится из следующего неяв-
ного уравнения:

(3.2)

На рис. 1 представлены расчеты фронта остановки  для значений с равных 0
(точки 1, соответствующие ступенчатой нагрузке ) и 0.5 (точки 2). Пря-
мая 0 определяет передний фронт волны . Увеличение параметра c (более быст-
рое падение во времени концевой нагрузки) приводит к более раннему прохождению
фронтом остановки сечений стержня. При больших значениях t и x (t > x) имеет место
асимптотика:

(3.3)

которая для фронтов 1 и 2 показана соответственно кривыми 3 и 4, и с высокой точно-
стью приближает  при x > 2.5. Несмотря на то, что скорость заднего фронта

 упругой волны остается все время больше скорости распространения перед-
него фронта t = x, он не может догнать передний фронт и истощения волны не проис-
ходит. Как показывает анализ, после прохождения фронта остановки  в
стержне устанавливается состояние статического равновесия между силами упругости
и трения, определяемое уравнением

(3.4)
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Рис. 2
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где обозначено , а  определяет долю от предельной (максималь-
ной силы) трения покоя. Приведенные остаточные распределения деформаций

 и функция κ(x) в случае c = 0 и c = 0.5 показаны на рис. 2 (кривые 1, 3 и 2, 4,
соответственно). Гиперболический характер сближения переднего t = x и заднего

 фронтов (см. формулу (3.3)) выявляет существенное отличие используемой
здесь модели от развитой ранее в работах [1–12], где для рассматриваемого типа на-
грузки (3.1) передний и задний фронты волны истощаются на конечном расстоянии
от торца стержня. Падение остаточных напряжений по длине стержня происходит
экспоненциально, а сила трения покоя по мере удаления от торца стремится к поло-
вине своего предельного значения и убывает более медленно. Заметим также, что пер-
вым останавливается концевое сечение стержня, а дальше фронт установки с ускоре-
нием распространяется вглубь.

4. Удар жестким телом по торцу стержня. Изменим граничное условие задачи. Пусть
в полубесконечный трубчатый стержень попадает летящее со скоростью  аб-
солютно жесткое тело массы m. Краевое условие запишется при этом в виде:

(4.1)

где введены безразмерные параметры  и  (F – площадь
поперечного сечения стержня). Решение задачи (2.1), (4.1) при нулевых начальных
условиях (2.2) строится операционным методом и для деформации и скорости имеет
следующий вид (при ):
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(4.2)

где . Следует отметить, что в случае , ω является чисто мнимым

числом, но формальная подстановка  с последующими алгебраическими
преобразованиями приводит (4.2) к виду, не содержащему комплексных величин:

(4.3)

Формулы для “переходного” случая s = 2 могут быть получены из формул (4.2) или
(4.3) с помощью аккуратного предельного перехода:

В частном случае s = 1 выражения для деформации и скорости (4.3) существенно
упрощаются:
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Рис. 3
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Из формулы для деформации следует, что фронт смены ее знака представляет со-

бой гиперболу , где  – первый нуль функции Бесселя J0. Одна-
ко, прежде чем успеет пройти этот фронт, пройдет фронт остановки сечений стержня

 (он располагается между кривыми 1 и 2 на рис. 3), так что деформации оста-
нутся сжимающими.

Анализ показывает, что при  в стержне существует лишь одна область движе-
ния, задний фронт  которой для различных значений s изображен на рис. 3
(кривая 0 – передний фронт t = x упругой волны, кривые 1, 2, 3 – задние фронты для
значений s = 3.5; 0.3 и 0.08, соответственно). Остаточные распределения приведенных
деформаций  по области застоя и графики функций , определяемые
из уравнения (10), при тех же s представлены на рис. 4 (кривые 1, 2, 3 – для  и
4, 5, 6 – для κ). Значение  определяется как наименьший параметр, при котором
уравнение  имеет хотя бы одно решение: оценка дает .
Отметим, что асимптотическое разложение функции  при больших значе-
ниях x имеет вид:

Приведенная выше формула при  для  с точностью не хуже 2% описыва-
ет истинную кривую.

Интересно заметить, что при условии  ( ) первым останавлива-
ется не концевое, а некоторое сечение внутри стержня с последующим распростране-
нием области застоя в обе стороны (см., например, кривую 3 на рис. 3); при этом рас-
пределение сил трения по длине стержня является немонотонным (кривая 6 на рис. 4).
В случае же  в стержне возникнут зоны вторичного движения, решение зада-
чи в которых должно строиться отдельно. Поясним эту ситуацию на примере случая,
когда s = 0, что соответствует удару по трубчатому стержню бесконечной массой (удар
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Рис. 4
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стержня о неподвижную жесткую преграду). Тогда выражения для деформации и ско-
рости значительно упрощаются:
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Примерная картина волнового движения для этого случая показана на рис. 5. Пер-
вым здесь останавливается сечение , где касательная к фронту остановки

 горизонтальна (пунктирная прямая 3). Далее фронт остановки (кривая 1)
распространяется в обе стороны, достигая в сечении  в момент времени

 максимальной скорости упругой волны и асимптотически приближаясь к пе-
реднему фронту (прямая 0). При этом решение (4.5) остается справедливым ниже ха-
рактеристики  (прямая 2) и фронта остановки  (кри-
вая 1). На рис. 5 для наглядности показана вся кривая, на которой скорость (4.5) фор-
мально обращается в ноль. При этом верхняя часть этой кривой ( ) должна
быть отброшена, как не имеющая физического смысла. В области выше характери-
стики  и фронта остановки  решение должно строиться с уче-
том возникновения вторичной упругой волны, бегущей с переменной скоростью по
предварительно поджатому стержню. Фронт вторичной волны заранее неизвестен и
должен определяться из решения задачи. Этому будет посвящена следующая статья.

5. Заключение. Представлено точное аналитическое решение краевой задачи о рас-
пространении упругой волны в трубчатом полубесконечном стержне, взаимодейству-
ющем с окружающей средой по закону сухого трения, при действии на его торце экс-
поненциально убывающей во времени динамической нагрузки, а также в случае удара
жестким телом конечной массы по этому торцу. Подробно исследована картина вол-
нового движения в зависимости от параметров нагружения. Определены передний и
задний фронты упругой волны, найдено распределение остаточных деформаций по-
сле прохождения фронта остановки сечений. Полученные результаты могут быть ис-
пользованы при расчете деформации нефте- и газопроводов в случае ударных нагру-
жений.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаменталь-
ных исследований (проект № 16-01-00138).
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