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Рассматривается прямоугольная пластина закрепленная на двух противоположных
краях шарнирно. Показано, что одно из закреплений пластины на двух других краях
определяется с точностью до перестановки закреплений на этих краях однозначно
по пяти собственным частотам. Показано также, что четырех собственных частот
для такого восстановления не достаточно. Приведен соответствующий контрпри-
мер. Ранее было показано, что общие краевые условия на двух краях прямоугольной
пластины могут быть однозначно определены по 9 собственным частотам. Метод,
использованный ранее, основывался на восстановлении матрицы с точностью до
линейных преобразований строк. Такая матрица восстанавливается с точностью до
линейных преобразований строк по вектору, определяемому с точностью до посто-
янного множителя и составленному из 10 миноров четвертого порядка такой матри-
цы. Метод, применяемый в настоящей работе, основан на восстановлении упругих
канонических краевых условий, для которых допускается, что коэффициенты жест-
кости упругих закреплений могут быть равны нулю или бесконечности.
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1. Введение. Первые систематические исследования по идентификации краевых
условий начались в 90-х годах 20 века в работах З.Б. Оганисяна (см., например, [1–3]).
З.Б. Оганесяном исследовались несколько задач идентификации условий закрепле-
ния распределенных механических систем: задача идентификации краевых условий
круговой пластины [1], задача идентификации краевых условий прямоугольной пла-
стины [2], задача идентификации краевых условий на обоих концах стержня [3]. В ра-
ботах [4–6] изучались аналогичные задачи. В них восстанавливались канонические
краевые условия. В [7, 8] изучалась идентификация краевых условий, в которых неиз-
вестны все их коэффиценты. Подобные задачи впервые начали изучаться в этих рабо-
тах и сводятся к идентификации (с точностью до линейных преобразований строк)
матрицы из коэффициентов краевых условий по ее минорам. Настоящая работа по-
священа идентификации общих видов закреплений прямоугольной пластины на двух
противоположных сторонах. Ранее было показано, что 8 неизвестных коэффициентов
упругих закреплений для одного из видов канонических краевых условий восстанав-



60 АХТЯМОВ, ПАРДАЕВ
ливаются с точностью до перестановки закреплений на противоположных концах од-
нозначно по девяти собственным частотам. В работе [8] было показано, что различные
виды и параметры общих закреплений могут быть восстановлены по девяти собствен-
ным частотам. В частности, в работе было показано, что краевые условия

восстанавливаются по двум собственным частотам.
В настоящей работе рассматривается прямоугольная пластина закрепленная на

двух противоположных краях шарнирно. Показано, что общий вид и параметры за-
креплений пластины на двух других краях восстанавливаются, с точностью до пере-
становки закреплений на этих краях, однозначно по пяти собственным частотам.

2. Постановка задачи. Если толщина  однородной пластины постоянна (цилин-
дрическая жесткость D = const), то уравнение свободных колебаний прямоугольной
пластины имеет следующий вид (см., например, [9] или [10]):

Подстановка  приводит к уравнению

Если на двух противоположных сторонах пластины реализуются условия свободно-
го опирания
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Фундаментальную систему решений уравнения (2.1) при m = 1 образуют следующие
функции

Ранее в работе [5] было показано, что различные случаи закрепления прямоуголь-
ной пластины (упругие и неупругие) на двух противоположных краях прямоугольной
пластины можно однозначно восстановить по девяти собственным значениям. Суть
метода состояла в восстановлении матрицы

с точностью до линейных преобразований строк. Такая матрица восстанавливается с
точностью до линейных преобразований строк по вектору, определяемому с точно-
стью до постоянного множителя и составленному из 10 миноров четвертого порядка
матрицы C. Поэтому в этом методе для восстановления матрицы требовалось 9 соб-
ственных частот.

В настоящей статье предлагается другой метод, основанный на представлении кра-
евых условий в следующем каноническом виде:

(2.2)

При этом предполагается, что cj ( ) могут обращаться в нуль или беско-
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эта система уравнений не может быть решена в радикалах (аналитически). Однако она
может быть решена численно на конкретных примерах.

Перед демонстрацией примеров покажем, что четырех собственных частот не до-
статочно для однозначного восстановления закреплений на двух противоположных
краях прямоугольной пластины.

Контрпример. Пусть собственными значениями задачи (1)–(2) с , m = 1, a = 1 и

 являются следующие значения , , ,  =
183458. Решив систему уравнений , , получим 24 решения, большин-
ство из которых содержит комплексные и отрицательные числа. Однако есть среди
них и решения с положительными числами:

(3.1)
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задачи.

Как показывают численные исследования, пяти собственных частот уже достаточ-
но для восстановления вида и параметров закрепления на двух противоположных кра-
ях прямоугольной пластины.

Пример 1. Пусть собственными значениями задачи (1)–(2) с , m = 1, a = 1 и

 являются следующие значения , , ,  =
= 183458, . Решив систему уравнений , , получим еще
24 решения, большинство из которых содержит комплексные и отрицательные числа.
Однако есть среди них и решения с положительными числами. Их всего два:

(3.2)

Пересечением решений (3.1) и (3.2) является единственное решение (3.2). Оно и яв-
ляется решением, отвечающим физическому смыслу задачи. Упругие закрепления с
коэффициентами жесткстей 1, 2, 3, 4 восстанавливаются с точностью до перестановок
закреплений на противоположных краях.

Пример 2. Пусть собственными значениями задачи (1)–(2) с , m = 1, a = 1 и

 являются следующие значения , , ,
= 89756, . Решив систему уравнений , , получим еще

24 решения, большинство из которых содержит комплексные и небольшие отрица-
тельные числа. Однако есть среди них и такое:

1ν =
3

π=b 11γ = 47.930 12γ = 901.12 13γ = 44329 14γ
1Δ(γ )j = 1,2,3,4j

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

{ = 7.3091, = 1.9908, = 0.22964, = 4.0100}
{ = 0.22965, = 4.0100, = 3.4819, = 1.9911}
{ = 3.0000, = 4.0000, = 1.0000, = 2.0000}
{ = 1.0000, = 2.0000, = 3.0000, = 4.0000}

c c c c
c c c c
c c c c
c c c c

1ν =
3

= πb 11γ = 47.930 12γ = 901.12 13γ = 44329 14γ
15γ = 95860 Δ(λ )j = 2,3,4,5j

1 2 3 4

1 2 3 4

{ = 1.0000, = 2.0000, = 3.0000, = 4.0000}
{ = 3.0000, = 4.0000, = 1.0000, = 2.0000}
c c c c
c c c c

1ν =
3

= πb × 6
11γ = 18.873 10 12γ = 538.44 13γ = 14874

14γ 15γ = 174744 Δ(λ )j = 1,2,3,4j

− −

− −

− × − ×

− × ×

− × − ×

− × − ×

23 23
1 2

25 23
3 4

25 23
1 2

23 23
3 4

{ = 7.6028 10 , = 6.8337 10

= 4.2899 10 , = 2.9238 10 }

{ = 5.5150 10 , = 3.7874 10

= 5.8543 10 , = 5.2671 10 }

c c

c c

c c

c c



63ОБ ИДЕНТИФИКАЦИИ ОБЩИХ ЗАКРЕПЛЕНИЙ
Решив систему уравнений , , получим еще 24 решения, большин-
ство из которых содержит комплексные и небольшие отрицательные числа. Однако
есть среди них и такие:

Вычисления проводились с точностью до 30 значащих цифр. Поэтому с большой
степенью точности можно считать, что пересечением этих решений являются следую-
щие решения: , , ,  и , , , . Сле-
довательно, реализуется закрепление (заделка)–(свободный край) и (свободный
край)–(заделка).

4. Заключение. Таким образом, численные исследования, проведенные в статье, по-
казывают, что виды и параметры закреплений на двух противоположных краях пря-
моугольной пластины определяются однозначно по пяти собственным частотам. По-
казано также, что четырех собственных частот для однозначной идентификации за-
креплений на двух противоположных краях прямоугольной пластины не достаточно.
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бюджета по госзаданию на 2019-2022 годы (№ 0246-2019-0088) и при поддержке гран-
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