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В статье рассматриваются две задачи, из которых, одна связана с инженерным на-
правлением, посвященным исследованию ресурсов подшипников с покрытиями,
получивших некоторый дефект. Вторая относится к механике природных явлений и
связана с явлением субдукции. Субдукция это процесс продвижения океанических
литосферных плит под континентальные в прибрежной зоне.
Именно явления субдукции приводят к землетрясениям, порождающим цунами.
Подсчитано, что протяженность прибрежных зон, где происходит субдукционный
процесс, составляет 45 тысяч километров. Зоны субдукции – это зоны интенсивных
прибрежных морских и океанических землетрясений, которые характерны наличи-
ем разломов у литосферных плит. Авторам удалось заметить, что обе это проблемы
математически описываются одними и теми же граничными задачами. Для их ис-
следования и решения применяется метод блочного элемента, позволяющий точно
решать эти задачи. Исследование показало, что в зонах дефектов и разломов возни-
кают высокие концентрации напряжений, приводящие к разрушениям покрытий.
Исследованы последствия таких разрушений.
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Введение. Исследованию подшипниковых пар и возможных в них дефектов посвя-
щено большое число фундаментальных работ. Некоторые из них приведены в работах
[1–7]. В работе [8] изложен один из подходов исследования подшипников с дефекта-
ми, основанный на применении метода блочного элемента. В настоящей статье, ис-
следуется усложненный вариант задачи [8] для подшипниковой пары. Этой же гра-
ничной задачей удается изучить проблему субдукционного процесса, принадлежаще-
го направлению механики природных процессов и связанного с сейсмологией [9–17].
В инженерном направлении изучается подшипниковая пара с покрытием, которое
приобрело дефект, состоящий в отслоении покрытия от основания. В результате на
границе отслоения образовалась трещина, перпендикулярная границе покрытия.
Контакт между покрытием и основанием подшипника по разные стороны от трещи-
ны – различный: с одной стороны он свободен от трения, а с другой – жестко связан с
основанием. Встает вопрос о последствиях поведения такого подшипника. Подобная
задача встает в механике природных процессов, связанная с явлением субдукции. Это
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явление, протекающее в прибрежных зонах океанов, состоит в продвижении океани-
ческих плит, под континентальные. Оно было открыто и описано исследователем Бе-
ньофом, а прибрежная область была названа сейсмофокальной зоной Беньофа, цен-
тром сосредоточения морских землетрясений. Литосферная плита изгибается, попав
под континент, и приобретает разломы. С одной стороны от разлома часть плиты, по-
павшая под континент, оплавляется снизу высокой температурой и теряет контакт-
ные напряжения трения. По другую сторону от разлома плита остается жестко соеди-
ненной с основанием. Для обоих случаев ставится одна граничная задача, причем в
качестве покрытия в подшипнике и литосферных плит принимаются, с учетом мас-
штабов, пластины Кирхгофа. Применяется метод блочного элемента. В результате ис-
следования и решения граничной задачи для разных размеров относительных рассто-
яний между берегами дефектов найдены концентрации контактных напряжений и
описаны последствия разрушений.

1. Постановка задачи. Считаем, что подшипник имитируется как полупрострнство,
на котором имеется покрытие с дефектом, часть из которого отслоилась, и имеется
трещина, перпендикулярная границе покрытия. В этой постановке охватывается и
субдукционный процесс. Полагаем, что покрытия представляют собой полубесконеч-
ные пластины Кирхгофа в форме полуплоскостей, границы которых параллельны и
находятся на дистанции , , друг от друга, причем каждая обладает индивиду-
альными механическими свойствами. Примем оси координат  лежащими в плос-
кости пластин, а ось  направленной по внешней нормали к подложке. Рассмотрим
случай статических воздействий на поверхность пластин, из которых левая контакти-
рует с основанием без трения, а правая – с пренебрежимо малым вертикальным воз-
действием по сравнению с касательными контактными напряжениями. Тогда уравне-
ния граничных задач для пластин представимы в виде

(1.1)

Здесь каждая пластина рассматривается как многообразие с краем, где ub = {u1b,
 – вектор перемещения точек пластин по горизонтальным ,  и верти-

кальным  направлениям срединной плоскости, а  для левой плиты и b = r –
для правой. Введем обозначения

(1.2)

(1.3)

С учетом характера взаимодействия покрытий с основанием, в формулах (1.1)–(1.3)
принято при 

2θ ≥θ 0
1 2x 0x

3x

( )R u s− = = λb 1 2 b b 1 2¶ x ,¶ x (x , x ) 0, b , r

2b 3bu ,u } 1bu 2bu
3bu =b λ

−
= −

5b 1b 1 2

b 1 2 5b 2b 1 2 nb 1 2 nb nb

53b 3b 1 2

ε s (x ,x ) 0 0
s (x ,x ) 0 ε s (x ,x ) 0 , s (x ,x )=(t +g )

0 0 ε s (x ,x )

( ) =
   ∂ ∂ ∂+   
∂ ∂ ∂ ∂   

   ∂ ∂ ∂= + ε   
∂ ∂ ∂ ∂   

 ∂ ∂ ∂ ∂+ + 
∂ ∂ ∂ ∂ 

b 1 2 b
2 2 2

1b 1b 2b 2b2 2
1 2 1 2

2 2 2

2b 1b 1 2b2 2
1 2 2 1

4 2 2 4

3b4 2 2 4
1 1 2 2

R ¶x ,¶x u

ε u ε u 0
x x x x

ε u u 0
x x x x

0 0 2 u
x x x x

b

=b λ

= = =nb 1 2 nbs (x ,x ) 0, u 0, n 1,2



14 БАБЕШКО и др.
Для случая  обязано выполняться условие

Обозначим ,  – двумерный и одномерный операторы пре-
образования Фурье соответственно. Введем обозначения

Преобразование Фурье дифференциальной части системы уравнений (1.1) прини-
мает вид

Здесь для  нормальные напряжения  действует на покрытие сверху и  –
снизу. Аналогично b = r напряжения ,  и ,  действуют в касательной плоско-
сти в области контакта с основанием, причем  и  в направлении касательной к
торцу литосферной плиты, а  и  – в направлении нормали.

Справедливы соотношения

Выше приняты следующие обозначения:  – модуль сдвига,  – коэффициент Пуас-
сона,  – модуль Юнга,  – толщина, ,  – векторы контактных напряжений и
внешних горизонтальных, , , ,  и вертикальных, ,  воздействий соот-
ветственно, действующих по касательной к границе основания и по нормали к ней в
областях . Выражения для нормальной  и касательной  составляющих на-
пряжений к срединной плоскости на торцах пластин даются соответственно соотно-
шениями
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Для деформируемого основания, описываемого граничной задачей, применимы
различные модели, даваемые соотношениями

 – вектор касательных и нормальных напряжений под покрытиями на границе осно-
вания. Некоторые типы матриц-функций K(α1, α2) оснований, называемые символом
системы интегральных уравнений, приведены в [18]. Например, для упругого слоя в
статическом случае она имеет вид

Матрица (2.3) граничной задачи является блочно-диагональной, состоящей из рас-
положенной на диагонали матрицы второго порядка, представляющей матричный
оператор или векторный оператор, и отдельного на диагонали скалярного оператора.
Поскольку операторы независимы, это существенно облегчает исследование гранич-
ной задачи на этапе внешнего анализа, позволяя воспользоваться результатами, вы-
полненными в работах [19, 20].

2. Внешний анализ граничной задачи. Граничные задачи для каждого блока блочной
структуры погружаются в топологическое пространство, индуцированное трехмер-
ным евклидовым пространством, после чего применением формулы Стокса в тополо-
гическом пространстве, сводятся к функциональным уравнениям. Приведем пред-
ставления функциональных уравнений, отвечающих перечисленным операторам гра-
ничной задачи. Функциональные уравнения скалярного оператора для левой плиты,

, имеют вид [19, 20]
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Здесь  – участвующие в представлении внешние формы, имеющие для левой
плиты выражение

Функциональные уравнения граничной задачи для векторного случая, представ-
ленные для правой плиты, b = r являются матричными и имеют вид

Здесь  – вектор внешних форм, имеющих представление

Совершив над этими функциональными уравнениями операции внешнего анализа
[19, 20], включающие факторизацию коэффициента функционального уравнения –
матрицы-функции и просто функции, вычисление форм-вычетов Лере, построение
псевдодифференциальных уравнений, извлечение из них необходимых, поставленны-
ми граничными задачами, интегральных уравнений и решение последних. Найденные
таким образом решения вносятся во внешние формы функциональных уравнений
каждого покрытия, после чего сопрягаются с основанием, формируя новое топологи-
ческое пространство, называемое фактор-топологическим.

3. Основные результаты. В процессе выполнения этой, достаточно детально описан-
ной в указанных работах части исследования, вводятся сокращенные обозначения
применяемых ниже параметров напряженно-деформируемого состояния блочной
структуры. Именно, введена следующая система обозначений для скалярного опера-
тора левой плиты

ω3b

   ∂ ∂ ∂ ∂= − − − α + + − 
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

   ∂ ∂ ∂ ∂− − − +   
∂ ∂ ∂ ∂   

3 2 3
i 2 33λ 3λ 3λ 3λ

3λ 2 2 2 3λ3 2 2
2 2 2 1 2

2 3 2
2 33λ 3λ 3λ 3λ

2 1 1 1 1 3λ 22 3 2
1 1 1 1

u u u uω e iα iα u 2
x x x x x

u u u u2iα dx iα α iα u dx
x x x x

α,x

+

{ }

{ }
{ }

− − − + =

= = − +
=


b

12b 1b 2b 12b 12b 12b 1b 2b 12b 1b 2b
¶Ω

12b 1b 2b 12b 1b 2b 5b 2 1b 2b

12b 1b 2b 1b 2b

( iα , iα ) = (α ,α ), U ,U

ω ,ω , (α ,α ) ε (α ,α )( )
(α ,α ) S ,S

b b

R U ω S U

ω S F g t
S

− − = −
2 2
1b 1b 2b 2b 1b 2b

12b 1b 2b 2 2
2b 1b 2b 2b 1b 1b

(α +ε α ) ε α α
( iα , iα )

ε α α (α +ε α )
R

bω

 

 

     ∂ ∂ ∂= − + − + − −    
∂ ∂ ∂     

     ∂ ∂ ∂= − + − + −    
∂ ∂ ∂     

i 1r 2r 1r
1r 1r 2r 1r 2 1r 1 1 1r 2r 2 2r 2

2 1 1

i 1r 2r 2r
2r 2r 2 2r 1 1r 1r 1 2r 2r 2 1r 2

1 2 1

u u uω e ε ε iε α u dx iα u iε α u dx
x x x
u u uω e ε iα u dx ε iε α u -iε α u dx
x x x

α,x

α,x

{ } { }

− −

= =
= =

= =

λ0 1λ0 2λ0 λ0 1λ0 2λ0

1 1 1 2 1 2
1 1

1λ0 λ λ 2λ0 λ λ

y ,y , z ,z
g (α )g, g (α ,α )g

y D M , y D Q
2

1 1

Y Z
F F F F

F F

∂= =
∂

3λ
1λ0 2λ0 3λ

2

uz , z u
x

1 1F F

{ }= = + =
=

λ0 1λ0 2λ0 1λ0 53λ 2 1 2- 3λ 3λ 53λ 3λ 1 2-

2λ0 53λ 3λ 1 2-

k ,k , k ε (α ,α )(t g ) ε S (α ,α )
k ε S' (α ,α )

K F



17О РЕСУРСАХ ПОДШИПНИКОВ
Аналогично для векторного случая правой плиты

Чтобы осуществить сопряжение покрытий с трехмерным основанием, имеющим на
границе трехмерные векторы перемещений и напряжений, необходимо в такой же
форме представить параметры напряженно-деформированного состояния покрытий.
Для этого введем в рассмотрение объединенный вектор внешних форм и параметра
внешних нагрузок

где для

Тогда решения в каждом покрытии можно представить в виде

(3.1)

Сопрягая все три компоненты перемещений обоих полубесконечных покрытий, как
нормальные, так и касательные, с перемещениями верхней границы основания, полу-
чаем соотношения вида

(3.2)
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жуток, являющиеся носителями соответствующих покрытий и описывающего проме-
жуток . Внося соотношения (3.1) в левые части (3.2) и применив преобразова-
ния Фурье, получим соотношения вида
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18 БАБЕШКО и др.
с этим можем обозначить вектор-функции, регулярные по параметру  в нижней,
знак минус, и в верхней, знак плюс, полуплоскостях, положив

Внося эти обозначения в предыдущее соотношение, приходим к матричному обоб-
щенному функциональному уравнению Винера–Хопфа,

которое, наряду с наличием неизвестных , содержит в качестве неизвестных
также и их функционалы вида , нуждающиеся в последующем определении
из некоторой системы алгебраических уравнений [19, 20]. В этих же работах изложены
способы определения функционалов, входящих во внешние формы. Для исследова-
ния особенностей решения функционального уравнения был использован факториза-
ционный подход, изложенный в [18]. Исследование свойств решений этого матрично-
го функционального уравнения привело наряду с изложенным в [19, 20] результатам,
также к новым, не встречавшимся ранее. При , то есть, когда торцы плит удалены
на расстояние , контактные напряжения на краях пластин имеют представление
[19, 20] вида

(3.3)

При , то есть, когда торцы плит полностью сблизились, контактные напряже-
ния имеют вид

(3.4)

В обоих случаях вектор-функции ,  непрерывны по обоим пара-
метрам.

Анализ полученного решения показывает, что возникает более сложная подвижка в
зоне дефекта, охватывающая рассмотренные в [19, 20] случаи.

В результате вычисления перемещений в зоне дефекта или поверхности Земли, вы-
званных сингулярными составляющими контактных напряжений, получается карти-
на, в которой левая плита испытывает вертикальное перемещение, а правая – гори-
зонтальный сдвиг в одном из направлений, вызываемых внешними воздействиями,
породив разрушение зоны дефекта, что приводит из состояния (3.4) в состояние (3.3).
Последнее, как известно из теории контактных задач [18], приводит лишь к точечному
излому в точках  поверхности основания подшипника, на котором находится
покрытие или основание, на котором расположены литосферные плиты.

4. Выводы. Таким образом, в случае принятых разнотипных контактов покрытия с
деформируемым основанием, имеет место дальнейшее разрушение зоны контакта
сингулярными концентрациями напряжений. Разрушение приводит к уничтожению
части покрытия в окрестности дефекта и обнажению основания, на котором оно на-
ходится. В случае подшипников это означает износ оголенной части основания.
В случае зоны Беньофа оно провоцирует прибрежные землетрясения, различной
бальности, и дает свободу отделившейся левой части литосферной плиты более сво-
бодно уйти под континентальную, и расплавиться, попав уже в следующий тектониче-
ский процесс, называемый спредингом.
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