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Рассмотрена пространственная нестационарная контактная задача с подвижными
границами области взаимодействия для тонкой упругой цилиндрической оболочки
и абсолютно твердого ударника, ограниченного гладкой выпуклой поверхностью.
Приведена замкнутая математическая постановка и построена система разрешаю-
щих уравнений. В основе последней лежит пространственно-временное интеграль-
ное уравнение, вытекающее из принципа суперпозиции и условий контакта. Ядром
этого уравнения является функция влияния для цилиндрической оболочки. До за-
мкнутой системы разрешающих уравнений оно дополняется кинематическим соот-
ношением для определения подвижной границы области контакта и уравнением
движения ударника как абсолютно твердого тела. Построен и реализован алгоритм
решения пространственной нестационарной контактной задачи для бесконечно
длинной цилиндрической оболочки и абсолютно твердого ударника в случае нор-
мального удара по боковой поверхности оболочки. Приведены примеры расчетов.
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Введение. В настоящее время, нестационарные контактные задачи механики де-
формируемого твердого тела приобретают все большую актуальность как в теоретиче-
ском, так и прикладном отношении. Это связано с возрастающими требованиями к
точности расчетов на прочность и несущую способность основных элементов инже-
нерных конструкций, работающих под воздействием нестационарных нагрузок. Ис-
следование волновых процессов в тонких оболочках является актуальным для совре-
менной космической и авиационной техники, судостроения, строительства инженер-
ных сооружений и т.д. В этой связи контактные задачи для оболочек являются одним
из наиболее бурно развивающихся научных направлений. Среди них одними из наи-
менее исследованных являются пространственные нестационарные контактные зада-
чи. Имеется ограниченный круг работ, посвященных решению плоских и осесиммет-
ричных нестационарных контактных задач для оболочек [1–7]. Присутствуют работы,
посвященные численным методам решения пространственных нестационарных задач
для оболочек [8–14]. Работы, направленные на аналитическое или численно-аналити-
ческое решение пространственных нестационарных контактных задач, практически
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Рис. 1
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отсутствуют. В данной статье разработан метод и реализован алгоритм решения про-
странственной нестационарной контактной задачи с подвижными границами для ци-
линдрической оболочки типа Тимошенко и абсолютно твердого ударника.

1. Постановка задачи. В начальный момент времени абсолютно твердый ударник,
двигаясь с заданной начальной скоростью V0, входит в контакт с боковой поверхно-
стью бесконечно длиной тонкой упругой круговой цилиндрической оболочки. Удар-
ник ограничен гладкой выпуклой поверхностью, вектор его начальной скорости на-
правлен по нормали к боковой поверхности оболочки (рис. 1).

Для описания движения оболочки используются уравнения движения модели
С.П. Тимошенко в перемещениях, записанные в главных ортогональных координа-
тах, связанных с направлениями главных кривизн срединной поверхности [15]:

(1.1)

,  – тангенциальные перемещения оболочки в направлении координатных линий α
(угловая координата) и z (продольная координата) соответственно,  – нормальное
перемещение оболочки ,  – углы поворота нормального к срединной поверхности
до деформации волокна за счет сдвиговых деформаций,  – нормальное давление,  –

безразмерное время,  – матрица-оператор, элементы которой имеют вид (  –
поправочный коэффициент сдвига модели С.П. Тимошенко):
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Здесь и далее все функции, переменные и параметры приведены к безразмерной фор-
ме с использованием системы безразмерных величин (штрихом обозначены размер-
ные параметры):

где  – плотность материала оболочки,   – параметры Ламе материала оболочки,
и  – радиус и толщина оболочки,  – перемещение центра масс ударника,  и  –

скорости волн растяжения-сжатия и сдвига в материале оболочки,  – начальная
скорость ударника,  – масса ударника,  и  – размерное и безразмерное время.

Уравнение движения ударника как абсолютно твердого тела имеет следующий вид:

(1.2)

где  – результирующая контактного давления ,  – область контакта, граница
которой зависит от времени.

Полагаем, что контакт между оболочкой и ударником происходит в условиях сво-
бодного проскальзывания.

Пусть  и  – поверхности, ограничивающие оболочку и ударник в момент вре-
мени , в инерциальной декартовой прямоугольной системе координат, ось 
которой совпадает с осью оболочки, задаются уравнениями

где  – проекции поверхностей  и  на плоскость .
Тогда истинная область контакта  определяется следующими условиями:

(1.3)

где  – зазор между граничными поверхностями  и .
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Рис. 2
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Из (1.3) следуют уравнения, неявно определяющие границу области контакта :

В линеаризованной постановке задачи истинная область контакта  заменяется
фиктивной областью , принадлежащей плоскости, являющейся общей касатель-
ной к поверхностям  и  в начальный момент времени контактного взаимодей-
ствия (рис. 2).

Положим, что положение поверхности, ограничивающей ударник, в текущий мо-
мент времени  задается явным уравнением в системе координат :

(1.4)

Граница  области  определяются из условия пересечения поверхности
ограничивающей ударник, с плоскостью :

(1.5)

С учетом (1.4) условия контакта ударника и оболочки имеют вид

(1.6)

В начальный момент времени оболочка находится в недеформированном состоя-
нии, что соответствует нулевым начальным условиям

(1.7)

Здесь и далее точка над величиной означает ее производную по времени τ.
Уравнения и соотношения (1.1), (1.2), (1.4)–(1.7) составляют замкнутую математи-

ческую постановку нестационарной контактной задачи с подвижными границами для
цилиндрической оболочки и абсолютно твердого ударника.

2. Система разрешающих уравнений. Для сведения постановки контактной задачи к
разрешающим уравнениям используется функция влияния  для бесконечно
длинной круговой цилиндрической оболочки типа Тимошенко. Она представляет со-
бой нормальные перемещения оболочки как решения следующей задачи:

где , ,  – дельта-функции Дирака.
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Функция влияния  найдена и исследована в работе [17].

Основываясь на принципе суперпозиции [16–18], нормальные перемещения связа-
ны с контактным давлением посредством интегрального оператора свертки

(2.1)

Заменим область контакта  фиктивной областью Ω(τ). С учетом малости раз-
мера пятна контакта  полагаем

(2.2)

Из условия контакта (1.4) с учетом выражения (2.2) и интегрального соотноше-
ния (2.1), вытекает основное разрешающее интегральное уравнение относительно ис-
комого контактного давления :

(2.3)

В уравнении (2.3) кроме контактного давления неизвестными являются также об-
ласть контакта Ω(τ) и перемещение центра масс ударника .

Для получения замкнутой системы к (2.3) добавим соотношение (1.5), определяю-
щее положение границы области контакта  и уравнение движения ударника (1.2),
записанное в интегральной форме

(2.4)

Уравнения (2.3), (2.4) и (1.5) составляют замкнутую систему разрешающих уравне-
ний пространственной нестационарной контактной задачи для цилиндрической обо-
лочки и абсолютно твердого ударника.

3. Численно-аналитический алгоритм решения. Для решения системы разрешающих
уравнений используем численно-аналитический алгоритм, основанный на методе ме-
ханических квадратур.

Временной интервал  разделим на M равномерных шагов :

(3.1)

Интегралы по времени в уравнениях (2.3) и (2.4) заменим суммой интегралов по
интервалам  и положим, что в пределах каждого временного интервала кон-
тактное давление остается постоянным:
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Рис. 3
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Область контакта  приближенно заменим объединением прямоугольных
подобластей  (рис. 3):

(3.3)

где ,  – целые части чисел  и .

Из соображений, касающихся устойчивости численной схемы, шаг Δ по простран-
ственным переменным выбирается из условия  [19]. В частности, можно поло-
жить . Границы , , ,  изменения дискретных значений простран-
ственных переменных  и  являются решениями уравнений

(3.4)

С применением аппроксимации (3.3), получим численные аналоги уравнений (3.2).
Для этого положим, что в пределах элементарного квадрата  контактное давление
остается постоянным:
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Тогда из (3.1)–(3.5) следует

(3.6)

Уравнения (3.6) составляют численный аналог системы разрешающих уравнений
пространственной нестационарной контактной задачи для абсолютно твердого удар-
ника и тонкой упругой круговой цилиндрической оболочки типа Тимошенко.

Построения решений системы (3.6) проводится пошагово по времени. Отметим,
что система уравнений (3.6) является нелинейной, так как третье и четвертое уравне-
ния содержат искомые значения контактного давления  на M-ном шаге по време-
ни. Для линеаризации системы уравнений (3.6) предлагается использовать итераци-
онную процедуру. На нулевой итерации второе уравнение системы (3.6) заменяется
следующим аналогом

Это позволяет определить перемещение  без учета поля давления на шаге с но-
мером M. Затем из третьего и четвертого уравнения определяются границы области
интегрирования, а затем верхние значения I и Ji сумм в первом уравнении. После это-
го из первого уравнения вытекает система  линейных алгебраических уравнений,

где , относительно  искомых значений контактного давления на M-ном

шаге по времени. После их определения перемещение ударника  уточняется с ис-
пользованием второго уравнения системы (3.6). Затем уточняются границы области
интегрирования, а также пределы верхних значений сумм I и . После этого происхо-
дит пересчет поля значений контактного давления как решений первого уравнения в
системе (3.6), эквивалентного системе  линейных алгебраических уравнений.

Таким образом, алгоритм решения системы (3.6) включает следующие операции.
1. На первом шаге определяется поле дискретных значений контактного давления
 на элементарных квадратах .
2. На втором и последующих шагах по времени первое уравнение системы (3.6) за-

писывается в виде

(3.7)

где  – известная величина, так как ее выражение содержит лишь значения контакт-
ного давления на предыдущих шагах по времени. Уравнение (3.7) эквивалентно систе-
ме  линейных алгебраических уравнений, из которых определяются значения
контактного давления  на элементарных квадратах .

3. На каждом шаге по времени перемещение ударника и положение границ области
интегрирования уточняется с помощью описанной выше итерационной процедуры.
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Рис. 4
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4. Коэффициенты  вычисляются численно-аналитически по формуле

(3.8)

При этом структура функции влияния и методы для ее получения, описанные в ра-
боте [17], позволяют аналитически вычислить интегралы в правой части (3.8).

5. После определения положения границы области контакта и поля контактного
давления в дискретные моменты времени, истинные нормальные перемещения обо-
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Рис. 5
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лочки снова определяются интегральным соотношением (2.1). Его дискретный аналог
имеет вид

4. Примеры расчетов. В качестве примера рассмотрим нестационарное контактное
взаимодействие круговой цилиндрической оболочки, радиуса R = 1 и толщиной

 с абсолютно твердым ударником, ограниченным поверхностью, имеющей
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Рис. 6
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примем сталь со следующими характеристиками:  кг/м3,  × 1011 Па,

 × 1010 Па, чему соответствуют безразмерные параметры: ,  × 10–6.

Рассмотрим влияние начальной скорости ударника на процесс нестационарного
контактного взаимодействия. Примем к анализу три ее возможных значения  = 0.01,

 и . Поверхность контакта в данном случае представляет собой круг,
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Рис. 7
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граница которого совпадает с сечением поверхности  плоско-
стью x = 1 в текущий момент времени .

На рис. 4a–4c представлены зависимости перемещения центра масс ударника 
от времени (рис. 4a), радиуса области контакта от времени (рис. 4b) и результирующей
контактной силы  от времени (рис. 4c). Здесь сплошные кривые соответствуют

= 0.01, штриховая – , штрихпунктирная – .
На рис. 5a–5c представлены распределения контактного давления по угловой коор-

динате α в момент времени . Рис. 5a соответствует значение координаты ,
5b – , 5c – . Сплошные кривые соответствуют , штриховые –

, штрихпунктирные – .
На рис. 6a–6c представлены распределения контактного давления по продольной

координате  в момент времени . Рис. 6а соответствует значение координаты
, 6b – , 6c – . Сплошные кривые соответствуют , штри-

ховые – , штрихпунктирные – .
На рис. 7a и 7b представлены распределения нормальных перемещений по угловой

координате (рис. 7a) и по продольной координате (рис. 7b). Здесь результаты соответ-
ствуют моменту времени  и начальной скорости . На рис. 7a сплошные
кривые соответствуют z = 0, штриховые – z = 0.15, штрихпунктирные – z = 0.3.
Сплошные кривые на рис. 7b соответствуют α = 0, штриховые – , штрихпунк-
тирные – .

Заключение. Предложен метод решения пространственной нестационарной кон-
тактной задачи с подвижными границами задач для тонкой упругой цилиндрической
оболочки и абсолютно твердого ударника. Разработан и реализован численно-анали-
тический алгоритм решения. Приведены примеры расчетов.

Работа выполнена при поддержке РФФИ, номер проекта 19-08-00438 А.
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