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Рассматривается модель разрушения соединения различных материалов при нали-
чии участка ослабленных связей между материалами. Такой участок моделируется
трещиной, между берегами которой действуют силы сцепления, зависящие от рас-
крытия трещины. Размер зоны взаимодействия берегов трещины (концевая область)
может меняться в процессе роста трещины и не является малым по сравнению с раз-
мером трещины. Для анализа квазистатического роста трещины с концевой обла-
стью, заполненной связями, используется нелокальный критерий разрушения, учи-
тывающий работу по деформированию связей в концевой области трещины. Состо-
янию предельного равновесия вершины трещины соответствует энергетическое
условие – равенство скорости высвобождения энергии деформации в вершине тре-
щины и скорости потребления энергии деформации связями в концевой области
трещины (первое условие разрушения). Разрыв связей на краю концевой области
определяется условием их предельной вытяжки (второе условие разрушения). Исхо-
дя из этих двух условий рассмотрены режимы докритического и квазистатического
роста трещины и определяются два основных параметра разрушения – критическая
внешняя нагрузка и размер концевой области трещины в состоянии предельного
равновесия.
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1. Введение. Выбор модели разрушения при анализе развития трещин по границе
соединения материалов зависит от физико-механических свойств материалов и струк-
туры адгезионного слоя. Если энергия, необходимая для образования единицы новой
поверхности трещины, не зависит от характерного размера трещины, процесс разру-
шения локализован в малой области вблизи вершины трещины, и взаимодействием
вновь образованных поверхностей трещины можно пренебречь, применяется крите-
рий разрушения Гриффитса в энергетическом или силовом варианте. При малом раз-
мере зоны процесса разрушения нет также необходимости в ее явном моделировании
при решении конкретных задач механики разрушения – в этом случае состояние пре-
дельного равновесия полностью определяется критическим коэффициентом интен-
сивности напряжений (или соответствующим энергетическим параметром). Границы
соединения материалов не являются идеальными и, как правило, содержат зоны
ослабленных или нарушенных связей, причем на части такой зоны связи могут отсут-
ствовать. В таких соединениях в процесс разрушения вовлекается достаточно большая
область вблизи вершины трещины; процесс разрушения определяется различными
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(как правило, нелинейными) механизмами, реализующимися на разных расстояниях
от края трещины. Размер зоны процесса разрушения меняется при развитии трещины
и не является малым в сравнении с характерным размером трещины. При этом трещи-
ностойкость соединений материалов зависит от характерного размера трещины и воз-
никает необходимость детального моделирования зоны процесса разрушения.

Одна из возможностей механико-математического моделирования зоны процесса
разрушения на границе соединения материалов состоит в рассмотрении ее как части
трещины и в явном приложении к поверхностям трещины в этой зоне сил сцепления,
сдерживающих раскрытие трещины (модель концевой области трещины).

Модели трещины с силами сцепления в концевой области можно условно (так как
физическая природа сил сцепления может быть одинакова в обоих случаях) разделить
на два типа по форме представления напряжений в вершине трещины в состоянии
предельного равновесия:

1) суммарный коэффициент интенсивности напряжений (КИН) от действия внеш-
них нагрузок и сил сцепления в концевой области, определяющий сингулярную
асимптотику напряжений в вершине модифицированной трещины, полагается рав-
ным нулю, следствием чего является ограниченность и непрерывность напряжений в
вершине трещины;

2) суммарный КИН в вершине модифицированной трещины не равен нулю, т.е.
предполагается сингулярное поле напряжений в вершине трещины.

Модели первого типа называют когезионными моделями концевой области трещи-
ны [1–3]. Эти модели применяются для однородных материалов, если процессы про-
движения вершины трещины и формирования сил сцепления взаимосвязаны и опре-
деляются одним физическим механизмом. Следствием равенства нулю КИН в когези-
онной модели является также плавное смыкание берегов трещины в ее вершине.
Отметим, что вершина трещины в этом случае совпадает с передним краем концевой
области. Варианты когезионной модели получили широкое применение для решения
различных задач механики разрушения без наложения ограничений на размер конце-
вой области трещины после развития численных методов решения задач механики, в
первую очередь, метода конечных элементов [4, 5]. При этом в качестве критерия раз-
рушения используются два условия: условие критического раскрытия трещины на
краю концевой области (или условие критической деформации) и условие достиже-
ния предельных напряжений в вершине трещины [5]. Выполнение критериальных
условий для концевой области трещины достигается итерационным путем, причем,
при численной реализации алгоритмов, условие плавного смыкания берегов трещины
специально не накладывается [6].

Модели второго типа – это модели трещины со связями в концевой области –
bridged crack models, см. [7]. Эти модели используются, если процессы деформирова-
ния и разрушения в концевой области включают в себя несколько физических меха-
низмов, например, в адгезионных соединениях или композиционных материалах, где
продвижение вершины трещины и формирование сил сцепления обусловлены раз-
личными механизмами. Материалы в этом случае рассматриваются как многофазные
и многомасштабные, с учетом вклада каждой фазы и масштаба в трещиностойкость
соединения.

Основой для модели трещины со связями в концевой области является когезионная
модель при многомасштабном взаимодействии между берегами трещины. Если, на-
пример, когезионная зона состоит из двух частей, соответствующих различным физи-
ческим механизмам ограничения раскрытия трещины, а когезионная кривая содер-
жит, соответственно, два участка (см. рис. 1a,b), то условие конечности напряжений в
вершине трещины можно представить в этом случае так:

(1.1)∞ − −(1) (2) = 0b bK K K
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где K∞ – КИН от действия внешних нагрузок,  и  – КИН, вызванные взаимо-
действием между берегами трещины в частях d1 и d2 когезионной зоны.

Во многих материалах часть когезионной зоны, примыкающая к вершине трещи-
ны, мала по сравнению с длиной трещины и размером второй части когезионной зо-
ны , а величины критического раскрытия трещины на соответствую-

щих частях зоны удовлетворяют условию  (см. рис. 1a,b). В этом случае мож-
но полагать, что первая часть когезионной зоны находится в состоянии предельного
равновесия и, следовательно, вклад этой части когезионной зоны в трещиностойкость
материала не зависит от длины трещины и является постоянной величиной

(1.2)

С учетом этого предположения можно представить условие конечности напряже-
ний (1.1) для когезионной зоны, состоящей из двух частей, как условие предельного
равновесия в модели трещины со связями в концевой области, при допущении сингу-

лярного поля напряжений вблизи вершины трещины ( , ) [7]

(1.3)

При таком описании концевой области трещины полагается (т.к.  и ),

что d1 = 0 и  и рассматривается только часть кривой деформирования связей на

участке от u = 0 до , а вклад части когезионной зоны, примыкающей к
вершине трещины, принимается постоянным.

Таким образом, когезионная модель трещины является частным случаем модели
трещины со связями в концевой области при  (рассмотрение когезионной
кривой, соответствующей только одному масштабу взаимодействия между берегами
трещины). Моделирование трещины с когезионной зоной, состоящей из нескольких
частей, в рамках когезионной модели является достаточно трудоемким, требующим
при численном решении дискретизации разного масштаба в когезионной зоне, тогда
как модель трещины со связями в концевой области может быть успешно применена
для решения таких задач. Преимуществом модели трещины со связями в концевой об-
ласти при учете сингулярности поля напряжений в ее вершине является также воз-
можность использования аппарата линейной механики разрушения и, соответствен-
но, рассмотрения нелинейных процессов в концевой области трещины при решении
задачи в линейной постановке.

Модель трещины со связями в концевой области применяется при оценке трещи-
ностойкости различных видов композиционных материалов [8–12]. Развитие этой
модели с учетом термофлуктуационного разрушения связей в концевой области тре-
щины позволяет оценить время формирования дефектов на границе соединения ма-
териалов [13]. Задачи, связанные с восстановлением поврежденных конструкций, так-
же приводят к рассмотрению модели трещины со связями в концевой области [14].
Новые направления в применении модели трещины со связями в концевой области
возникают при анализе процесса самозалечивания трещин, который может рассмат-
риваться как процесс восстановления связей между поверхностями трещины (форми-
рования концевой области) [15].
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Рис. 1
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Далее в работе для трещин, расположенных на границе соединения различных ма-
териалов, используется модель трещины со связями в концевой области. В рамках мо-
дели полагается, что

1) процесс разрушения локализован в концевой области трещины, которая являет-
ся ее частью и может быть сравнима с размером всей трещины (в частности, связи мо-
гут полностью заполнять трещину);

2) к берегам трещины в концевой области приложены распределенные силы сцеп-
ления, зависящие от раскрытия трещины, в соответствии с законом деформирования
связей, который определяется физической природой взаимодействия между берегами
трещины и может изменяться при увеличении расстояния до ее вершины;

3) материал вне трещины полагается линейно-упругим, и деформация материала за
вершиной трещины происходит совместно со слоем адгезива без нарушения его
сплошности.

2. Модель концевой области трещины на границе соединения материалов. Рассмотрим
трещину, расположенную на границе соединения материалов (см. рис. 2) и выделим
часть трещины длины d, примыкающую к ее вершине (концевую область трещины), в
которой поверхности трещины взаимодействуют, так что это взаимодействие сдержи-
вает раскрытие трещины (  и  – модули сдвига и коэффициенты Пуассона мате-
риалов подобластей 1 и 2,  и  – компоненты раскрытия трещины и усилий в
связях в концевой области трещины). Опишем взаимодействие берегов трещины в
рамках механической модели, не выделяя конкретных причин взаимодействия. Ввиду
различия упругих свойств соединенных материалов в связях между берегами трещи-
ны, возникают, даже при одноосном растяжении, усилия Q(x), имеющие нормальную
qy(x) и касательную qx(x), составляющие:

(2.1)

К берегам трещины приложены нормальные и касательные напряжения численно
равные qy(x) и qx(x), соответственно.

Компоненты раскрытия трещины, расположенной на границе между двумя различ-
ными материалами, , запишем по аналогии с выражением (2.1):

(2.2)

где  – проекции раскрытия трещины на оси координат  и  (рис. 2).

1,2μ 1,2ν

,x yu ,x yq

− −2( ) = ( ) ( ), = 1y xQ x q x iq x i

≡( ,0) ( )u x u x

−( ) = ( ) ( )y xu x u x iu x

, ( )y xu x OX OY
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Рис. 2
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Соотношение, связывающее компоненты раскрытия трещины и усилия в связях
(закон деформирования связей), представим, без потери общности, в форме квазили-
нейных зависимостей [16, 17]:

(2.3)

где функции  – эффективные податливости связей, зависящие от положения
связи вдоль концевой области, а модуль вектора усилий в связях σ(x) определяется как

(2.4)

Эффективные податливости связей в (2.3) определяются из соображений размерно-
сти так:

(2.5)

где  – безразмерные функции, H – линейный размер, пропорциональный
толщине зоны неоднородности на участке соединения материалов,  – эффектив-
ный модуль упругости связей.

При постоянных значениях функций , выражение (2.3) определяет линей-
но-упругий закон деформирования связей, одинаковый для всех точек концевой об-
ласти трещины. Зависимость функций  от координаты вдоль концевой обла-
сти трещины соответствует переменной податливости связей. Зависимость этих функ-
ций от усилий в связях возникает также при рассмотрении нелинейных законов
деформирования связей. Отметим, что рассмотрение различных моделей концевой
области трещины приводит к необходимости введения, кроме длины концевой обла-
сти, дополнительного линейного размера (H – в данном случае), характеризующего
жесткость связей в концевой области трещины [18–20].

Рассмотрим прямолинейную трещину длины  с концевыми областями d1 и d2
(равными при одноосном растяжении), расположенную на границе соединения двух
полуплоскостей из различных материалов, при действии внешних однородных нор-

− −( ) ( ) = ( ,σ) ( ) ( ,σ) ( )y x y y x xu x iu x c x q x ic x q x
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Рис. 3
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мальной  и сдвиговой  нагрузок (рис. 3). При учете принципа суперпозиции, гра-
ничные условия на берегах трещины для плоской задачи теории упругости имеют вид

1) при 

(2.6)

2) при 

(2.7)

Усилия в связях  подлежат определению из решения задачи при внешних на-
грузках  τ0 и известном законе деформирования связей. В рассматриваемой поста-
новке задачи размеры концевых областей d1, 2 не предполагаются малыми по сравне-
нию с длиной трещины, а усилия в связях зависят как от принятого закона деформи-
рования связей, так и от размера концевой области.

Раскрытие (2.2) в концевой области трещины на границе между двумя различными
материалами, , можно, ввиду линейности задачи теории упругости, пред-
ставить так:

(2.8)

(2.9)

где  – раскрытие трещины от действия напряжений  и  на берегах трещи-
ны без связей [21],  – раскрытие трещины (сближение берегов трещины), обу-
словленное усилиями , возникающими в связях при действии внешних нагру-
зок и приложенными на берегах трещины в концевой области, компоненты с индек-
сами  в (2.9) – проекции соответствующих слагаемых раскрытия трещины на оси
координат  и , (см. рис. 2).
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Выражение (2.8) является исходным при получении системы сингулярных интегро-
дифференциальных уравнений (СИДУ) для определения усилий в связях в концевой
области трещины [16, 17]. Дифференцируя уравнение (2.8), имеем

(2.10)

В этом выражении производная раскрытия трещины в концевой области 
определяется дифференцированием выражения (2.3), производная раскрытия трещи-
ны от действия усилий , приложенных на берегах трещины,  может
быть получена исходя из выражения для производных перемещений берегов трещины
при действии произвольных нормальных и касательных усилий на берегах трещины,
расположенной на границе соединения материалов [16], а производная раскрытия
трещины без связей при действии однородных внешних напряжений определяется
исходя из аналитического решения [21].

Используя соотношения (2.3) и (2.5) и переходя к безразмерным переменным (ин-
декс  соответствует слагаемым раскрытия трещины в (2.8))

(2.11)

получим

(2.12)

где параметр c0 (относительная податливость связей [16]) определяется как

(2.13)

После подстановки представлений для производных, дифференцирования по пере-
менной s в уравнении (2.12) и ряда алгебраических преобразований, получаем на про-
межутке  нелинейную систему СИДУ относительно новых переменных
задачи – функций 

(2.14)

где усилия в концевой области трещины  и функции f1, 2 связаны соотношением

(2.15)

Здесь β – биупругая постоянная, определяющая степень различия механических
свойств материалов подобластей,  или  для
плоской деформации или плоского напряженного состояния, соответственно. Выра-
жения для функций , ,  Zi(s) приведены в [16, 17].

Параметр Ψ в уравнении (2.14) характеризует относительную жесткость связей в
концевой области трещины (отношение жесткости связей в концевой области трещи-
ны  к жесткости участка соединения материалов без трещины)

(2.16)
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3. Трещина с концевой областью на границе соединения материалов. Критерий разру-
шения. В работе для описания зоны процесса разрушения используется модель трещи-
ны со связями в концевой области без наложения ограничений на размер концевой
области трещины. При использовании такой модели трещины необходим нелокаль-
ный критерий разрушения, позволяющий определять условия продвижения как края
концевой области трещины, так и вершины трещины.

В качестве первого условия такого критерия разрушения обычно используется си-
ловое условие (1.3) [7], где KIc – трещиностойкость материала, соответствующая меха-
низму деформирования связей, находящихся в малой зоне вблизи вершины трещины.
Другая возможность состоит, например, в использовании вместо условия (1.3) усло-
вия достижения критического напряжения в вершине трещины, при котором начина-
ется рост трещины. При использовании критерия В.В. Новожилова [22] под напряже-
нием в вершине трещины понимается среднее значение напряжения на некотором ха-
рактерном участке вблизи ее вершины [23].

В качестве второго условия роста трещины с концевой областью возможен выбор
условия критического раскрытия трещины на краю концевой области (условия пре-
дельной вытяжки связей) [7]:

(3.1)

где σcr – критическая внешняя нагрузка, при которой начинается разрыв связей на
краю концевой области трещины, L и d – характерные линейные размеры трещины и
ее концевой области, соответственно.

Заметим, что при использовании в критерии разрушения силовых условий вида
(1.3) работа по деформированию связей в концевой области трещины, а также другие
механизмы, связанные с потреблением энергии при росте трещины с концевой обла-
стью, оказываются вне рамок критерия разрушения.

В данной работе используется предложенный ранее [16, 17, 24] нелокальный крите-
рий разрушения для трещин со связями в концевой области на границе соединения
материалов. При использовании этого критерия состоянию предельного равновесия
вершины трещины соответствует энергетическое условие – равенство скорости вы-
свобождения энергии деформации в вершине трещины и скорости потребления энер-
гии деформации связями в концевой области трещины (первое условие разрушения).
Разрыв связей на краю концевой области определяется условием их предельной вы-
тяжки (второе условие разрушения) (3.1). Комбинированный подход, основанный на
энергетическом и силовом условиях разрушения используется также в моделях конеч-
ной механики разрушения [25].

Рассмотрим применение нелокального критерия разрушения для двумерной задачи
об одноосном растяжении пластины с прямолинейной трещиной со связями в конце-
вой области. Трещина расположена перпендикулярно направлению приложения на-
грузки на прямолинейной границе соединения полуплоскостей из различных матери-
алов.

Для прямолинейной трещины, расположенной на участке , , с концевы-
ми областями размера  (рис. 3, ), энергетическое условие, определя-
ющее продвижение вершины трещины, запишется так [16, 17]:

(3.2)

где Π – потенциальная энергия тела с трещиной, U – потенциальная энергия дефор-
мации связей в концевой области трещины, b – толщина тела, Gm – энергетический
параметр, определяющий трещиностойкость в малой зоне вблизи вершины трещины.
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Введем обозначения

(3.3)

где  – скорость высвобождения энергии деформации (поток энергии в верши-
ну трещины [26]),  – скорость потребления энергии деформации связями в
концевой области трещины.

Выражение для скорости высвобождения энергии деформации для трещины, рас-
положенной на границе соединения материалов, остается справедливым и при нали-
чии связей в концевой области трещины, так как влияние связей выражается в прило-
жении нагрузок к берегам трещины в ее концевой области. Таким образом, независи-
мо от формы закона деформирования связей, скорость высвобождения энергии
деформации определяется выражением [27]:

(3.4)

где КИН KI и KII для трещины на границе соединения материалов определяются с уче-
том КИН от нагрузок на внешней поверхности тела (  и КИН от нагрузок в кон-
цевой области трещины (  [16, 17]

(3.5)
Потенциальную энергию деформации связей в концевой области трещины опреде-

ляем как:

(3.6)

где Φ(u) – плотность потенциальной энергии деформации связей в концевой области
трещины,  – компоненты раскрытия трещины в концевой области, σ(u) – мо-
дуль вектора усилий в связях.

Подставляя выражения (3.6) во второе равенство (3.3), получаем:

(3.7)

Дифференцирование по верхнему и нижнему пределам интегрирования в выражении
для скорости потребления энергии деформации связями (3.7) соответствует предпо-
ложению об изменении размера концевой области трещины в результате разрыва свя-
зей на краю концевой области (при  и одновременном продвижении вер-
шины трещины. В таком случае возможно выполнение условия автономности конце-
вой области трещины.

Выполняя дифференцирование по верхнему и нижнему пределам в равенстве (3.7),
получим:

(3.8)

где введены обозначения

(3.9)

и в состоянии предельного равновесия трещины  (согласно условию (3.1)).
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Выбор модели трещины с ненулевым раскрытием в ее вершине ( ) предпола-
гает, что концевая область состоит из двух частей, d и dc, на каждой из которых закон
деформирования связей может быть различным, а параметр дифференцирования (
не является полной длиной трещины. При выборе такой модели концевой области
трещины первый интеграл в (3.9) представляет собой плотность энергии деформации
связей на участке dc концевой области трещины. В рассматриваемой здесь модели тре-
щины полагаем, что , толщина адгезионного слоя между областями из различ-
ных материалов мала по сравнению с длиной трещины ( ) и . Тогда

 и выражение (3.8) с учетом соотношений (2.3) можно записать так [24]:

(3.10)

Величина Gb представляет собой плотность энергии деформации, выделяющейся при
разрыве связей на краю концевой области ( .

При рассмотрении адгезионных соединений с использованием нелокального кри-
терия разрушения, основанного на условиях (3.3) и (3.1), параметр Gm определяем
так [24]

(3.11)

где параметр  представляет собой относительную трещиностойкость соединения
материалов.

Для однородного материала или адгезионного слоя, соединяющего разные матери-
алы, полагаем, что законы деформирования связей в концевой области трещины и на
ее продолжении одинаковы (η = 1), т.е.

(3.12)

и выражение (3.10) принимает вид:

(3.13)

Случай η > 1 соответствует наличию дополнительных механизмов подкрепления в ад-
гезионном слое за вершиной трещины, а случай  соответствует “слабому” ин-
терфейсу , причем η = 0 соответствует случаю “идеально слабого” интерфейса.

При рассмотрении адгезионного слоя, обладающего малой трещиностойкостью
(сопротивление разрушению определяется только связями в концевой области),
полагаем, что  и η = 0. Для этого частного случая показано [28, 29], что

,  при  и выражение (3.2) переходит условие ко-
нечности напряжений в вершине трещины в когезионной модели.

Для адгезионного слоя на границе соединения материалов (параметр 
определяется выражением (3.13)) состоянию предельного равновесия вершины тре-
щины и края концевой области трещины соответствует выполнение необходимого
условия

(3.14)

и достаточного условия ( )

(3.15)
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Параметр  определяется свойствами связей в концевой области трещины, а также
может зависеть от масштаба трещины (например, при изменении типа связей с ро-
стом трещины).

Из совместного решения уравнений (3.14) и (3.15) можно определить размер конце-
вой области  и критическое внешнее напряжение  в состоянии предельного рав-
новесия трещины. Скорость потребления энергии деформации , получен-
ная из совместного решения этих уравнений, является энергетической характеристи-
кой сопротивления адгезионному разрушению, , причем величина

 не остается постоянной при изменении длины трещины.
При монотонном нагружении тела, для заданных начальных размеров трещины и

ее концевой области, можно выделить следующие режимы равновесия и квазистати-
ческого роста трещины [24]:

1. продвижение вершины трещины с одновременным возрастанием длины конце-
вой области трещины без разрыва связей возможно при выполнении условий

(3.16)
2. разрыв связей на краю концевой области трещины без продвижения вершины

трещины происходит при выполнении условий

(3.17)
Размер концевой области трещины в этом случае сокращается, стремясь к предель-

ному значению для данного уровня нагрузки.
Указанные два этапа роста трещины можно рассматривать как процессы приспо-

собляемости трещины к заданному уровню внешних нагрузок (докритический рост
трещины);

3. продвижение вершины трещины с одновременным разрывом связей на краю
концевой области происходит при одновременном выполнении условий (знаки ра-
венства соответствуют квазистатическому росту трещины)

(3.18)
В рамках рассматриваемой модели положение концевой области и вершины тре-

щины не меняется при одновременном выполнении второго из условий (3.16) и пер-
вого условия (3.17).

Таким образом, величина внешней нагрузки и параметры связей определяют харак-
тер разрушения: продвижение вершины трещины с ростом концевой области; сокра-
щение размера концевой области без продвижения вершины трещины; продвижение
вершины трещины с одновременным разрывом связей на краю концевой области.

Заметим, что при рассмотрении адгезионного слоя с линейно-упругими связями
[16, 17] выполнение условия (3.14) зависит только от относительных геометрических
характеристик концевой области и трещины. Критическое значение размера конце-
вой области, полученное из этого условия, может быть отнесено к трещине любой
длины. Определение фактического размера трещины, соответствующего состоянию
предельного равновесия, происходит при учете достаточного условия (3.15). Этот факт
является очевидным подтверждением необходимости использования двухпараметри-
ческого критерия для полного описания предельного равновесия трещины с концевой
областью.

4. Моделирование трещиностойкости соединений материалов. Выражения для энер-
гетических характеристик трещины, а также зависимости критической внешней на-
грузки и критического размера концевой области трещины от длины трещины могут
быть получены аналитически, если усилия в связях не зависят от раскрытия трещины
и являются постоянными (трещина в однородной плоскости с постоянными усилия-
ми в связях) [28, 29].

crδ

crd crσ
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При заданной кривой деформирования связей в концевой области трещины (уси-
лия в связях зависят от раскрытия трещины) применение нелокального критерия раз-
рушения (3.14)–(3.15) состоит из двух этапов:

1) определения усилий в связях и раскрытия в концевой области трещины на каж-
дом шаге приращения длины трещины или ее концевой области (для прямолинейной
трещины на границе соединения полуплоскостей – из решения уравнения (2.14) с
учетом закона деформирования связей);

2) проверки выполнения условий (3.16)–(3.18) и определения режима развития тре-
щины с приращением длины трещины и/или ее концевой области.

Исходные данные, необходимые на этих этапах, включают: 1) механические свой-
ства материалов подобластей; 2) закон деформирования связей в концевой области
трещины; 3) критическое раскрытие на краю концевой области трещины, ; 4) плот-
ность энергии деформации, выделяющейся при разрыве связей на краю концевой об-
ласти, ; 5) трещиностойкость материала в малой зоне вблизи вершины трещины,

. Параметры 2)–5) являются масштабно-зависимыми и могут изменяться при росте
трещины.

Рассмотрим этап проверки выполнения условий (3.16)–(3.18) и определения режи-
ма развития трещины. Начнем с анализа квазистатического режима роста трещины,
который реализуется при выполнении условий (3.18) или эквивалентных им условий
(3.14)–(3.15). Для трещины с адгезионным слоем на границе соединения материалов
первое из уравнений в (3.18) принимает вид:

(4.1)

Для линейно-упругих связей в концевой области трещины решение системы урав-
нений (3.18) проводится в два этапа. На первом этапе выполняется совместное итера-
ционное решение СИДУ (2.14) и интегрального уравнения (4.1). Из этого решения
(если оно существует), определяется относительная критическая длина концевой об-
ласти трещины в состоянии предельного равновесия  при заданных длине
трещины, параметрах связей и материалов. Выполнение условия (4.1) для линейно-
упругих связей в концевой области трещины зависит от параметра относительной
жесткости связей Ψ (2.16), а при неизменных свойствах материалов и связей – от от-
носительной податливости связей в концевой области трещины  (2.13). Вви-
ду этого, относительное критическое значение длины концевой области, полученное
из условия (4.1), может быть отнесено к трещине любого масштаба при допустимой
внешней нагрузке. Критическая длина концевой области для заданной длины трещи-
ны определяется как . Критическую внешнюю нагрузку , соответствую-
щую решению  уравнения (4.1), находим из решения второго уравнения нелокаль-
ного критерия разрушения (3.18) при заданных длине трещины и критическом рас-
крытии трещины на краю концевой области. Зависимости параметров разрушения от
длины трещины, приведенные ниже, получаются в результате решения системы урав-
нений (2.14) и (3.18) для последовательности возрастающих длин трещин.

Для связей с нелинейной диаграммой деформирования необходимо выполнение
итерационного решения системы уравнений (2.14) и (3.18) с изменением уровня
внешней нагрузки и проверкой выполнения условия достижения предельного рас-
крытия  на краю концевой области. В качестве первого приближения принимается
решение для линейно-упругих связей и определяется интервал поиска решения для
внешней нагрузки  и концевой области , где  – критическое
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Рис. 4
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внешнее напряжение и  – критическая длина концевой области для линейно-упру-
гих связей,  и   – эмпирические постоянные, зависящие от
формы кривой деформирования связей. Определяется размер шага по нагрузке Δσ =
= , где N – число шагов. Для уровней внешней нагрузки вида σ0, i =
= , ( ) выполняется итерационное решение первого уравнения
системы (3.18) с проверкой достижения критического раскрытия на краю концевой
области.

Графическая иллюстрация решения системы уравнений (2.14), (3.14) и (3.15) для ли-
нейно-упругих связей при постоянной вдоль концевой области трещины податливо-
сти связей ( ,  ГПа,  ГПа,  – модули упругости мате-
риалов и связей, ) приведена на рис. 4a, b. Положение точки пересече-
ния графиков  и  на рис. 4a (здесь

 – поток энергии в вершину трещины при отсутствии связей) соответствует
критическому значению относительной длины концевой области трещины tcr =
= , удовлетворяющему уравнению (3.14). Критическая внешняя нагрузка

, соответствующая найденному значению  и раскрытию на краю концевой обла-
сти , определяется из решения уравнения (3.15). Это решение иллюстрируется
на рис. 4b, где решению , удовлетворяющему обоим уравнениям системы (3.14) и
(3.15), соответствует положение точки пересечения (точка A) прямой  и зависи-
мости раскрытия трещины на краю концевой области (при ) от длины кон-
цевой области при внешней нагрузке, равной критической ( ). Второе реше-
ние уравнения (3.15) (точка B на рис. 4b) не согласуется с условием (3.14) и, следова-
тельно, не определяет состояния предельного равновесия концевой области и
вершины трещины.

Рассмотрим режимы роста трещины с произвольным размером концевой области
, полагая, что существует единственное решение уравнения (3.14). Пусть раз-

мер концевой области трещины принадлежит промежутку . При монотон-
но возрастающей внешней нагрузке для трещины с такой концевой областью выпол-
няется неравенство  и раскрытие трещины на краю концевой об-
ласти не превышает критического значения ( , что соответствует выполнению
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Рис. 5
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условий (3.16) (см. рис. 4a). В этом случае возможно увеличение длины трещины без
разрыва связей на краю концевой области. При достижении критического размера
концевой области и критической величины внешней нагрузки происходит переход к
квазистатическому режиму разрушения, описываемому условиями (3.18). Если задан
размер концевой области трещины d такой, что , то выполняются условия
(3.17) , и при монотонном нагружении происходит разрыв связей на краю концевой
области, размер концевой области трещины сокращается без продвижения вершины
трещины, . Переход к квазистатическому режиму разрушения происходит, так
же, как и в первом случае, при достижении критического размера концевой области и
критической величины внешней нагрузки.

Для трещины фиксированной длины (  м) рассмотрим зависимость пара-
метров, определяемых из нелокального критерия разрушения при  = 2 × 10–7 м, от
относительной жесткости связей в концевой области трещины  ( ,
см. (2.13)) для трех наборов механических свойств материалов. Изменение относи-
тельной жесткости связей при постоянной длине трещины осуществляется за счет из-
менения параметра H. Зависимость относительной длины концевой области трещины
в состоянии предельного равновесия  от относительной жесткости связей
κ0 приведена на рис. 5 для указанных выше параметров материала, использованных
для формирования рис. 4 (кривая 1), а также для случаев  (однородное тело,
кривая 2) и  (кривая 3). При выбранных параметрах материалов (для всех
трех случаев полагалось ) состояние предельного равновесия трещины с кон-
цевой областью существует, если  (кривая 1),  (кривая 2),

 (кривая 3). Значительное изменение критического размера концевой обла-
сти наблюдается для .

Для указанных выше трех наборов механических свойств материалов зависимость
критической внешней нагрузки , соответствующей началу квазистатического роста
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Рис. 6
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трещины (выполнение условий (3.18)), от относительной жесткости связей κ0, норми-
рованная величиной

(4.2)

приведена на рис. 6. При увеличении относительной жесткости связей критический
размер концевой области трещины уменьшается, а критическая внешняя нагрузка
возрастает, ввиду того, что для достижения критического значения  при бо̀льшей
жесткости связей необходима бо̀льшая нагрузка. При уменьшении относительной
жесткости материалов  (от кривой 1 к кривой 3) уровень критической внешней
нагрузки снижается, ввиду увеличения коэффициента концентрации усилий на краю
концевой области [16].

При параметрах материалов, использованных для формирования кривой 1 (рис. 5),
состояние предельного равновесия трещины с концевой областью существует, если

. Точка  на рис. 5 определяет критический размер концевой обла-
сти трещины  при  (или ). Для данного зна-
чения относительной податливости связей получена зависимость критического раз-
мера концевой области трещины  от длины трещины  для режима разрушения
(3.18), см. рис. 7, где  – начальная длина трещины, а нормировка размера концевой
области трещины выполнена параметром

который зависит от механических свойств материалов и связей. Параметр d0 опреде-
лен аналогично параметру, введенному ранее при анализе нелокального критерия
разрушения для постоянных усилий в связях [28, 29]. При увеличении длины трещи-
ны критический размер концевой области трещины быстро стабилизируется, уже при

 имеем . Таким образом, при  фактически выполняется усло-
вие автономности концевой области трещины.
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Рис. 7
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Рассмотрим далее процесс развития трех трещин равной длины , заполненных
связями, при механических свойствах материалов, использованных для формирова-
ния кривой 1 (рис. 5) и различных начальных значениях относительной податливости
связей ( ; 0.5) из промежутка  (промежуток существования
решения системы уравнений (3.14) и (3.15) при заданных механических свойствах ма-
териалов и связей). При фиксированной длине трещины выбранным начальным зна-
чениям относительной податливости связей соответствуют значения параметров H =
= , которые полагаются постоянными при росте каждой из трещин.
Для рассматриваемых значений начальной относительной податливости связей про-
цесс разрушения начинается с разрыва связей в центре трещины при выполнении
условия (3.17) с последующим переходом к режиму квазистатического роста трещины.
На рис. 8 приведены зависимости внешней нагрузки  (нормированной величиной
σc) от относительной длины части трещины, свободной от связей

(4.3)

где  – начальная длина трещины,  – текущая длина трещины, d – размер концевой
области.

Каждая из кривых на рис. 8 состоит из двух участков. Первый участок соответствует
квазистатическому сокращению размера концевой области трещины (при выполне-
нии условия (3.17)) от начальной величины  (трещина заполнена связями, λ = 0)
до  без изменения начальной длины трещины. Характер изменения внешней
нагрузки  определяется изменением раскрытия трещины на краю концевой обла-
сти, см., например, рис. 4b для , где при  (до точки ) внешняя на-
грузка монотонно уменьшается при возрастании раскрытия трещины, на промежутке

 относительное раскрытие трещины превышает критическую величину и
достигает максимума при определенном значении длины концевой области трещины,
при котором величина внешней нагрузки будет минимальна. Начало второго участка
каждой из кривых на рис. 8 отмечено точками A, B, C, которые определяют значения
размера части трещины , свободной от связей, и величины внешней нагруз-
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Рис. 8
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ки , при которых происходит переход от режима разрыва связей на краю концевой
области (без изменения длины трещины) к квазистатическому росту трещины при вы-
полнении условия (3.18). Точки , B и C на рис. 5 (кривая 1) при соответствующих
значениях начальной относительной жесткости связей определяют относительные значе-
ния критического размера концевой области трещины, при которых происходит измене-
ние режимов разрушения, показанное на рис. 8: ,  (κ0 = 4),

 (κ0 = 2). Аналогично, на рис. 6 (кривая 1) точки A, B, C определяют величи-
ны внешней нагрузки, при которой происходит изменение режимов разрушения, по-

казанное на рис. 8. При  м,  = 2 × 10–7 м,  ГПа получаем  МПа
и переходу от режима разрыва связей к режиму квазистатического роста трещины со-
ответствуют следующие значения внешней нагрузки:  МПа (κ0 = 10),

 МПа (κ0 = 4),  МПа (κ0 = 2).
При росте трещины и H = const относительная податливость связей  сни-

жается. Происходит заметное уменьшение критической внешней нагрузки, но длина
концевой области трещины в состоянии предельного равновесия изменяется незна-
чительно (см. рис. 7). Например, для c0 = 0.5 размер концевой области изменяется как

 при изменении длины трещины, соответствующей рис. 8.
5. Заключение. Модель трещины на границе соединения материалов со связями

между берегами дает возможность с единых позиций рассматривать процесс адгезион-
ного разрушения, включая стадии формирования дефекта и роста микро- и макротре-
щины. Прочность бездефектного материала в рамках модели рассматривается как
прочность связей в концевой области трещины. Использование нелокального крите-
рия роста трещин со связями между берегами с кинематическим и энергетическим
условиями разрушения позволяет выделить режимы докритического и квазистатиче-
ского развития трещины, а также оценить предельный размер концевой области тре-
щины, критическую внешнюю нагрузку и характеристики адгезионного сопротивле-
ния соединения материалов. Микромеханическое моделирование закона деформиро-
вания связей в концевой области трещины позволяет использовать модель также для
решения задач оптимизации адгезионной трещиностойкости.

σcr

A

≈ κ00.041 ( = 10)crt ≈ 0.105crt

≈ 0.225crt

−
�

32 = 10 δcr = 25bE σ = 10c

≈σ 25.1cr

≈σ 16.1cr ≈σ 11.7cr

�0 = /c H

≈ − �0(0.225 0.200)crd
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Модель трещины со связями в концевой области может быть использована при
анализе процесса самозалечивания трещин, который рассматривается как процесс
формирования концевой области трещины (восстановления адгезионных связей меж-
ду поверхностями трещины). Эффективность процесса самозалечивания трещины
определяется в этом случае по снижению КИН при формировании концевой области
трещины за счет увеличения размера концевой области и возрастания жесткости свя-
зей. Изменение энергетических характеристик в процессе самозалечивания трещины
позволяет оценить степень перехода трещины в состояние устойчивого равновесия
при восстановлении адгезионных связей между поверхностями трещины.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (про-
ект № 19-19-00616).
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