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динат. Интересующие величины поверхностных напряжений и концентраций на-
пряжений получены с использованием рекуррентных соотношений. Рассмотрен
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Введение. Механические свойства тел вблизи поверхности могут существенно отли-
чаться от свойств вещества вдали от поверхности в силу ряда причин – начиная от от-
личия в химических связях для приповерхностных атомов и наличия свободных ради-
калов, до присутствия оксидных пленок (напр., [1–3]). При рассмотрении объектов
малых размеров (порядка микро- и нанометров) роль поверхностных эффектов воз-
растает. Удобным способом учета поверхностных явлений является использование
наряду с уравнениями теории упругости уравнений поверхностной упругости [4]. До-
статочно общий метод решения задач теории упругости с учетом поверхностных эф-
фектов заключается в использовании специфических граничных условий, соответ-
ствующих уравнениям поверхностной упругости. Данный метод для двумерного слу-
чая в сочетании с применением методов теории функции комплексного переменного
был развит в работах [5, 6]. Следует отметить, что количество полученных аналитиче-
ских решений для конкретных задач ограничено, что может быть связано с довольно
неудобным видом граничных условий. Большинство полученных решений ограниче-
но достаточно простыми геометриями, такими как сферическая пора [7–10], плос-
кость с одиночным круговым отверстием [11], одиночная пластина [12]. Однако рас-
смотрение одиночных круговых (в двумерном случае) и сферических (в трехмерном)
отверстий наименее интересно с точки зрения влияния поверхностных эффектов, по-
скольку в этих случаях их вклад минимален. В данной работе рассмотрены задачи:
о двух равных круговых отверстиях в плоскости и об эксцентрической трубе под дей-
ствием равномерного давления. Несмотря на достаточно простую геометрию, из-за
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малого расстояния между границами можно ожидать более существенного вклада от
поверхностных эффектов.

Для всех рассматриваемых случаев среды предполагаются линейно упругими, свой-
ства которых определяются постоянными Ламе: λ, μ при этом ,  – постоянные, ха-
рактеризующие аналогичные поверхностные свойства.

1. Задача о двух круглых отверстиях в плоскости. 1.1. Биполярная система координат.
Основные уравнения. Задача о пластине с двумя отверстиями в случае классической
упругости была решена Лингом [14] с использованием общего решения Джеффри [13].
Ниже будет получено обобщение данного решения, учитывающее поверхностные эф-
фекты. Следуя [13], введем биполярные координаты (α, β), связанные с декартовыми
координатами (x, y) следующим образом:

(1.1)

Полюсы O1, O2 расположены на расстоянии 2a друг от друга. Масштабный коэффи-
циент определяется как

(1.2)

Для любой точки P, расположенной на расстоянии r1, r2 от точек O1, O2, так что их
радиус-векторы образуют углы  с осью x биполярные координаты суть

(1.3)

Линии  представляют собой набор окружностей с центрами на оси Oy.
Окружности, соответствующие положительным значениям α, лежат выше оси Ox, а
отрицательным – ниже оси Ox, сама ось Ox соответствует значению α = 0 (рис. 1).

Линии  представляют собой дуги окружностей, проходящих через точки
O1, O2 и ортогональные окружностям . С правой стороны от оси Oy , а с
левой стороны – , ось Oy соответствует значению β = 0, за исключением сегмента
O1, O2, где . В точках O1, O2 – , а β неопределенно.

Будем полагать, что постоянное значение  соответствует контурам отвер-
стий, тогда для радиуса отверстий R и расстояния между центрами отверстий 2d имеют
место следующие соотношения

(1.4)

Компоненты тензора напряжений σij выражаются через бигармоническую функ-
цию напряжений Φ(α, β) следующим образом:

(1.5)

(1.6)
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Рис. 1
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Функция напряжения Φ(α,β) представляется в виде суммы [14]

где функция Φ0 соответствует заданным напряжениям на бесконечности, а функция F
снимает усилия, возникающие от функции Φ0 на контурах отверстий. В частности, в
случае всестороннего растяжения функция Φ(α, β) имеет вид

(1.7)

(1.8)

В дополнении к (1.7) должно выполняться условие

(1.9)

что соответствует условию gF на бесконечности (т.е. при ).
Для удовлетворения граничных условий на контуре (из-за симметрии достаточно

рассмотреть только один контур α = γ) представим напряжения на контуре в виде ря-
дов Фурье, которые в случае указанной симметрии имеют вид

(1.10)

= +0Φ Φg g apgF

( )
∞

=
= + + − − + 

1

Φ 1 (cosh α cos β) (cosh α cos β) ln(cosh α cos β) α cos β
2 n

n

g K f n
ap

= + + −(α) cosh( 1)α cosh( 1)αn n nf A n B n

( )
∞

=
+ =

1
0n n

n
A B

= =α β 0

∞

=
= + αα 0

1
σ cos βn

n
a c c n

∞

=
= αβ

1
σ sin βn

n
a b n



98 ГАНДИЛЯН, УСТИНОВ
где коэффициенты ck, bk, dk выражаются через параметры An, Bn, K.
1.2. Постановка задачи. Граничные условия. В общем случае граничные условия опи-

сываются обобщенным законом Лапласа–Юнга и имеют вид [16]

(1.11)

где σ – тензор объемных напряжений, n – вектор нормали к поверхности,  – тензор
поверхностных напряжений,  – поверхностный градиент [16]. В случае криволи-

нейной поверхности  выражается следующим образом

(1.12)

где R1, R2 – радиусы кривизны, h1, h2 – метрические коэффициенты, e1, e2 – орты кри-
волинейной системы координат (α1, α2), также α1, α2 являются двумя параметрами,
определяющими поверхность так, что при ,  получаем два набора
взаимно ортогональных кривых на поверхности. Для рассматриваемого случая, когда
поверхность образована окружностью (цилиндром), при α = γ в биполярной (бици-
линдрической) системе координат (1.11), имеем [17]

(1.13)

(1.14)

Второе уравнение (1.14) с помощью первого уравнения представляется в виде

(1.15)

Однако поверхностное напряжение  все еще неизвестно. Чтобы получить гра-
ничные условия, выразим поверхностное напряжение через определяющие соотно-
шения (Законы Гука и Шаттлворса):

(1.16)

где  – модуль поверхностной упругости,  – окружная поверхностная деформа-
ция, E, ν – модуль Юнга и коэффициент Пуассона. Отсюда следует

(1.17)
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С учетом (1.17) граничные условия (1.14), (1.15) переписываются следующим обра-
зом

(1.18)

(1.19)

Решение указанной задачи может быть получено путем приравнивания коэффици-
ентов при синусах и косинусах β, что однако приводит к довольно сложным манипу-
ляциям с рядами. Альтернативный способ заключается в разложении всех функций по
малому параметру ε:

(1.20)

Теперь, приравнивая члены с равными степенями при ε, получаем рекуррентные
системы для граничных условий

(1.21)

1.3. Нулевое приближение (классическая упругость). В случае нулевых правых частей
в (1.11), что соответствует случаю классической упругости, решение [14] имеет вид

(1.22)

Здесь коэффициенты отмечены верхним индексом 0 соответствуют классическому
решению при отсутствии поверхностной упругости. Они также служат нулевым при-
ближением в разложении по параметру ε соответствующих решений задачи, учитыва-
ющей поверхностную упругость.

1.4. Рекуррентное решение. В разделе 1.2 посредством (1.21) рассматриваемая задача
сводится к набору последовательных задач для каждого члена разложения по малому
параметру ε.

Действительно, зная (m – 1)-е решение для компонент напряжения (т.е. зная ,

, ), аналогично (1.10) с помощью (1.6), (1.7) получаем
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где ,  имеют вид

(1.24)

(1.25)

где δn, m – символ Кронекера.
Граничные условия (последние два уравнения в (1.21)) могут быть записаны следу-

ющим образом

(1.26)

где

(1.27)

Граничные условия дополняются условием, аналогичным (1.9)

(1.28)
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(1.29)

Приравнивая коэффициенты при синусах и косинусах (в дальнейшем опуская
верхний индекс (m)), получаем

(1.30)

где

(1.31)
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Рис. 2
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Используя уравнения (1.31), (1.8), находим

(1.34)

где

(1.35)

В итоге, используя условие (1.28), находим коэффициент K

(1.36)

Таким образом, полученное решение можно рассматривать как обобщение реше-
ния [14].

1.5. Результаты. Концентрации напряжений на контурах отверстий при всесторон-
нем и одноосном растяжении представлены на рис. 2, 3, а непосредственно сами по-
верхностные напряжения – на рис. 4, 5 соответственно. Здесь и далее принято, что
упругие постоянные материала соответствуют константам алюминия:  ГПа,

, а соответствующие свойства поверхности – упругими постоянными, взяты-
ми из [5]:
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Рис. 3
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Соответственно модуль поверхностной упругости имеет вид

Радиус отверстий полагался равным R = 2 нм. Концентрации напряжений в точках
B, C (рис. 1) вычислялись для различных значений относительного расстояния между
отверстиями λ = d/R.

На рис. 2a, рис. 2b линии b1, a1 соответствуют значениям концентрации напряже-
ния с и без учета поверхностного напряжения в точке B, а линии b2, a2 – в точке C. На
рис. 3a, рис. 3b линии c1, c2 соответствуют значению поверхностного напряжения на
всем контуре при малом (λ = 1.1) и большом (λ = 10.5) расстоянии между отверстиями.

На рис. 4 линия d соответствует решению задачи для одного отверстия [5].
2. Эксцентрическая труба под равномерным давлением. 2.1. Общее решение. Рассмот-

рим эксцентрическую трубу, где по контуру  действует равномерное нормаль-
ное давление, равное , а по контуру  – давление равное  (рис. 5). В биполяр-

= + =ββββ λ 2μ 6.0991  Н/мs
s sC

= 1α α
1p = 2α α 2p
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Рис. 5
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ных координатах, радиусы контуров r1, r2, расстояния d1, d2 от начала координат до
центров соответствующих окружностей, расстояние e между центрами (эксцентриси-
тет) выражаются следующим образом 

Общее решение данной задачи, без учета поверхностной упругости получено в [15]

(2.1)

Особенностью данного решения является отсутствие рядов, что сильно облегчает
дальнейший анализ. Согласно (1.14)–(1.20), граничные условия для , , со-
ответственно, записываются как

(2.2)

(2.3)

в результате которого получаем рекуррентные соотношения, идентичные с (1.21).
2.2. Нулевое приближение (классическая упругость). В случае нулевого приближения

(т.е. классической упругости), решение [15] имеет следующий вид
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Рис. 6
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Здесь как и ранее коэффициенты отмечены верхним индексом 0 соответствуют слу-
чаю отсутствия поверхностной упругости. Применяя непосредственно рекуррентные
соотношения (1.21), вычисляем компоненты напряжения.

2.3. Результаты. Рассматривалось два случая:
• Эксцентрическая труба под внутренним давлением, т.е. при , .
• Эксцентрическая труба под внешним давлением, т.е. при , .
Концентрации напряжений на контурах трубы при внутреннем и внешнем давлении

представлены на рис. 6a, b, а непосредственно сами поверхностные напряжения – на
рис. 7 соответственно. Полагалось, что расстояния от начала координат до центров
соответствующих окружностей  нм,  нм, радиусы  нм,  = 3.04 нм.

На рис. 6a, b линии a1, b1 соответствуют значениям концентрации напряжения с и
без учета поверхностного напряжения на контуре , а линии a2, b2 – на контуре

. На рис. 7 линии c1, c2 соответствуют значению поверхностного напряжения на
контурах  и  трубы под внутренним давлением, а линии d1, d2 – под внеш-
ним давлением соответственно.

= =1 1p p =2 0p
=1 0p = =2 1p p

=1 3d =2 4d =1 1.5r 2r

= 1α α
= 2α α

= 1α α = 2α α
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Заключение. Получено и исследовано решение задач теории упругости для обла-
стей, ограниченных неконцентрическими окружностями, с учетом поверхностных
эффектов, а именно, поверхностной упругости и поверхностного напряжения. Путем
разложения в ряды Фурье переменных, записанных в биполярной системе координат
и с использованием рекуррентных соотношений посчитаны величины поверхностных
напряжений и концентрации напряжений. Показано, что несмотря на достаточно
простую геометрию, но из-за малого расстояния между границами значения концен-
трации напряжений с и без учета поверхностного напряжения значительно отличают-
ся друг от друга, по причине существенного вклада от поверхностных эффектов.

Работа выполнена при поддержке Программы Президиума РАН № 7 “Новые разра-
ботки в перспективных направлениях энергетики, механики и робототехники”.
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