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В рамках линейной теории микрополярных оболочек доказаны теоремы существо-
вания и единственности слабых решений краевых задач, описывающих малые де-
формации упругих микрополярных оболочек, соединенных с системой абсолютно
твердых тел. В основе определения слабого решения лежит принцип вируальных пе-
ремещений. Особенностью данной задачи являются нестандартные краевые условия
на границе оболочки и твердых тел.
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Введение. Пионером в области анализа разрешимости краевых задач нелинейной тео-
рии оболочек методами функционального анализа можно считать И.И. Воровича [1–3],
см. также [4], где приведен список его основных работ. Впоследствии разрешимость задач
теории оболочек рассматривалась многими авторами см., например, [5, 6].

Целью данной работы является анализ существования и единственности слабых ре-
шений для некоторого класса краевых задач линейной теории микрополярных оболо-
чек. В рамках данной модели теории оболочка описывается как деформируемая мате-
риальная поверхность, каждая точка которой обладает шестью степенями свободы аб-
солютно твердого тела [7–9]. Другими словами, микрополярную оболочку можно
рассматривать как двумерный континуум Коссера. Данная модель оболочек, извест-
ная также как шестипараметрическая теория оболочек [10], нашла приложения в опи-
сании разветвляющихся и композитных оболочек [11, 12]. Кроме того, используемая
кинематика позволяет описать сопряжение оболочки с недеформированными твердыми
телами. В этом случае на границе идеального контакта оболочки и твердого тела возника-
ют нестандартные краевые условия, которые отличаются от классических. Анализу стати-
ческих задач с подобными краевыми условиями и посвящена данная работа.

1. Основные соотношения. Рассмотрим малые деформации микрополярных оболо-
чек [7–9, 13]. Пусть S представляет собой базовую поверхность оболочки, а  –= ∂L S
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ее внешний контур, который предполагается достаточно гладким, см. рис. 1. На обо-
лочку действуют поверхностные силы f и моменты c. Здесь и далее векторы и тензоры
обозначаются полужирным шрифтом. Часть  контура предполагается жестко
защемленной, а на оставшейся части Lf приложены контурные силы t и моменты m,

. Кроме того, оболочка связана с n жесткими телами, к которым приложе-
ны силы Fi и моменты Ci, . Граница сопряжения оболочки с i-м твердым те-
лом обозначена через li, n и ν векторы единичной нормали к S и к L и li, причем

.

В случае малых перемещений и поворотов кинематика оболочки описывается дву-
мя векторными полями – полем перемещений базовой поверхности  и полем
поворотов , где x – радиус-вектор S. Условия равновесия оболочки следуют из
принципа вируальных перемещений

(1.1)

где E – функционал энергии деформации и δA – работа внешних сил, определяемые
формулами
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В (1.2) W – поверхностная плотность энергии деформации, которая является квад-
ратичной формой мер деформации e и k:

Здесь  – поверхностный оператор градиента, , I – единичный тензор.
Предполагается, что W – положительно определенная квадратичная форма своих ар-
гументов

с положительными константами , не зависящими от e, k, e : e = tr ( ). В вы-
ражении (1.3) введены виртуальные перемещения и повороты твердых тел  и .
Здесь виртуальные перемещения отсчитываются от положения центров тяжести Ci.
Таким образом, вариация δW принимает форму

где T и M – тензоры усилий и моментов, определяемые формулами

Принцип виртуальных перемещений (1.1)–(1.3) рассматривается на кинематически
допустимых полях перемещений и поворотов, то есть полях, удовлетворяющих усло-
виям

(1.4)

(1.5)

где zi – радиус-вектор контура, отсчитываемый от Ci, s – длина дуги вдоль контура li,
см. рис. 1.

Можно показать, что вариационное уравнение (1.1), дополненное соотношениями
(1.2)–(1.4), приводит к уравнениям равновесия микрополярных оболочек и статиче-
ским краевым условиям, заданным на Lf и li,  которые здесь для краткости не
приводятся. При этом в качестве неизвестных выступают поля перемещений и пово-
ротов , , а также постоянные векторы  и  Последние находятся из
краевых условий (1.5) и вариационной постановки задачи. Приведем здесь только
условия на li

2. Слабые решения. Принцип виртуальных перемещений лежит в основе определе-
ния слабых решений соответствующей краевой задачи. Запишем принцип виртуаль-
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лочки S и ее контур предполагаются достаточно гладкими, см. [3, 5, 13]. На C1(S) вве-
дем скалярные произведения

(2.2)

(2.3)

Определение 1. Пополнение C1(S) в норме, индуцированной скалярным произведе-
нием (2.2), называется энергетическим пространством E.

Напомним, что норма в E эквивалентна норме в пространстве Соболева ,
см. [13].

Слабая формулировки задачи равновесия требует замены поточечных краевых
условий (5) на интегральные соотношения вида

(2.4)

где u(s), φ(s) – следы вектор-функций u, φ на соответствующих контурах li, а
пространство H с соответствующим скалярным произведением (2.3) и соотношения-

ми (2.4) для его компонент есть H = E .
На основе вариационного уравнения (2.1) дадим определение слабого решения.
Определение 2. Назовем слабым (энергетическим) решением задачи равновесия

микрополярной оболочки с жесткими включениями элемент , удо-

влетворяющее (2.1) и равенствам (2.4), для любых  и  и , удо-
влетворяющих (2.4).

Уравнение (2.1) теперь можно записать с использованием скалярных произведений
следующим образом

(2.5)

Выражение  представляет собой непрерывный линейный функ-
ционал в H. Таким образом, как и в [13], если , , ,

, для любых фиксированных p, q, 1<  правая часть (2.4) представля-
ет собой линейный непрерывный функционал в H, что позволяет сформулировать
следующую теорему.

Теорема. Слабое решение  краевой задачи равновесия микропо-
лярной оболочки с жесткими включениями существует и единственно. Кроме того,
каждая декартова координата вектора V =  принадлежит пространству Соболева

 и доставляет минимум функционалу энергии на кинематически допустимых
полях перемещений и поворотов.

Доказательство теоремы c некоторыми модификациями повторяет данные в [13, 14]
и здесь не приводится для краткости.
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должны быть самоуравновешенными, то есть такими, какие требуются для равнове-
сия оболочки с включениями, рассматриваемой как абсолютно твердое тело.

Заключение. В работе доказано существование и единственность слабых решений
смешанной краевой задачи теории микрополярных оболочек с жесткими включениями,
которые допускают малые повороты и перемещения. На оболочку действуют поверх-
ностные и контурные силы и моменты. Жесткие включения нагружены сосредоточен-
ными силами и моментами. Особенностью данной задачи является наличие краевых
условий (5). В частности, на контурах li,  заранее неизвестные повороты по-
стоянны, а перемещения точек контура li совпадают с малыми перемещениями твердо-
го тела. Используя результаты [13–15], полученные результаты могут быть обобщены на
случай оболочек с упругими подкреплениями, со свободным краем, при учете анизо-
тропии, а также на случай задач динамики и на собственные колебания.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант № 20-08-00450А), а также поддер-
жана грантом Hermes 48949 Universidad Nacional de Colombia.
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