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На тензорные поля произвольного ранга в многомерном пространстве естествен-
ным образом распространяются понятия операторов дивергенция, градиент, ротор,
деформатор, а также их суперпозиций второго порядка. Приводятся два варианта
обобщения ротора как внешнего произведения. Подробно рассматриваются диффе-
ренциальные операторы второго порядка, не меняющие ранг тензора, к которому
применяются. Вводятся квадратные матрицы, состоящие из дифференциальных
операторов , , и устанавливается их взаимосвязь. Выпи-
сывается явное выражение для повторного оператора ротор. Все введенные обоб-
щенные операторы в частных случаях согласуются по своим свойствам с соответ-
ствующими им классическими в векторном и тензорном анализе операторами.
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1. Обобщения операторов Div, Grad, Rot и их суперпозиции. Современные методы
функционального анализа в приложениях механики и математической физики [1, 2]
подразумевают оперирование в многомерном пространстве с тензорами, ранг которых
больше двух. На такие объекты необходимо распространение понятий классических в
векторном и тензорном анализе [3–6] линейных дифференциальных операторов пер-
вого порядка и их суперпозиций второго порядка.

Рассмотрим в пространстве Rn с декартовым базисом  дважды дифферен-

цируемые тензорные поля  ранга , задаваемые в полиаде  сво-
ими компонентами: 

(1.1)

Здесь и далее суммирование по повторяющимся два раза латинским индексам проис-
ходит от 1 до размерности  пространства. Запятая в индексе означает частное диффе-
ренцирование по координатам  с индексами, стоящими после запятой.

Как известно, в векторном и тензорном анализе выделяется три типа линейных
дифференциальных операторов первого порядка, соответствующих разным видам
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умножения оператора набла  на объект. Применительно к тензорному
полю (1.1) естественно построить их следующим образом.

1) Введем m операторов Div(l), ; , каждый из которых понижает на
единицу ранг объекта: 

(1.2)

2) Введем m + 1 операторов Grad(k), ; , каждый из которых по-
вышает на единицу ранг объекта: 

(1.3)

В случае  вектор ej присоединяется к полиаде справа от .
3) Оператор ротор Rot (в англоязычной литературе чаще принимается обозначение

Curl, введенное еще Дж. Максвеллом и являющееся в векторном анализе полным си-
нонимом символа Rot) на тензорные поля ранга m в n-мерном пространстве можно
распространить несколькими способами. Приведем два из них, причем в одном ис-
пользуем обозначение Curl, а в другом для отличия Rot.

3a) По аналогии с выражениями (1.2), (1.3) с привлечением n-индексных символов
Леви-Чивиты запишем 

(1.4)

Здесь векторное произведение  понимается [7] как внешнее произведение в
Rn, представляющее собой тензор ранга n – 2. Соответствующая этому тензору полиа-
да  вставлена в (1.4) в исходную полиаду  вместо вектора .

Тензор  (1.4) имеет ранг , т. е. в трехмерном пространстве оператор
Curl не меняет ранг объекта при любом m. В пространстве же любой другой размерно-

сти ранг не сохраняется. Повторный оператор Curl Curl делает ранг объекта  рав-
ным . Как и ранее, при n = 3 ранг объекта при любом m
сохраняется, а при n ≠ 3 обязательно меняется.

3b) Оператор  можно определить более просто, минуя этап с , как

прямое внешнее произведение 

(1.5)

Ранг тензора  равен . Лишь при , что возможно только в

нечетномерных пространствах, ранги  и самого тензора A{m} совпадают. Это
реализуется, например, при n = 3 и m = 1, когда речь идет о классическом понятии ро-
тора векторного поля в R3. Заметим, что в двумерном пространстве ротор вектора –
скалярная величина, так же как и ротор тензора второго ранга в трехмерном простран-
стве. Повторный оператор Rot Rot, о котором пойдет речь в дальнейшем, не меняет
ранг объекта ни при каких n и m, удовлетворяющих неравенствам . Дан-

∇ ≡ ∂ ∂( / )i ixe

…= 1, ,l m ≥ 1m

− +

− ∇ ⋅ ⊗ ⊗ ≡ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗
… …

… … …

1 1 1 1 1 1

( )
{ } { 1}

( ) ,(Div ) = ( )
m m m l l l m

l
m m

l i i i i i i i i i i iA AA e e e e e e

+…= 1, , 1k m ≥ 0m

−

+ ∇ ⊗ ⊗ ⊗ ≡
≡ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

…

…

…

… …

1 1

1 1 1

( )
{ } { 1}

( )

,

(Grad ) = ( )
m m

imm k k

k
m m

k i i i i

i i j i i j i

A
A

A e e
e e e e e

+= 1k m
mie

− + − − − +

+ − ∇ × ⊗ ⊗ ≡
≡ ε ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

≥

…

… … …

…

… … …

…

1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 2 1

( )
{ } { 3}

( )

,

(Curl ) = ( )

= 1, , ; 1

m m

n q n q m n q n q m

q
m n m

q i i i i

j j i i j i i j i i j j i i

A
A

q m m

A e e
e e e e e e

∇ ×
qie

−
⊗ ⊗…

1 2nj je e ⊗ ⊗…

1 mi ie e
qie

{ }
( )Curl m
q A + − 3n m

{ }mA
+ + − − + −( 3) 3 = 2 6n n m n m

{ }Rot mA ∇ ×
qie

− + − − −

− − ∇ × ≡ ε ⊗ ⊗
≤ ≤ −

… …

…

1 1 1 1

{ } { 1} { }
,(Rot ) =

0 1
n n m n n m n m

m n m m
i i i i i i iA

m n
A A e e

{ }Rot mA − − 1n m += 2 1n m
{ }Rot mA

≤ ≤ −0 1m n



61ЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ
ный факт делает предпочтительнее определение (1.5) в сравнении с (1.4) с точки зре-
ния обобщения со случая n = 3, m = 1, когда 

Из-за наличия в (1.5) символов Леви-Чивиты тензор  антисимметричен по
перестановке любой пары своих  индексов, что сокращает число его линейно

независимых компонент до , или .
Из выражений (1.2), (1.3), (1.5) суперпозициями можно образовать девять типов ли-

нейных дифференциальных операторов второго порядка. Два из них тождественно
нулевые: 

(1.6)

В R3 при m = 1, l = 1 и при m = 0, k = 1 равенства (1.6) приводят к двум известным тож-
дествам векторного анализа.

Среди оставшихся семи типов интерес в приложениях механики и математической
физики представляют суперпозиции, оставляющие ранг объекта неизменным. Таких
типов три:

2. Матрицы, состоящие из операторов , , и их связь. Соглас-
но определениям (1.2) и (1.3)

(2.1)
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Набор  представим в форме квадратной матрицы Qlk размером (m + 1) ×
× , на главной диагонали которой стоит лапласиан (2.3). Диагонали, находящи-
еся непосредственно над и под главной, насчитывают по m элементов и совпадают
друг с другом. Это видно, если положить  в (2.1) и  в (2.2) и сравнить
результаты:

(2.7)

Таким образом, из (m + 1)2 элементов Qlk линейно независимыми являются (m + 1)2 –

– m – m = .

Набор  представ м квадратной матрицей Skl размером m × m, все
m2 элементов которой линейно независимы. Из соотношений (2.1)–(2.6) устанавлива-
ется следующая связь матриц Skl и Qlk:

(2.8)

Случай k = l в (2.8) приводит к тому, что главная диагональ матрицы Skl совпадает с
диагоналями , находящимися над и под главной (они одинаковы, о чем говорит ра-
венство (2.7)).

Итак, все элементы массива Skl в силу (2.8) присутствуют в массиве Qlk, в то время
как в Skl отсутствует оператор Лапласа . Поэтому число m2 + 1 ли-
нейно независимых элементов Qlk на единицу больше m2 – числа линейно независи-
мых элементов Skl.

В терминах введенных обозначений, например, квазистатические уравнения Ламе
для вектора перемещений u (m = 1, ) можно записать в одной из следующих форм

(2.9)

На абсолютно симметричное тензорное поле A{m} обобщается и оператор деформа-
тор Def, связывающий в геометрически линейной теории вектор перемещений и тен-

зор малых деформаций: ; . Для также абсолютно сим-

метричного обобщенного деформатора  имеем

(2.10)

В работах [8, 9] анализируются условия совместности компонент , для чего в
рассмотрение вводится тензор несовместности Кренера с двумерным массивом ин-
дексов.

3. Оператор Rot Rot. Свойства оператора Rot Rot, или Curl Curl, находятся в центре
внимания специалистов по спектральной теории операторов, о чем свидетельствуют
публикации [10–13] последних лет.

Из определения (1.5) следует, что повторное применение операции Rot приводит к
выражению
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упрощение которого связано с правилами свертки двух символов Леви-Чивиты по
группе повторяющихся индексов. Эти правила основаны на формулах

(3.2)

(3.3)

Подставляя (3.3) в (3.1), получим

(3.4)

Остановимся на частных случаях выражения (3.4) для первых трех m. Второе из них
при n = 3 представляет собой хорошо известную из векторного анализа формулу.

m = 0; A(x) – скалярное поле в Rn:

m = 1; A(x) – векторное поле в Rn:

m = 2; A{2}(x) – тензорное поле второго ранга в Rn:

С ростом m число слагаемых вида  быстро нарастает, и выписывание

общей связи оператора  с элементами матрицы Skl и лапласианами доволь-
но громоздко и затруднительно.

Работа выполнена в рамках госзадания АААА-А20-120011690136-2 при поддержке
РФФИ (гранты 18-29-10085мк, 19-01-00016а).
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