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В настоящей работе рассматриваются изгибные волны, распространяющиеся в од-
нородной балке, закрепленной на нелинейно-упругом основании. Динамическое
поведение балки определяется теорией Тимошенко. Система уравнений, описываю-
щая изгибные колебания балки, сводится к одному нелинейному уравнению четвер-
того порядка относительно поперечных смещений частиц срединной линии балки.
Показано, что в случае, если жесткость балки мала по сравнению с линейной жест-
костью основания, эволюционное уравнение представляет собой модифицирован-
ное уравнение Островского с дополнительным кубично-нелинейным слагаемым.
Для эволюционного уравнения найдены точные солитонные решения из класса ста-
ционарных волн в виде кинка и антикинка.
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1. Введение. В задачах динамики упругих конструкций традиционно уделяется
большое внимание распространению изгибных волн в стержнях и стержневых систе-
мах. В качестве базовой модели для проведения анализа часто выбирается математи-
ческая модель балки, предложенная С.П. Тимошенко [1–30]. Эта модель, уточняю-
щая техническую теорию изгиба стержней, предполагает, что поперечные сечения
остаются плоскими, но не перпендикулярными деформируемой срединной линии
стержня; нормальные напряжения на площадках, параллельных оси, равны нулю;
учитываются инерционные составляющие, связанные с поворотом поперечных сече-
ний [4,  6,  20,  31].

Модель балки Тимошенко занимает особое место в механике: позволяя хорошо
описывать многие процессы, происходящие в реальных конструкциях, она остается
достаточно простой, доступной для аналитических исследований.

Непрерывное увеличение быстродействия и удельной мощности машин и механиз-
мов, забота о снижении веса конструкции при сохранении ее надежности в работе, а
также широкое внедрение в современную технику новых композиционных материа-
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лов требуют более полного исследования реального напряженно-деформированного
состояния. Для этого часто оказывается недостаточно классических линейных теорий
и необходимо рассматривать теории более высоких приближений, учитывающих, в
частности, геометрическую и физическую нелинейности.

Нелинейные искажения, возникающие при распространении интенсивных изгиб-
ных волн, могут накапливаться с течением времени и при определенных условиях
приведут к сильному укручению волновых фронтов и существенному изменению все-
го волнового процесса. Это, в свою очередь, может вызвать появление больших на-
пряжений, необратимых деформаций в материале и привести к локальной потере
устойчивости. Интерес к изучению нелинейных волновых процессов связан с воз-
можностью возникновения даже в простых элементах упругих конструкций специфи-
ческих нелинейных режимов. С одной стороны, эффекты формирования нелинейных
волн с большими градиентами напряжений и деформаций оказываются нежелатель-
ными, поскольку могут приводить к разрушению или пластическому течению матери-
ала, но, с другой стороны, – они могут быть полезными и найти применение в техно-
логиях обработки материалов, в дефектоскопии и технической диагностике. Теорети-
ческие расчеты параметров нелинейных волн необходимы для изучения свойств
новых конструкционных материалов, в частности, измерения нелинейных модулей
упругости.

Целью данной работы является исследование влияния нелинейно-упругого основа-
ния на распространение изгибных волн в балке Тимошенко в рамках математической
модели, сформулированной в [32].

2. Математическая модель. В рамках теории Тимошенко динамическое поведение
стержня, закрепленного на нелинейно-упругом основании, описывается системой
уравнений [32]:

(2.1)

(2.2)

где w(x, t) – поперечное смещение частиц срединной линии стержня; ϕ(x, t) – угол от-
клонения сечения стержня от вертикального положения; ,  – ско-
рости распространения сдвиговых волн в неограниченной среде и продольных волн в
стержне, соответственно; ρ – плотность материала стержня;  – модуль сдвига; E –
модуль Юнга;  – осевой радиус инерции; Iy – осевой момент инерции (для

прямоугольного поперечного сечения ); F – площадь поперечного сечения
стержня; κ – поправочный коэффициент, учитывающий отклонение от теории плос-
ких сечений, его величина зависит от способа определения среднего значения для угла
сдвига и характера распределения сдвигов по сечению (для стержня прямоугольного
сечения κ = 5/6); ,  – коэффициенты, характеризующие нелинейно-упругое осно-
вание.

Предполагаем, что балка является бесконечной. Такая идеализация допустима, ес-
ли на ее границах находятся оптимальные демпфирующие устройства, т.е. параметры
граничного закрепления таковы, что падающие на него возмущения не будут отра-
жаться. В [33] на основе точного аналитического решения обосновано существование
согласованного концевого гасителя изгибных колебаний балки Тимошенко, не даю-
щего отраженных возмущений в системе. Это позволяет рассматривать модель балки
(2.1), (2.2) без учета граничных условий, а вибрации, распространяющиеся по балке,
рассматривать как бегущие изгибные волны.
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Система уравнений (2.1), (2.2) сводится к одному уравнению относительно попе-
речного смещения частиц :

(2.3)

В безразмерных переменных уравнение (2.3) принимает вид:

(2.4)

где , ,  – безразмерные величины перемещения, координа-
ты и времени, соответственно. Безразмерные комплексы параметров

характеризуют линейную жесткость основания ( ), отношение скоростей
( ) и нелинейность системы. Для жесткой нелинейности основания параметр

 (по терминологии Рейснера – “упрочняющееся основание” [34]), для мягкой
нелинейности –  (“размягченное” основание [34]). Параметр , если ли-

нейная жесткость основания существенно уступает жесткости балки .
Если линейная жесткость основания существенно превосходит жесткость балки

, то . Параметр , если линейная жесткость основания и

жесткость балки сопоставимы .
3. Линеаризованное уравнение. Для изучения дисперсионных свойств системы от-

бросим нелинейную часть уравнения (2.4) и получим следующее уравнение

(3.1)

решение которого ищем в виде бегущей гармонической волны

где W0 – комплексная амплитуда волны,  – частота, k – волновое число, к.с. –
комплексно-сопряженная величина. Уравнение (3.1) принимает вид

(3.2)
Дисперсионное уравнение содержит два параметра и имеет четвертый порядок по ча-
стоте и волновому числу. Разрешая (3.2) относительно , получим

(3.3)

Дисперсионная кривая имеет две ветви, и при ненулевых значениях параметров у
каждой ветви существует частота отсечки. Качественно разный вид имеет дисперси-
онная кривая при различных значениях параметра : ,  и . Зна-
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Рис. 1
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чение параметра  существенным образом не влияет на вид дисперсионной кривой.
При увеличении этого параметра дисперсия смещается в более низкий частотный
диапазон.

В отсутствие упругого основания ( ) уравнение (3.1) является классическим
уравнением Тимошенко

описывающим изгибные колебания балки. Дисперсионные свойства этой модели хо-
рошо изучены, например, в [4, 6, 20, 35].

Зависимости (3.3) в первой четверти при различных значениях параметра  изоб-
ражены на рис. 1, 2:  (рис. 1, сплошная линия),  (рис. 1, длинный пунк-
тир),  (рис. 2, сплошная линия),  (рис. 2, длинный пунктир). Асимптоты
на всех рисунках в статье отмечены коротким пунктиром.

На рисунке при  (рис. 1) частоты отсечек верхней и нижней ветвей, соответ-
ственно, равны  и  (k = 0). При  нижняя ветвь берет начало
в нуле. При  (рис. 2) верхняя и нижняя ветви исходят (k = 0) из значений частот

 и , соответственно. При  частоты отсечек обеих ветвей
совпадают. На бесконечности верхняя и нижняя ветви дисперсионной кривой стре-
мятся к прямым  и , соответственно. При  на низких частотах

вблизи нуля справедливо , а для верхней ветви на низких частотах выполняется

.
Верхняя ветвь дисперсионной кривой расположена выше своей асимптоты при лю-

бых значениях параметра . Расположение нижней ветви кривой относительно своей
асимптоты зависит от значения параметра. Нижняя ветвь лежит выше асимптоты при
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Рис. 2
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 и ниже – при . Если значение параметра находится в интервале
, то у нижней ветви дисперсионной кривой существует точка пере-

сечения со своей асимптотой ( ), где , .
В этом случае ветка расположена ниже асимптоты на частотах .

При значении параметра  у нижней ветви дисперсионной кривой
есть точка минимума, которая расположена ниже частоты отсечки. Минимальное зна-

чение частоты и соответствующее значение волнового числа равны  +

+ ,  + (1 + m2) /(m2 –
– 1)2. На частоте отсечки нижней ветви ненулевое значение волнового числа равно

 (при ) или  (при ).
При любых значениях параметра m1 нижняя ветвь пересекает асимптоту верхней

ветви , значение частоты при этом равно .

Зависимости фазовой  и групповой  скоростей от волнового
числа и частоты определяются из выражения (3.3). На рис. 3–6 представлены зависи-
мости  (сплошная линия) и  (длинный пунктир) при различных значениях
параметра m1:  (рис. 3),  (рис. 4),  (рис. 5),  (рис. 6).

Нижней ветви дисперсионной кривой  соответствуют нижние ветви (“1” на
рис. 3–6), а верхней – верхние ветви фазовой и групповой скоростей (“2” на рис. 3–6).
Для последней пары кривых значения фазовой скорости больше значений группо-
вой скорости при любых значениях волнового числа и всех допустимых значениях
частоты.

Кривые фазовой и групповой скоростей нижней пары меняют свое расположение
относительно друг друга в зависимости от значений параметра. При  кривая

( )> −1 21 1m m =1 0m
( )< < −1 20 1 1m m

ω∗ ∗,k = ω∗ ∗2k m ( )( )ω = + −∗ 1 2 1 1 21m m m m m
ω > ω∗

< < +1 20 1 1m m

( )ω = −2
min 1 2 1m m

− + − − 2
1 1 2 22( 1 1) ( 1)m m m m ( )= −2

min 1 2 1k m m − + −1 1 2( 1 1)m m m

= 1 2k m m < ≤10 1m ( )= + −2 1 2 21k m m m m ≤ < +1 21 1 1m m

ω = k ω = 1 2m m

= ωv ph k = ωvgr d dk

( )v ph k ( )vgr k
=1 0m <1 1m =1 1m >1 1m

( )ω k

=1 0m



8 ЕРОФЕЕВ, ЛЕОНТЬЕВА

Рис. 3
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Рис. 4
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групповой скорости расположена выше кривой фазовой скорости. При  +
+ 1/m2 дисперсионная кривая  имеет точку минимума, а кривая групповой ско-
рости  уходит в отрицательную полуплоскость. При  кривые
фазовой и групповой скоростей пересекаются. При  фазовая скорость
больше групповой во всем диапазоне частот и волновых чисел.
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Рис. 5
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Рис. 6
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На бесконечности (при больших значениях частоты или волнового числа) пары
кривых “1”, “2” (рис. 3–6) стремятся к значениям  и , со-
ответственно.

Кривые фазовой скорости  имеют вертикальную асимптоту k = 0. Кривые
групповой скорости  берут свое начало в нуле, за исключением случая, когда

= =v v 21ph gr m = =v v 1ph gr

v ( )gr k
v ( )gr k
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 и кривые на вертикальной оси имеют отметки . Значения частот

,  являются точками исхода кривых групповой скорости  и
вертикальными асимптотами кривых фазовой скорости .

Кривая фазовой скорости “2” лежит выше кривой фазовой скорости “1” при любых
значениях частоты, волнового числа и параметра m1. Кривые групповых скоростей
при определенных значениях параметра имеют точку пересечения и кривая “1” ока-
зывается выше кривой “2”.

4. Нелинейная стационарная волна. В случае малости жесткости балки по сравнению
с линейной жесткостью основания ( ), задача позволяет отследить эволюцион-
ные изменения профиля волны. Перейдем в уравнении (2.4) в движущуюся систему
координат , , где c – скорость волны, заранее неизвестна,  – малый
параметр ( ). Выбор переменных объясняется тем, что возмущение, распростра-
няясь со скоростью c вдоль оси z, медленно эволюционирует во времени из-за нели-
нейности, дисперсии и диссипации.

Учитывая, что нелинейные и дисперсионные слагаемые малы, в нулевом прибли-
жении находим скорость c:

В первом приближении по малому параметру имеем:

(4.1)

где коэффициенты уравнения равны

Заметим, что уравнение (4.1) отличается от известного в нелинейной волновой ди-
намике уравнения Островского [36–40] наличием во втором слагаемом кубической
нелинейности вместо квадратичной и дополнительным нелинейным слагаемым (по-
следнее слагаемое в уравнении).

Уравнение (4.1) будем классифицировать как модифицированное уравнение Ост-
ровского с дополнительным нелинейным слагаемым. При этом, естественно назвать
уравнение (4.1) без последнего слагаемого модифицированным уравнением Остров-
ского, по аналогии, с известными модифицированным уравнением Кортевега–
де Вриза (мКдВ) и модифицированным уравнением Бюргерса. Однако понятие “мо-
дифицированное” в случае уравнения КдВ имеет несколько иное значение и связано с
наличием преобразования Миуры [ 41], которое переводит решения модифицирован-
ного уравнения в решения классического уравнения. Похожих преобразований отно-
сительно классических и модифицированных уравнений Бюргерса и Островского по-
ка не найдено.

В [ 40] показано, что уравнение Островского и его модификации имеют отношение
к широкому кругу нелинейных систем, характеризующихся наличием бездисперсион-
ной полосы в спектре частот, разделяющей области с низко- и высокочастотной дис-
персиями.

Как и уравнение Островского, модифицированное уравнение Островского не име-
ет точных решений, но допускает анализ качественными методами исследования ди-
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намических систем [39,  40]. Далее увидим, что наличие дополнительного кубично-
нелинейного слагаемого позволяет найти точные решения уравнения (4.1) в виде со-
литонов.

Для стационарных волн ,  уравнение (4.1) запишется так:

(4.2)

где  имеет смысл скорости нелинейной волны. Cчитаем, что волна распространяется
в положительном направлении оси ξ.

Будем искать решение уравнения (4.2) методом простейших уравнений [42], ис-
пользуя в качестве простейшего уравнения – уравнение Риккати с постоянными ко-
эффициентами в виде

(4.3)

которое имеет решение

(4.4)

Решение уравнения (4.2) имеет полюс первого порядка, и поэтому решение типа
уединенных волн будем искать в виде

(4.5)

где Y(χ) – решение (4.4) уравнения (4.3).
Подставляя решение (4.5) в уравнение (4.2) и учитывая уравнение Риккати, получа-

ем полином относительно Y(χ). Приравнивая нулю выражения при одинаковых сте-
пенях Y(χ), получаем систему алгебраических уравнений, из которой находим значе-
ния коэффициентов

Кроме того, находим выражение для скорости нелинейной волны

Учитывая значения найденных коэффициентов, решение (4.5) принимает вид

(4.6)

Будем считать, что ,  при подстановке  и , соответственно. Ре-
шения ,  отличаются только знаком коэффициента перед гиперболическим тан-
генсом.

Очевидно, что для существования действительных решений, коэффициенты d1 и d2
должны быть разных знаков. Для существования ограниченных действительных ре-
шений коэффициенты в парах d1, d2 и ,  должны быть разных знаков. Профили
ограниченных и неограниченных решений  (сплошная линия) и  (длин-
ный пунктир) при различных значениях –  изображены на рис. 7 и рис. 8, соответ-
ственно. При положительных подкоренных выражениях в (4.6) решение , как и
решение , является уединенной волной и имеет профиль кинка – плавного пе-
репада между двумя значениями функции (рис. 7). При отрицательных подкоренных
выражениях решения ,  являются периодическими неограниченными
(рис. 8). Наибольший интерес представляют ограниченные решения.
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Рис. 7
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Решения в виде кинков существуют на плоскости одновременно, причем каждый
из кинков является симметричным относительно точки перегиба, совпадающей с на-
чалом координат. Один из кинков монотонно возрастающий, другой – монотонно
убывающий. Кинки имеют одинаковые амплитуды и ширины: , Δ =

= .

Возвращаясь к безразмерным параметрам задачи, запишем выражения для скоро-
сти, амплитуды и ширины волны в виде:

(4.7)

Учитывая, что параметры  и , получаем ограничение на параметр m3,
. При увеличении значения m1 амплитуда растет, нелинейная скорость падает,

причем волна распространяется в отрицательном направлении оси . Ширина фронта
волны сначала увеличивается, затем уменьшается. Максимальная ширина фронта
волны достигается в точке  и равна , ми-
нимальная – при  или . При увеличении m2 точка максимума
сдвигается влево, максимальное значение ширины фронта волны при этом увеличи-
вается.

5. Частный случай эволюционного уравнения. Уравнение (4.1) содержит по
два дисперсионных и нелинейных слагаемых, отношения их коэффициентов
d2/d3 ~ 1/(1 + m1)2,  показывают, что наибольший вклад в дисперси-
онный процесс вносит слагаемое с коэффициентом d3, а главным нелинейным явля-
ется слагаемое с коэффициентом d4.
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Рис. 8
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В частном случае, если в уравнении (4.1) ограничиться отбрасыванием дисперсион-
ного слагаемого ( ), получим следующее уравнение

(5.1)

которое в переменных бегущей волны ( , ) примет вид

(5.2)

Уравнение (5.2) описывает колебания ангармонического осциллятора и содержит
три типа кубической нелинейности, одна из которых та же, что и в уравнении Дуф-
финга. Если в уравнении (4.1) пренебречь малыми дисперсионным и нелинейным
слагаемыми и положить , то в переменных бегущей волны получится само
уравнение Дуффинга.

После интегрирования по координате уравнение (5.2) запишется следующим обра-
зом

где  – константа интегрирования, имеет смысл полной энергии системы.
Фазовые портреты ( , ) при разных значениях параметра нелинейной жестко-

сти основания m3 изображены на рис. 9 ( ) и рис. 10 ( ). На фазовых плос-
костях присутствуют замкнутые траектории. Области движений разделяют две пря-

мые  и две параболы  (на рис. 9
отмечены пунктиром). Знак параметра  влияет на существование сепаратрисы, так
при положительных значениях параметра она отсутствует на фазовой плоскости. За-
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Рис. 9
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мкнутые траектории вблизи начала координат имеют эллипсовидную форму, а вблизи
асимптот искажаются и имеют форму “бабочки”. При отрицательных значениях па-
раметра, фазовый портрет (рис. 10) аналогичен фазовому портрету осциллятора с ку-
бической нелинейностью (описывается уравнением Дуффинга) в условиях “мягкой
пружины”.

6. Заключение. Таким образом, в работе показано, что учет внешнего нелинейно-
упругого основания влияет на распространение гармонических и нелинейных волн в
балке Тимошенко, совершающей поперечные колебания.

Наличие упругого основания способствует появлению зоны непропускания по ча-
стоте при распространении линейных волн. Как и в балке Тимошенко без упругого
основания, на низких частотах у обеих ветвей проявляется дисперсия, а на высоких
частотах она отсутствует. Однако тип дисперсии зависит от величины линейной жест-
кости основания. При больших значениях параметра линейной жесткости низкоча-
стотная волна обладает нормальной дисперсией, в то время как у балки Тимошенко в
отсутствие упругого основания, низкочастотная ветка имеет аномальную дисперсию.
Высокочастотная волна показывает нормальную дисперсию вне зависимости от нали-
чия или отсутствия упругого основания.

При небольших значениях (вблизи единицы) параметра линейной жесткости у
длинных волн (длина которых кратно превосходит осевой радиус инерции) фазовая и
групповая скорости имеют разные знаки. На небольших промежутках частоты (при
любых значениях параметра линейной жесткости) и волнового числа (при больших
значениях параметра) большим значениям фазовой скорости соответствуют меньшие
значения групповой скорости.

В случае, когда линейная жесткость внешнего основания существенно больше
жесткости балки, тип нелинейности (мягкая, жесткая) основания влияет на существо-
вание локализованных волн и форму периодических волн, распространяющихся в
балке Тимошенко. Нелинейные и дисперсионные процессы, создающие укручение и
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Рис. 10
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расплывание волнового фронта, формируют стационарные волны солитонного типа в
виде кинка и антикинка.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (про-
ект № 20-19-00613).
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