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При контакте двух анизотропных шероховатых поверхностей их взаимодействие
оказывается анизотропным или изотропным контактом, который близок к контакту
азимутальных углов неровностей на микроскопическом уровне. Анизотропия / изо-
тропия межфазного контакта будет влиять на нормальную контактную жесткость и
демпфирование механических соединений. Предложена модель нормальной кон-
тактной жесткости и демпфирования между двумя анизотропными шероховатыми
поверхностями, которая включает эффекты неровностей при плотном контакте и
смежных неровностей. Законы влияния степени согласования контактов и анизо-
тропии контакта на нормальную контактную жесткость и демпфирование контакта
выявлены с помощью серии модельных экспериментов. Показано, что нормальной
контактной жесткостью и демпфированием можно управлять, регулируя топогра-
фические особенности поверхности и ориентацию контакта между механическими
частями.
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1. Введение. Морфология поверхности и шероховатость деталей обуславливается
режущими способами обработки материалов. При описании шероховатой поверхно-
сти часто принимается что высота, наклон и кривизна неровностей распределены слу-
чайным образом. Кроме того, поскольку поверхности деталей обрабатываются токар-
ной обработкой, фрезерованием, строганием и т.д., ориентация механической тексту-
ры поверхности соответствует направлению движения режущих инструментов
относительно обрабатываемых деталей. Равномерность ориентации текстуры поверх-
ности можно описать анизотропией или изотропией. При контакте двух анизотроп-
ных шероховатых поверхностей их взаимодействие может быть анизотропным или
изотропным, что определяется азимутальными углами неровности контакта на мик-
роскопическом уровне, а нормальная контактная жесткость и демпфирование различ-
ны для изотропного и анизотропного контактов. Общая контактная жесткость взаи-
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модействий составляет более 60% от общей жесткости станка, а демпфирование кон-
такта составляет примерно 90% от демпфирования всего станка.

Контактная нагрузка и реальная площадь контакта сильно анизотропных шерохо-
ватых поверхностей изучаются А. Бушем и др. [1], исследование показывает, что раз-
личие в режимах деформации изотропных и анизотропных поверхностей зависит от
их соответствующих поверхностных характеристики. Таким образом, необходимо
изучить нормальную контактную жесткость и демпфирование изотропного и анизо-
тропного контакта. Выявление законов влияния степени согласования контакта и
контактной анизотропии на нормальную контактную жесткость и демпфирование
имеет большое значение. Жесткость и демпфирование всей машины можно регулиро-
вать путем изменения топографических характеристик поверхности и ориентации
контакта между механическими частями в соответствии с законами влияния. Иссле-
дование контакта шероховатых поверхностей впервые было предложено в работе [2]
Гринвудом и Уильямсоном, которые исследовали контакт гладких жестких плоских
поверхностей, контактирующих с шероховатой поверхностью, с использованием ста-
тистического метода. Кроме того, для исследования поведения контакта между двумя
шероховатыми поверхностями использовались некоторые упрощенные методы, на-
пример, модели, CEB [3], KE [4], KKE [5], JG [6, 7] и др., что в некоторой степени ре-
шало сложную проблему контактного взаимодействия. Эти модели предполагают, что
контакт между двумя шероховатыми поверхностями эквивалентен контакту между
шероховатой поверхностью и гладкой жесткой плоскостью. Однако при реальном
контакте многие контактирующие неровности плотно прилегают друг к другу [8]. То-
гда контакт двух шероховатых поверхностей не может напрямую рассматриваться как
контакт между шероховатой поверхностью и гладкой жесткой плоскостью. Для плот-
ного контакта неровностей были предложены модели поверхностного контакта, на-
пример, модель AF [9], модель SF [10, 11], модель Бина [12] и т. д. Кроме того, также
были предложены некоторые модели плотного контакта неровностей со скользящей
неровностью, такие как модель Ягера [13], модель Джексона [14], модель Малвихилла
[15], модель Ши [16], модель Фолкнера [17] и др. И все больше и больше исследовате-
лей начинают осознавать важность плотного контакта неровностей для межфазных
характеристик. В большинстве моделей плотного контакта неровностей использова-
лась деформация нормальной компоненты перемещения для получения касательной
компоненты перемещения в соответствии с соотношением для расстояния между
верхними и нижними неровностями и углом контакта неровностей с использованием
метода конечных элементов. Когда пара неровностей плотно соприкасается под дей-
ствием нормальной силы, происходит трение между верхними и нижними неровно-
стями. С другой стороны, неизбежно взаимодействие смежных неровностей как де-
формируемого твердого тела, потому что все неровности соединены общим мате-
риалом основания. Так, были представлены многочисленные исследования
взаимодействия неровностей, такие как модель ZC [18], модель CGP [19], модель CEP
[20] и т. д. Однако обе эти модели основаны на предположении, что эквивалентная
шероховатая поверхность контактирует с гладкой жесткой плоскостью, тогда все не-
ровности соприкасаются вершинами. В этих моделях, основанных на предположении
о единственной шероховатой поверхности, не учитывается влияние наклонной кон-
тактной силы на взаимодействие соседних неровностей. Моделирование случайной
анизотропной гауссовой поверхности чрезвычайно сложно, поскольку для определе-
ния поверхности требуется по крайней мере пять параметров (дисперсия высоты по-
верхности m00, два главных среднеквадратичных уклона m02, m20 и две главные средне-
квадратичные кривизны m04, m40) [1]. Гринвуд и Трипп [21], Уайтхаус и Арчард [22],
Лонге и Хиггинс [23], Наяк [24, 25], Буш [1], Маккул [26], Уайтхаус и Филлипс [27, 28]
проделали большую работу по построению модели анизотропной шероховатой по-
верхности. В частности, Бучковски и др. [29] была построена упруго-пластическая
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статистическая модель, с сильно анизотропной шероховатой поверхностью. Из моде-
ли Буша можно обнаружить, что степень анизотропии серьезно влияет на характери-
стики контакта. Кроме того, когда две анизотропные шероховатые поверхности кон-
тактируют, анизотропия контакта является неопределенной. Чтобы устранить недо-
статки существующих моделей, в этой статье представлена модель нормального
контакта между двумя шероховатыми поверхностями, которая учитывает контакт
плотный контакт неровностей, взаимодействие соседних неровностей и межфазную
анизотропию. Сначала изучается поведение плотного контакта неровностей между
парой неровностей, а затем с помощью механики упругого контакта анализируется
взаимодействие соседних неровностей. По изменению азимутальных углов контакта
выявлено анизотропное влияние на контактные характеристики взаимодействия. По-
сле этого могут быть рассчитаны в соответствии со статистической теорией нормаль-
ные контактные силы, нормальное рассеивание энергии контакта, нормальная кон-
тактная жесткость и нормальное демпфирование контакта между анизотропными
контактными поверхностями. Наконец, область контакта, состоящую из двух анизо-
тропных шероховатых поверхностей, можно рассматривать как систему с одной сте-
пенью свободы с вязким демпфированием. Эквивалентное демпфирование может
быть получено приравниванием энергии, рассеиваемой вязким демпфированием, к
энергии невязкой демпфирующей силы с предполагаемым гармоническим движени-
ем.

2. Плотный контакт неровностей. Графическая схема плотного соприкосновения не-
ровностей представлена на рис. 1. Пара неровностей (высота неровностей выражается
как z1 и z2) контактирует с силой  (сила включает статическую силу и динамическую
силу ), которую можно разложить на нормальную составляющую силы

, касательную нормальную составляющую силы  и горизонтальную составляю-
щую силы  в направлениях ,  и  соответственно. Контактная деформация в на-
правлении  обозначена как . d – среднее расстояние между двумя шероховатыми
поверхностями. Радиус контактной поверхности неровностей обозначен как , a – ра-
диус области деформации основного материала на дне контактирующей неровности,

 – радиус неровности. Угол контакта и азимутальный угол контакта могут быть обо-
значены как  и  соответственно, m – расстояние между верхней и нижней неровно-
стями.

Согласно модели KE, предложенной в [4], можно выделить четыре режима дефор-
мации: упругая стадия, упруго-пластическая зона I, упруго-пластическая зона II и
полная пластическая стадия. Ю. Кадин и др. [5] объединяют упруго-пластические зо-
ны I и II в упруго-пластическую стадию, доходящую даже до полной пластической
стадии. Чтобы упростить сложную задачу о контакте двух шероховатых поверхностей,
деформацию неровностей можно разделить на упругую ( ) и упруго-идеаль-

но пластическую ( ) в соответствии с моделью Кадина [5]. Верхний индекс
* обозначает безразмерную переменную, а  можно вычислить как , где

 – критическая деформация в начале пластической деформации.  можно полу-

чить с помощью модели CEB [3] в виде  где S, H, E – максимальный
коэффициент контактного давления, твердость более мягкого материала и модуль
упругости Герца соответственно.

2.1.1. Упругая стадия (нагружение). Деформация неровностей находится в упругой
стадии, когда безразмерная деформация неровностей  меньше единицы. Деформа-

ция  включает статическую и динамическую части 
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Рис. 1. Графическая схема контакта неровностей в форме плечом к плечу.
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на силу . Неровность находится в стадии нагружения в промежутке  ≤
≤ π/(2ω). Согласно теории Герца, безразмерная нормальная составляющая силы на
неровностях в упругой стадии может быть получена следующим образом:

(2.1)

а безразмерную контактную жесткость контактной неровности легко получить с по-
мощью

(2.2)

2.1.2. Упругая стадия (разгрузка). Неровность находится в стадии разгрузки в интер-
вале . Поскольку неровность находится в стадии полной упруго-
сти, сила нормальной составляющей разгрузки равна силе нормальной составляющей
нагрузки, которая также может быть выражена как

(2.3)

а контактная жесткость нормального компонента при разгрузке может быть рассчита-
на по формуле

(2.4)

2.1.3. Упруго-идеально пластичная стадия (нагружение). Если неровность безразмер-
ной деформации больше единицы, неровность вызывает упруго-пластическую дефор-
мацию или полную пластическую деформацию. Упруго-пластические стадии и пол-
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ная пластическая стадия могут быть скомбинированы в упруго-идеально пластиче-
скую стадию. Согласно модели Кадина [5], нормальная составляющая силы в упруго-
идеально пластической стадии может быть выражена как

(2.5)

а контактная жесткость нормального компонента при нагрузке может быть получена
согласно

(2.6)

2.1.4. Упруго-идеально пластичная стадия (разгрузка). Точно так же неровность на-
ходится в стадии разгрузки в интервале времени . Согласно модели
Кадина [5], нормальная составляющая силы разгрузки может быть выражена как

(2.7)

а контактная жесткость нормального компонента при разгрузке может быть рассчита-
на как

(2.8)

где  обозначает остаточную деформацию, которую можно получить с помощью

.  – индекс выгрузки в форме np = .
2.2. Анализ тангенциальной составляющей. Каттанео [30] и Миндлин [31] независимо

исследовали проблему контакта упругих неровностей под действием касательной си-
лы, которая показывает, что контакт имеет квазистатический переход от полного при-
липания к частичному скольжению. Радиус всей площади прилипания можно выра-
зить как

(2.9)

где  выражает радиус области контакта в упругой стадии или в упруго-идеально
пластической стадии.  – коэффициент трения в упругой стадии или в упруго-иде-
ально пластической стадии. Чтобы упростить сложную контактную задачу, случай
полного прилипания учитывается только в упругой стадии, а случай частичного
скольжения рассматривается только в упруго-идеально пластической стадии.

2.2.1. Случай полного прилипания (нагружение). Как упоминалось выше, проскальзы-
вание  включает статическое и динамическое проскальзывания  =
= . Неровность находится в стадии нагружения в промежутке времени

. Как показано на рис. 2, в упругой стадии в основном наблюдает-
ся состояние полного прилипания.

Согласно модели Эритена [32] касательная составляющая силы в состоянии прили-
пания может быть выражена как

(2.10)

= δ − +1.27* *1.32( 1) 1inp bfF

= = δ −
δ

0.27*
* *1.6764( 1)

*
inp

inp bf

bf

dF
K

d

π ω ≤ ≤ π ω(2 ) 3 (2 )t

 δ − δ
 =
 δ − δ 

_ _
* *

* *
* *

pn

bf r
inp m inp m

bm r

F F

 − δ
 


δ
= =

− δ − δ δδ δ
_ _

_
* * * *

*
* * * * *

p

inp un inp m bf r
inp un

bf bf

n

r bf r

p

m

dF F

d

n
K

δ*r
− −δ = δ − δ − δ0.28 0.691 ( ) )(* * * *( 1 ( ) )r bfm bfm bfm pn

−δ 0.0331*1.5( )bfm

τ
 
 = −
 μ 

1 3

( , )
( , ) ( , )

( , ) ( , )

*
* * 1

*
i e p

i e p i e p

e p in e p

F
c r

F

( , )*i e pr

μ( , )e p

ζ*b ζ = ζ + ζ* * *b bs bd

ζ + ζ ω* * sin( )bs bdm t

−π ω ≤ ≤ π ω(2 ) (2 )t

τ = ζ3* * *
2i e b ieF r



126 ГАО и др.

Рис. 2. Упругое полупространство под действием нормальной сосредоточенной силы.
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(2.11)

где  – радиус контактной площади в упругой стадии, который можно рассчитать по
формуле

2.2.2. Случай полного прилипания (разгрузка). Неровность находится в стадии раз-
грузки для промежутка времени . Касательная составляющая раз-
гружающего усилия равна касательной составляющей нагружающего усилия, по-
скольку верхняя и нижняя неровности находятся в состоянии полного прилипания,
тогда жесткость касательного контакта при разгрузке также равна жесткости касатель-
ного контакта нагружения.

2.2.3. Состояние частичного скольжения (нагружение). На стадии упругой идеально
пластической деформации в основном присутствует состояние частичного скольже-
ния. Согласно модели Эритена [32], тангенциальная составляющая силы в состоянии
частичного скольжения может быть получена как

(2.12)

а контактная жесткость касательной компоненты в состоянии частичного скольжения
может быть рассчитана по формуле

(2.13)
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где  можно получить с помощью модели BKE [33], которая равна μp =

0.27 .
2.2.4. Состояние частичного скольжения (разгрузка). Согласно модели Эритена [32],

касательная составляющая силы разгрузки в состоянии частичного скольжения может
быть выражена как

(2.14)

и контактная жесткость касательной компоненты разгружающего усилия в состоянии
частичного скольжения может быть получена с помощью

(2.15)

2.3. Анализ горизонтальной компоненты. Контакт неровностей имеет тот же меха-
низм проскальзывания, что и механизм касательного проскальзывания (включая при-
липание и проскальзывание) в направлении горизонтальной составляющей. Для
краткости подробное описание процессов здесь опущено.

2.4. Нормальная результирующая сила и жесткость. В разделах 2.1 и 2.2 нормальная
и касательная составляющие анализируются на упругой и упруго-идеально пластиче-
ской стадиях соответственно. Тогда могут быть легко получены нормальные результи-
рующие сила и жесткость в упругих и упруго-идеально пластических стадиях.

2.4.1. Упругая стадия (нагружение). Нормальная результирующая сила может быть
получена как

(2.16)

где  – безразмерное горизонтальное проскальзывание.
Результирующую контактную жесткость можно рассчитать по формуле

(2.17)

2.4.2. Упругая стадия (разгрузка). Результирующие сила и жесткость при разгрузке
такие же, как результирующие сила и жесткость при нагрузке, потому что в упругой
стадии нет ни пластической деформации, ни частичного скольжения.

2.4.3. Упруго-идеально-пластическая стадия (нагружение). Нормальная результиру-
ющая сила в упруго-идеально пластической стадии может быть выражена как

(2.18)

Результирующую контактную жесткость можно рассчитать по формуле

(2.19)
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2.4.4. Упруго-идеально пластическая стадия (разгрузка). На этапе разгрузки нормаль-
ная результирующие разгружающие усилие может быть выражена как

(2.20)

а результирующая контактная жесткость при разгрузке может быть получена через

(2.21)

3. Анализ деформации контактной неровности. Большинство неровностей плотно
контактируют, когда две шероховатые поверхности соприкасаются под действием
нормальной силы, и между соседними неровностями на одной и той же шероховатой
поверхности происходит взаимодействие. Предполагается, что каждая контактирую-
щая неровность независимо деформируется в классических моделях GW [2], CEB [3],
ZMC [34], KE [4], JG [6,7] и т. д. Однако взаимодействие соседних неровностей как
сплошного деформируемого твердого тела неизбежно, поскольку все неровности со-
единены общим материалом подложки. Чжао и др. [34] и Дженг и др. [35], соответ-
ственно, изучали взаимодействие между соседними неровностями, используя прин-
цип Сен-Венана [36] и формулу Лява [37], но эти модели основаны на предположении
контакта гладкой жесткой плоскости, контактирующей с эквивалентной шероховатой
поверхностью, что привело к тому, что все неровности соприкасаются на вершинах.
Тогда пренебрегают влиянием наклонной контактной силы на взаимодействие сосед-
них неровностей. Чтобы устранить этот недостаток, в этом разделе была предложена
улучшенная модель взаимодействия соседних неровностей. Когда две шероховатые
поверхности контактируют под действием нормальной силы, микроконтактная де-
формация между двумя шероховатыми поверхностями в основном включает деформа-
цию контактирующих неровностей, деформацию основного материала и деформацию
взаимодействия между соседними неровностями.

3.1. Деформация плотного контакта неровностей. Нормальная деформация, не
включающая деформацию взаимодействия, может быть выражена как

(3.1)

где Rt – сумма радиусов верхней и нижней неровностей формы . Расстоя-
ние между верхней и нижней неровностями можно получить как . Тогда
уравнение (3.1) можно преобразовать к виду

(3.2)

Согласно уравнению (3.2), можно сделать выводы: деформация контактной неров-
ности равна  когда контактный угол равен нулю, что является дефор-
мацией жесткой гладкой плоскости, контактирующей с эквивалентной шероховатой
поверхностью, и совпадает с деформацией модели GW, модели CEB и модели KKE.

Член  – деформация, вызванная плотным контактом неровностей. Таким об-
разом, контакт вершины к вершине является частным случаем, когда угол контакта
равен нулю.

3.2. Деформация основного материала. Основной материал контактирующих неров-
ностей можно принять как упругое полупространство под действием нормальной со-
средоточенной силы, как показано на рис. 2. Здесь  – сосредоточенная сила, т.е.
нормальная контактная сила неровностей; a – радиус области деформации основного
материала на дне контактирующей неровности;  – координаты произвольной
точки M в направлениях оси x и оси z соответственно;  – расстояние между точкой

M и началом координат , .
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Деформация материала основания может быть получена при z = 0 и  согласно
модели Буссинеска

(3.3)

где r – радиус контактной площади неровности  в форме ;  – нормальная
контактная сила контактной неровности ;  – нормальное контактное давле-
ние на неровность. Уравнение (3.3) можно преобразовать

(3.4)

3.3. Деформация взаимодействия между соседними неровностями. Область деформа-
ции основного материала каждой контактирующей неровности можно принять как
круговую область с радиусом a. Если в области деформации двух соседних неровно-
стей есть пересекающиеся части, то две соседние неровности взаимодействуют, в про-
тивном случае взаимодействие отсутствует. Согласно уравнению (3.4), деформация
взаимодействия соседних неровностей может быть получена как

(3.5)

где a – радиус области деформации материала основания , в форме ;  –
нормальные контактные силы на прилегающей части контактной неровности

;  – контактное давление на соседнюю неровность. Нижним индексом 
обозначена соседняя неровность. Тогда деформацию, вызванную прилегающей не-
ровностью, можно выразить согласно

(3.6)

Согласно принципу Сен-Венана, если силы, действующие на небольшую часть по-
верхности упругого тела, заменяются другой статически эквивалентной системой сил,
действующих на ту же часть поверхности, это перераспределение нагрузки вызывает
существенные изменения в локальном напряжении, но оказывает незначительное
влияние на напряжения вдали от контакта на расстоянии, которое велико по сравне-
нию с линейными размерами поверхности, на которой изменяются силы. Однако по-
ка это строго не доказано. Чтобы полностью учесть взаимодействие между соседними
неровностями, разумно предположить, что  в соответствии с принципом Сен-
Венана, тогда уравнение (3.6) можно преобразовать в

(3.7)

Полную деформацию контактной неровности можно получить как

(3.8)

Аналогичным образом предполагается, что, согласно принципу Сен-Венана, по-
верхностное давление и площадь контакта соседних неровностей равны  и
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 соответственно. Полная деформация неровностей с учетом плотного кон-
такта и взаимодействия неровностей может быть получена согласно

(3.9)

Согласно уравнению (3.9) можно получить, что сумма основной деформации мате-
риала и деформации взаимодействия равна  когда коэффициент
Пуассона материала равен 0.23. Коэффициент 1.05 отличается от значения 0.96, дан-
ного моделью Чавареллы [19], потому что модель Чавареллы предполагает, что мате-
риал основания с контактирующими неровностями несет равномерное давление, в то
время как предлагаемая модель предполагает, что материал основания находится под
сосредоточенной нагрузкой.

Преобразуя уравнение (3.9) к безразмерному виду в форме

(3.10)

где , , , , , . σ – стандарт-
ное отклонение распределения высот поверхности, может быть получено с помощью

;  – поверхностная плотность неровностей;  пред-
ставляет собой стандартное отклонение высоты неровностей.

4. Анализ анизотропии на границе раздела. Поверхности, обработанные токарной об-
работкой, обточкой или шлифованием, имеют ориентацию, соответствующую на-
правлению движения режущих инструментов относительно заготовок, и потому необ-
ходимо использовать модель анизотропных шероховатых поверхностей. Текстура ше-
роховатой поверхности изучалась многими учеными [1, 22–29] на основе
статистического подхода для выявления контактных характеристик анизотропных
шероховатых поверхностей. Однако эти методы очень сложны. Кроме того, для меж-
фазной контактной анизотропии не определено, когда происходит контакт двух ани-
зотропных шероховатых поверхностей. Чтобы упростить проблему анизотропии и
точно выявить характеристики межфазного контакта, предлагается улучшенная ани-
зотропная межфазная модель в соответствии с моделями Мисры [38, 39]. Высота не-
ровностей, азимутальные углы неровностей и азимутальные углы неровностей обла-
сти контакта являются основными параметрами, влияющими на контактные характе-
ристики при взаимодействии двух шероховатых поверхностей.

4.1. Распределение высот неровностей. Согласно модели GW [2], модели GT [21], мо-
дели Буша [1], модели Наяка [24, 25] и модели Маккула [26], высота неровностей об-
работанной поверхности соответствует распределению Гаусса со стандартным откло-
нением , самые высокие и самые короткие неровности разделены с приблизитель-
ным расстоянием . Можно предположить, что на номинальной поверхности
контакта  имеется неровность , а среднее расстояние между двумя шероховатыми
поверхностями при заданных нагрузках принимается равным d. z – высота неровно-
стей, отсчитываемая от средней высоты неровностей. Количество контактирующих
неровностей можно прогнозировать с помощью
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Рис. 3. Распределение вероятностей высот неровностей
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где  – функция распределения Гаусса, которую можно записать как

(4.2)

На рис. 3 показано распределение вероятностей высот неровностей согласно урав-
нению (4.2), которое интуитивно показывает их взаимосвязь. Влияние стандартного
отклонения высоты неровностей  на распределение вероятностей показано на
рис. 4.

Мы можем видеть, что поверхность с меньшим  имеет более концентрированные
высоты неровностей в соответствии с рис. 3, что означает, что поверхность более глад-
кая. Поверхность становится более шероховатой с увеличением стандартного откло-
нения высоты неровностей .
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Рис. 4. Распределение вероятности контактных (азимутальных) углов неровностей: (a) поведение ,

(b) поведение .
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4.2. Распределение контактного (азимутального) угла неровностей. Плотный контакт
неровностей в основном зависит от контактного угла неровностей, в то время как од-
нородность азимутального угла контакта определяет степень анизотропии межфазно-
го контакта. Для описания распределения контактных (азимутальных) углов может
быть использовано разложение смещенных сферических гармоник в сферических по-
лярных координатах как функция плотности вероятности [38, 39], совместная функ-
ция плотности вероятности краевых углов и контактных азимутальных углов задается
согласно

(4.3)

где ϕ – контактный угол неровности, с диапазоном значений в диапазоне ;
 – константа ( ), которая описывает величину краевых углов неровностей;  –

азимутальный угол контакта с неровностями, с диапазоном значений ; c

определяет форму распределения углов смачивания неровностей, которая находится в
диапазоне ;  определяет форму распределения азимутальных углов контак-
та неровностей, а диапазон ее значений находится в диапазоне .

Совместная функция плотности вероятности контактных углов неровностей и кон-
тактных азимутальных углов неровностей удовлетворяет уравнению (4.4).

(4.4)

Тогда  можно представить как количество неровностей контакта
в течение , которые можно выразить как

(4.5)

Математическое ожидание контактных углов неровностей может быть получено с
помощью

(4.6)
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Стандартная дисперсия углов контактной неровности может быть получена следу-
ющим образом:

(4.7)

Точно так же математическое ожидание контактных азимутальных углов неровно-
стей равно

(4.8)

Стандартная дисперсия контактных азимутальных углов неровностей

(4.9)

Чтобы выявить влияние контактных углов неровностей и контактных азимуталь-
ных углов неровностей, в соответствии с уравнениями (4.3)–(4.9) были построены
графики функции плотности вероятности для различных  и , которые приведены
на рис. 4. На рис. 4, а показано влияние  на совместную функцию плотности веро-
ятности. Можно обнаружить, что область контакта с большим  имеет более дис-
кретное распределение углов контакта неровностей, что означает, что степень согла-
сования между неровностями на границе раздела хуже. Напротив, краевые углы не-
ровностей более концентрированные, что означает, что степень согласования между
двумя шероховатыми поверхностями лучше. На рис. 4, b показано влияние  на сов-
местную функцию плотности вероятности. Мы можем обнаружить, что контактные
азимутальные углы неровностей становятся более дискретными с увеличением , что
означает, что контактная поверхность имеет тенденцию быть более изотропной. В
противном случае область контакта имеет тенденцию быть более анизотропной.

5. Статистическая модель границы раздела. 5.1. Диссипация межфазной энергии. Нор-
мальное контактное усилие нагружения может быть рассчитано с помощью контакт-
ного анализа неровностей в соответствии со статистической теорией следующим об-
разом:

(5.1)

а нормальная контактная компонента нагружающего усилия может быть получена
следующим образом:

(5.2)
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где  – критическая деформация в направлении оси z, которую можно получить с
помощью ;  – минимальное безразмерное расстояние между дву-
мя шероховатыми поверхностями;  – межфазная остаточная деформация, которая мо-

жет быть выражена как  + 
согласно модели KKE [5].

Диссипация межфазной энергии во время цикла может быть выражена формулой

(5.3)

где  – максимальная деформация в направлении оси z, которая может быть полу-
чена согласно уравнению (3.10).

5.2. Нормальная средняя динамическая контактная жесткость. Нормальную кон-
тактную жесткость на этапе нагружения можно рассчитать по формуле

(5.4)

а нормальная контактная жесткость на этапе разгрузки может быть получена с помо-
щью

(5.5)

Нормальная средняя динамическая контактная жесткость во время цикла может
быть рассчитана следующим образом:

(5.6)

5.3. Эквивалентное демпфирование вязкого контакта. Систему стыковых поверхно-
стей станка можно рассматривать как систему с одной степенью свободы с вязким
демпфированием. Безразмерное эквивалентное демпфирование вязкого контакта 
можно рассчитать по формуле

(5.7)

6. Эксперименты по моделированию. Чтобы выявить влияние топографии поверхно-
сти и свойств материала на межфазную контактную жесткость и демпфирование кон-
такта, было проведено моделирование со следующими параметрами.

Нормальный статический средний интервал и амплитуда динамического среднего
расстояния между двумя шероховатыми поверхностями равны  и  со-

ответственно. Частота вибрации f = 100 Гц. Модуль Юнга  Па;
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Таблица 1. Топографические параметры поверхности и показатели пластичности

Показатели пластичности 

0.4 7.4 × 10–5 0.0296
0.5 8.41 × 10–5 0.0336
0.6 9.6 × 10–5 0.0384
0.7 1.11 × 10–4 0.0444

ψ σz R β = ησzR
твердость по Бринеллю  Па; коэффициент Пуассона . Кроме

того, номинальная площадь контакта принимается равной . Диапазон
значений индекса пластичности от 0.5 до 2.5 был рассчитан из соответствующих зна-

чений  и  согласно следующему определению [3]: (1 –
‒3.717 × 10–4/β2)1/4, а индекс пластичности в диапазоне от 0.4 до 0.7 приведен в табли-
це 1. Коэффициент среднего контактного давления  принят равным 0.8. Из уравне-
ния показателя пластичности видно, что показатель пластичности в первую очередь
зависит от топографии поверхности и свойств материала. Более гладкие и твердые по-
верхности имеют более низкие показатели пластичности.

В табл. 1  – стандартное отклонение высоты поверхности,  – поверхностная
плотность неровностей и  – радиус кривизны неровностей.

6.1. Эксперименты по моделированию межфазной нормальной контактной силы. На
рис. 5, а показана зависимость между безразмерной нормальной контактной силой на
границе раздела F* и стандартной дисперсией углов контактной неровности . Нор-
мальная контактная сила F* постепенно нелинейно уменьшается с увеличением ,
потому что область контакта с большим  имеет плохую степень согласования между
неровностями на границе области.

Рисунок 5, b показывает влияние стандартной дисперсии  контактных азиму-
тальных углов неровностей на нормальную контактную силу F*, которая косвенно от-
ражает влияние межфазной контактной анизотропии на нормальную контактную си-

= × 92 10H = =v v1 2 0.29
−= × 5 23 10nA m

β σ /z R ( ) ( )ψ = π σ 1/22 /1.5 /zE kH R

k

σ η
R

ϕσ
ϕσ

ϕσ

θσ
Рис. 5. Влияние стандартной дисперсии неровностей контактных (азимутальных) углов на нормальную

контактную силу (а) и на  (b).
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Рис. 6. Влияние стандартной дисперсии контактных (азимутальных) углов неровностей на нормальное рас-

сеивание контактной энергии: влияние (a) , (b) влияние .
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лу F*. Нормальная контактная сила F* постепенно уменьшается с увеличением , т.е.
нормальная контактная сила постепенно уменьшается по мере того, как область кон-
такта становится более изотропной. Причина в том, что контактные силы неровно-
стей становятся более дискретными с увеличением . Нормальная контактная сила
F* с более высоким показателем пластичности  имеет меньшее значение, потому что
шероховатая поверхность с более высоким показателем пластичности представляет
собой более грубую или более мягкую поверхность. Следовательно, деформации не-
ровностей имеют преимущественно пластический характер. И наоборот, более глад-
кие и более твердые поверхности имеют более низкие показатели пластичности ,
нормальное контактное усилие между двумя шероховатыми поверхностями больше.

6.2. Эксперименты по моделированию диссипации энергии нормального контакта. На
рис. 6 , а показана зависимость между диссипацией энергии нормального контакта 
и стандартной дисперсией углов контакта неровностей . Диссипация нормальной
контактной энергии нелинейно уменьшается с увеличением , потому что количе-
ство контактных неровностей уменьшается с увеличением , так что нормальная
контактная диссипация энергии уменьшается.

На рис. 6, b показано соотношение между нормальным рассеиванием энергии кон-
такта  и стандартными отклонениями азимутальных углов неровностей контакта

. Нормальная контактная диссипация энергии  уменьшается по мере того, как
область контакта становится более изотропной, потому что нормальная контактная
сила неровности изотропной границы раздела более дискретна по сравнению с анизо-
тропной границей раздела, так что нормальная контактная диссипация энергии
уменьшается. Диссипация контактной энергии  с более высоким показателем
пластичности  имеет большее значение, потому что площадь петли гистерезиса
нагрузки и разгрузки контактной силы больше с более высоким показателем пла-
стичности .

6.3. Эксперименты по моделированию нормальной контактной жесткости. На рис. 7, а
показана зависимость между нормальной контактной жесткостью  и стандартной
дисперсией краевого угла неровности . Нормальная контактная жесткость  нели-
нейно уменьшается с увеличением , потому что количество контактных неровно-
стей уменьшается с увеличением , так что нормальная контактная жесткость умень-
шается.
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Рис. 7. Влияние стандартной дисперсии контактных (азимутальных) углов неровностей на нормальную

контактную жесткость: влияние (a) , (b) влияние .
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На рис. 7, b показано влияние стандартных отклонений контактных азимутальных
углов неровностей  на нормальную контактную жесткость . Нормальная кон-
тактная жесткость на поверхности раздела уменьшается линейно с увеличением стан-
дартной дисперсии азимутальных углов контакта неровностей , т.е. нормальная
контактная жесткость линейно уменьшается с увеличением границы раздела, как пра-
вило, более изотропной. Причина в том, что с увеличением  контактная сила неров-
ностей становится более дискретной. Нормальная контактная жесткость  с более
низким показателем пластичности  имеет большее значение, потому что более глад-
кие и более твердые поверхности имеют более низкие показатели пластичности ,
нормальная контактная жесткость больше между двумя шероховатыми поверхностя-
ми. Следовательно, деформации неровностей в основном имеют упругий характер.

6.4. Эксперименты по моделированию нормального контактного демпфирования. На
рис. 8, а показана зависимость между демпфированием нормального контакта  и
стандартной дисперсией углов контакта неровностей . Демпфирование нормально-
го контакта нелинейно увеличивается с увеличением , потому что степень согласо-
вания между неровностями на границе раздела хуже с увеличением . Рис. 8, b пока-
зывает влияние стандартных отклонений азимута контакта неровностей  на демп-
фирование нормального контакта . Демпфирование нормального контакта
постепенно увеличивается с увеличением , т.е. увеличение демпфирования нор-
мального контакта с границей раздела имеет тенденцию быть более изотропным.
Причина в том, что контактная сила неровностей становится более дискретной с уве-
личением , что вызывает уменьшение деформации неровностей, и уменьшение гра-
диента скорости деформации неровностей больше, чем уменьшение градиента скоро-
сти диссипации энергии. Тогда эквивалентное вязкое демпфирование увеличивается
с увеличением . Нормальное контактное демпфирование  с более высоким пока-
зателем пластичности  имеет большее значение, потому что шероховатая поверх-
ность с более высоким показателем пластичности  более мягкая и шершавая, дефор-
мации контактной шероховатости в основном имеют пластический характер.

6.5. Сравнение с эквивалентными контактными моделями. При , ,
, f = 100 и  были выявлены отношения между нормальной контактной

силой F*, диссипацией контактной энергии , контактной жесткостью  и демп-
фированием ; результаты, полученные при помощи предлагаемой модели, были
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Рис. 8. Влияние стандартной дисперсии неровностей контактных (азимутальных) углов на нормальное кон-

тактное демпфирование: влияние (a) , (b) влияние .
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сравнены с традиционными контактными моделями. Следует отметить, что классиче-
ские эквивалентные модели контактов не вычисляют диссипацию энергии межфазно-
го контакта, жесткость контакта и демпфирование контакта, поэтому эти результаты
рассчитываются системой с одной степенью свободы с вязким демпфированием, ко-
торые аналогичны предлагаемой модели. На рис. 9, а показано сравнение нормальных
контактных сил F* между предлагаемой моделью и классическими эквивалентными
моделями контакта. Нормальная контактная сила предложенной модели больше, чем
контактная сила модели JG, но меньше, чем контактная сила модели Etsion [4], моде-
ли CEB и модели SF, потому что предлагаемая модель учитывает эффект контакта не-
ровностей плечом к плечу и влияние взаимодействия неровностей. Плотный контакт
неровностей приведет к уменьшению нормальной контактной силы из-за бокового
контакта неровностей, а взаимодействие неровностей приведет к увеличению нор-
мальной контактной силы в соответствии с моделью ZMC. На рис. 9 (b) приведено
сравнение диссипации энергии нормального контакта между предлагаемой моделью
и эквивалентными моделями контактов. Диссипация контактной энергии в предло-
женной модели больше, чем в других, что правдоподобно, поскольку классические
модели не учитывают скольжение–прилипание и взаимодействие между неровностя-
ми.

На рис. 9, c сравнивается контактная жесткость предложенной модели с жестко-
стью некоторых традиционных моделей. Из графиков видно, что жесткость предлага-
емой модели меньше жесткости некоторых традиционных моделей, что можно объяс-
нить эффектом плотного контакта неровностей и взаимодействием между соседними
неровностями. На рис. 9, d сравнивается модель нормального контакта предложенной
модели с некоторыми классическими моделями, и показано, что демпфирование нор-
мального контакта предложенной модели больше, чем демпфирование других моде-
лей. В предложенную модель включена диссипация энергии трения плотного контак-
та, которая не рассматривается в других моделях.

7. Заключение. Предложена физическая модель, описывающая контактную жест-
кость и демпфирование между анизотропными шероховатыми поверхностями, кото-
рая включает плотный контакт и взаимодействие соседних неровностей. С использо-
ванием статистических методов исследована нормальная контактная жесткость и
демпфирование при задании параметров контакта  и . Проанализировано влия-ϕσ θσ
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Рис. 9. Сравнение с эквивалентной контактной моделью: (а) нормальные контактные силы, (b) диссипации
энергии нормального контакта, (c) нормальная контактная жесткость, (d) демпфирование нормального
контакта.
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4.3
ние контактных параметров  и  на поведение межфазного контакта. На основа-
нии проведенного исследования были сделаны следующие выводы:

(1) Межфазная контактная сила, диссипация контактной энергии и контактная
жесткость в нормальном направлении нелинейно уменьшаются с увеличением стан-
дартной дисперсии контактных углов неровностей и линейно уменьшаются с увеличе-
нием стандартной дисперсии контактных азимутальных углов неровностей. Такое по-
ведение указывает на то, что нормальная несущая способность области контакта мо-
жет быть улучшена за счет улучшения состояния контакта и увеличения анизотропии
межфазного контакта.

(2) Демпфирование межфазного нормального контакта увеличивается нелинейно с
увеличением стандартной дисперсии углов контакта неровностей и увеличением
стандартной дисперсии контактных азимутальных углов неровностей. Можно сделать
вывод, что степень согласования и анизотропия между поверхностями контакта имеет
большое влияние на демпфирование нормального контакта на границе раздела, а
демпфирование нормального контакта можно улучшить, отрегулировав степень со-
гласования и анизотропию контакта. В работе решена контактная задача о взаимодей-
ствии между анизотропными шероховатыми поверхностями с использованием стати-
стического метода в некоторой степени и выявлено влияние контактных углов неров-
ностей и контактных азимутальных углов на нормальную контактную силу,
нормальную контактную жесткость и демпфирование нормального контакта.

(3) Контактные шероховатые поверхности с более высоким показателем пластич-
ности имеют меньшее нормальное контактное усилие и контактную жесткость, но

ϕσ θσ
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имеют большее рассеивание нормальной контактной энергии и контактное демпфи-
рование.
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