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В статье приводятся обобщения понятий векторного и смешанного произведения и
указана их связь с фундаментальным ориентирующим скаляром, необходимых для
построения алгебраической теории Гамильтона–Кэли в случае пространства произ-
вольной заданной размерности n в псевдотензорном случае. В известных литератур-
ных источниках, касающихся механики деформируемого твердого тела, обычно рас-
сматривается случай трехмерного пространства. Проведено доказательство теоремы
Гамильтона–Кэли в псевдотензорной формулировке. Вес псевдотензора предполага-
ется целым числом. Примерами здесь служат тензоры микрополярной теории упруго-
сти, в частности, гемитропной микрополярной упругости. Обсуждаются уравнения
динамики гемитропного микрополярного континуума в терминах псевдотензоров.
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Вводные замечания. Модель гемитропной микрополярной теории упругости широ-
ко используется при моделировании био-, нано- и метаметриалов, например в меха-
нике сотовых конструкций (honeycomb structures), [1–3]. Одной из особенностей ге-
митропных материалов является существование зеркальных мод при распростране-
нии гармонических волн, что объясняется их чувствительностью к изменению
ориентации пространства (зеркальным отражениям и инверсиям пространства). Сле-
дует отметить, что подавляющее большинство работ, посвященных этим исследова-
ниям, обходят стороной вопросы применения псевдотензоров при описании гемит-
ропных континуумов, несмотря на достаточную проработанность аппарата алгебры
псевдотензоров [4–8]. Отметим, что построение определяющего упругого потенциала
для гемитропного континуума возможно исключительно при использовании псевдо-
тензорных формулировок, и только после этого возможен корректный переход к абсо-
лютным тензорам и вывод уравнений микрополярной теории. Еще одним существен-
ным аспектом является необходимость согласовывать баланс весов во всех уравнениях
теории, особенно при использовании символов перестановок, которые можно тракто-
вать одновременно как псевдотензоры весов +1 и –1.

Многочисленные руководства по тензорному анализу чаще всего обходят стороной
вопросы, связанные с алгеброй псевдотензоров [9]. Ранее, в работах авторов [10–12]
обсуждались вопросы применения алгебры псевдотензоров в трехмерном простран-
стве к задачам механики растущих тел и микрополярной теории упругости. В настоя-
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щей работе рассматривается более общий случай n-мерного евклидова пространства.
Введены понятия фундаментального ориентирующего псевдоскаляра, косого и век-
торного произведений. Приводится доказательство известной алгебраической теоре-
мы Гамильтона–Кэли в терминах псевдотензоров в n-мерном евклидовом простран-
стве. Следует отметить, что указанная теорема занимает центральное место в теории
определяющих уравнений механики. Рассмотрены вопросы применения алгебры
псевдотензоров при построении моделей гемитропного микрополярного тела. Опре-
делены веса основных тензоров, с которыми приходится сталкиваться в механике ге-
митропной микрополярной среды, в том числе определяющих псевдоскаляров. При-
ведены уравнения динамики гемитропного микрополярного континуума в терминах
перемещений и микровращений в псевдотензорной формулировке.

1. Определение и основные формулы алгебры псевдотензоров. Рассмотрим в n-мер-

ном пространстве две системы координат xk и  ( ). Преобразование от-
носительного тензора веса  (псевдотензора веса ) от системы координат xk к но-

вой системе координат  осуществляется по закону [13, 14]

(1.1)

где

Здесь черта сверху указывает на значение величины в новой системе координат 
( ),  – якобиан преобразования, W – вес псевдотензора. Отметим, что за-
кон преобразования псевдотензоров отличается от закона преобразования абсолют-

ных тензоров дополнительным множителем . W – целое число, так как в против-

ном случае значение  не будет однозначным.
Для псевдотензоров справедливы следующие утверждения:
1. Сумма двух псевдотензоров одинаковой валентности и веса будет псевдотензо-

ром той же валентности и веса

2. Тензорное произведение псевдотензоров (возможно, различных валентностей)
дает псевдотензор с итоговым весом, равным сумме весов сомножителей

3. Результатом свертки псевдотензора будет псевдотензор того же веса. В том числе,
полная свертка псевдотензора веса W будет псевдоскаляром того же веса.

2. Фундаментальный ориентирующий псевдоскаляр в n-мерном пространстве. Фунда-
ментальным понятием многомерной геометрии является относительный ковариант-
ный n-вектор (антисимметричный псевдотензор валентности n с компонентами 
[4, 15]) веса –1, с единственной существенной компонентой

Относительный контравариантный n-вектор  задается аналогично, но имеет проти-

воположный вес +1. Тензоры  и  называются также символами перестановок.
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Свертка антисимметричного тензора  с  абсолютными векторами 

(2.1)

где ,  – псевдоскаляр веса +1, называется косым произведением
и обозначается

(2.2)

При положительном значении косого произведения (2.1) систему n векторов назы-
вают правой, а при отрицательном – левой. Косое произведение абсолютных векто-
ров является абсолютным скаляром.

Значение косого произведения (2.1) может быть вычислено в детерминантной форме

(2.3)

Если свернуть антисимметричный тензор  с  абсолютными векторами
, то получим абсолютный вектор

(2.4)

который называется векторным произведением указанных векторов.

При свертке  абсолютного вектора  с антисимметричным относи-

тельным тензором  получим ковариантный псевдовектор веса –1

(2.5)

Косое и векторное произведения связаны соотношением

(2.6)

Если в качестве системы векторов  принять векторы ковариантного базиса

, в n-мерном пространстве, то на основании (4) находим

(2.7)

поскольку , что позволяет назвать e фундаментальным ориентирующим
псевдоскаляром и разделить правые и левые локальные базисные системы.
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(2.8)

Откуда следует, что g является псевдоскаляром веса +2, а также  для право-
ориентированного базиса и  для левориентированного базиса.

В трехмерном пространстве e определяется смешанным произведением базисных
векторов

(2.9)

а фундаментального ориентирующего псевдоскаляра отрицательного веса –1 есть

(2.10)

Отметим, что фундаментальный ориентирующий псевдоскаляр позволяет легко
преобразовывать псевдотензоры в абсолютные тензоры. Введем тензор T согласно

(2.11)

Подсчитывая баланс весов, приходим к заключению о том, что T является абсолют-
ным тензором, а соотношение (2.11) позволяет легко преобразовать полином Гамиль-
тона–Кэли к псевдотензорной форме [11].

3. Уравнение Гамильтона–Кэли для псевдотензора второго ранга. Рассмотрим псевдо-
тензор второй валентности (псевдоаффинор), заданный своими смешанными компо-

нентами  ( ), веса W в n-мерном пространстве. Простейшим псевдоинва-

риантом веса [W] псевдоаффинора  является его псевдослед (имеющий вес W)

(3.1)

С помощью псевдоследов степеней  можно определить систему псевдоинвари-

антов псевдоаффинора :

(3.2)
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(3.4)

Абсолютный тензор , называемый обобщенной дельтой Кронекера, опреде-
ляется в n-мерном пространстве для  согласно правилу

(3.5)

Несложно заметить, что в n-мерном пространстве

(3.6)

Псевдоинварианты  являются полиномами от , причем  входит

в них в первой степени. Верно и обратное утверждение: псевдоинварианты  опре-

деляются полиномиальной зависимостью от .

Псевдоинвариант , определенный формулой (3.4), вычисляется по формуле

(3.7)

и равен сумме слагаемых вида

(3.8)
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Аналогично можно показать, что псевдоинвариант  равен сумме всех главных

миноров k-го порядка определителя . В частности, .

Введем комитанты  псевдоаффинора , задающиеся согласно формуле [4]
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Комитанты  можно выразить через степени аффинора и псевдоинварианты 

( ). Так например, для  получим

(3.10)

Воспользуемся формулой

(3.11)

Заметим, что все слагаемые в правой части равенства (3.11), начиная с третьего слагае-

мого, равны второму слагаемому. Поэтому, равенство (3.11) с учетом определений 

и  можно записать в виде

(3.12)

Продолжая по индукции и вводя прямую тензорную запись, получим

(3.13)

При k = n правая часть равенства (3.9) содержит операцию альтернирования по n + 1
индексу и поэтому равна нулю, т.е.

(3.14)

Соотношение (3.14) означает справедливость уравнения Гамильтона–Кэли для псев-
дотензоров в случае n-мерного пространства1. Другое доказательство, приведенное в
[11] для случая трехмерного евклидова пространства, может быть также обобщено на
многомерный случай.

4. Гемитропное микрополярное тело. Линейная микрополярная теория гемитропного
тела корректно может быть развита только в терминах относительных тензоров. Из-
вестные из литературных источников формулировки теории гемитропного микропо-
лярного тела в терминах абсолютных тензоров корректно получаются только из псев-
дотензорных формулировок [10, 12], но ни в коем случае не наоборот. Приведем в

1 На самом деле, при выводе уравнения Гамильтона–Кэли нами не использовалось понятие евклидовой
метрики пространства, что означает справедливость уравнения (3.14) в случае произвольного n-мерного
пространства
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Таблица 1. Основные псевдотензоры микрополярной теории упругости

Терминологическое
обозначение

Корневое символьное 
обозначение Вес Преобразование к абсо-

лютному тензору

метрический тензор gij 0
фундаментальный тензор gij 0

детерминант метрического тензора g +2

тензор перестановок +1

тензор перестановок –1

фундаментальный
ориентирующий скаляр e +1

фундаментальный
ориентирующий скаляр –1

естественный элемент объема –1

инвариантный элемент объема 0

набла Гамильтона 0

вектор перемещений 0

ассимметричный тензор деформаций 0

тензор малых деформаций 0

вектор поверхностных сил 0

тензор силовых напряжений 0

объемные силы Xk 0

упругий потенциал 0

плотность ρ 0
вектор поверхностных моментов –1

тензор моментных напряжений –1

ассоциированный вектор
моментных напряжений μi 0

ассоциированный вектор
силовых напряжений –1

объемные моменты Yk –1

коэффициент микроинерции –2

+
=

[ 2]
2g e

εijk +
= ε

[ 1]
1

ijk
ijke

e
εijk

−
= ε

[ 1]

ijkijke e

+
=

[ 1]
e e

1
e

−−
=

1[ 1]
1e
e

τd −
= τ

[ 1]
dV e d

dV

∇i

ku

εij

ε = ε( )ij ij

= σk ik
it n

σik

8

⋅
⋅= μi

k i km n −
=

[ 1]

k km e m
⋅

⋅μi
k

−
⋅ ⋅

⋅ ⋅μ = μ
[ 1]

i i
k ke

τk
−

τ = τ
[ 1]

kk e
−

=
[ 1]

kkY e Y
ℑ −

ℑ = ℑ
[ 2]

2e
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тензор микроповоротов 0

вектор микровращений +1

тензор деформации изгиба–кручения +1

сопутствующий вектор
деформации изгиба–кручения 0

Терминологическое
обозначение

Корневое символьное 
обозначение Вес Преобразование к абсо-

лютному тензору

Ωik

φi +
φ = φ

[ 1]
1i i
e

⋅
⋅κ s

i
+

⋅ ⋅
⋅⋅κ = κ

[ 1]
1s s

ii e

κi

Таблица 1. Окончание
табл. 1 основные псевдотензорные величины теории микрополярной упругости с ука-
занием их веса.

Следуя обозначениям, принятым в работах [12, 16], уравнения динамики микропо-
лярного тела можно принять в виде

(4.1)

(4.2)

В терминах перемещений и микровращений уравнения динамики (4.2) для гемит-
ропного микрополярного тела в псевдотензоной формулировке можно принять в виде
[12, 16]

(4.3)

Здесь  – упругий модуль сдвига;  – коэффициент Пуассона;  – характерная

длина микрополярной теории; , , c3, c4, c5, c6 – определяющие микрополярные
псевдоскаляры. Во втором уравнении существенно используется формула

(4.4)

Заключение. В статье приведены обобщения понятий векторного и смешанного
произведения и указана их связь с фундаментальным ориентирующим скаляром в
случае евклидова пространства заданной размерности n.

1. Доказательство теоремы Гамильтона–Кэли проведено в терминах псевдотензо-
ров в n-мерном пространстве.

⋅⋅∇ σ = ρ∂ik k
i u

− − − +
⋅ ⋅
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[ 1] [ 1] [ 2] [ 1]

2i i k
ki k

− −
−

− + − + − +

⋅⋅

− − + + + +
− −

−
−

+ ∇ ∇ + − + ν − ν ∇ ∇ +
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2. Обсуждаются возможные применения алгебры псевдотензоров в механике
сплошных сред.

3. Приведены веса основных псевдотензорных величин теории гемитропного мик-
рополярного континуума.

4. Приводятся уравнения динамики гемитропного микрополярного континуума в
терминах псевдотензоров.

Благодарности. Работа выполнена в рамках государственного задания (№ госреги-
страции АААА-А20-120011690132-4) и при поддержке Российского фонда фундамен-
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