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Строится решение связной термомеханической краевой задачи теории больших де-
формаций одновременно учитывающей интенсивное деформирование упруговязко-
пластического материала и его разогрев за счет такого деформирования и присте-
ночного трения. Рассчитываются условия возникновения и развития вязкопласти-
ческого течения в материале цилиндрического слоя, заключенного между жесткими
поверхностями, одна из которых имеет возможность поворачиваться под действием
меняющейся задаваемой нагрузки относительно оси вискозиметра. На всех стадиях
процесса от его начала до остановки рассчитываются напряженно-деформирован-
ное состояние и распределения температуры в областях течения и обратимого де-
формирования, включая остановку течения, разгрузку и остывание с расчетом оста-
точных напряжений и деформаций. Предел текучести полагается зависимым от тем-
пературы.
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1. Введение. Для жесткопластического анализа [1] одномерная задача о вязкопла-
стическом течении материала в цилиндрическом вискозиметре является тестовой [2, 3].
В такой постановке принципиально нелинейной математической модели деформиро-
вания упрощения в математическом аппарате достигаются допущением о недеформи-
руемости материала жестких продвигающихся ядер и застойных зон. Такие области
деформируемого тела могут изменяться только за счет изменения своих границ [4–6].
Данное допущение совершенно исключает консервативную составляющую процесса
деформирования, оставляя его исключительно диссипативным. Учет же консерватив-
ной части процесса требует модельного учета упругих свойств деформируемого мате-
риала, то есть допущения упругого деформирования материла в застойных зонах и
продвигающихся ядрах. В таком случае задача о вискозиметрическом вязкопластиче-
ском течении предстает в качестве одномерной задачи теории больших деформаций
упруговязкопластических материалов [7–13]. В части постановок и решений краевых
задач данной теории особенно удобным оказался подход, основанный на формализме
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неравновесной термодинамики, когда обратимые и необратимые деформации, как
термодинамические параметры состояния в процессе деформирования, определяются
формулированием для них дифференциальных уравнений их изменения (переноса)
[11–13]. С помощью данного подхода было получено несколько решений задач тео-
рии, включая точные аналитические. Часть таких задач составили содержание [12], где
рассматриваются и задачи вискозиметрического деформирования [14–17]. Так в [14]
изучались особенности наложения на вискозиметрическое течение материала его осе-
вого перемещения, в [16] влияние смазок граничных поверхностей, в [17] вязкопла-
стическое течение усложняется наличием проскальзывания на стенках вискозиметра.

В [18–20] именно на примере решения вискозиметрических задач теории больших
деформаций упруговязкопластических материалов обсуждаются особенности измене-
ния на упругопластических границах механизмов производства необратимых дефор-
маций. С одной стороны такой граничной поверхности необратимые деформации мо-
гут расти за счет вязких свойств деформируемого материала (ползучесть), а с другой
преимущественно за счет пластических свойств (течение) [21].

Здесь обобщим решение, полученное в [17]. Будем считать, что проскальзывание
тормозится трением и это приводит к разогреву деформируемого материала. Таким
образом, рассмотрим связанную задачу производства тепла и необратимых деформа-
ций за счет вискозиметрического деформирования и пристеночного трения. В каче-
стве математической модели при постановке и решении данной задачи используем
подходы [8, 22], позже последовательно изложенные в [12]. Необходимо заметить, что
в рамках такой математической модели уже рассматривались [23–26] связанные тер-
момеханические задачи, ограничиваясь при этом только прямолинейным движением
упруговязкопластического материала.

2. Основные соотношения математической модели. В качестве термодинамических
параметров состояния тела в процессе его деформирования наряду с температурой 
(или плотностью распределения энтропии ) принимаем обратимые (термоупругие)
деформации  и необратимые деформации . Последние могут быть деформациями
ползучести или деформациями пластического течения; определяться как вязкими
свойствами деформируемого материала, так и пластическими. Для них принимаем
важное положение о том, что существовать могут процессы деформирования, в кото-
рых необратимые деформации  неизменны. Принятие такой идеализации процесса
деформирования позволяет определить необратимые и обратимые деформации следу-
ющими [11, 12] дифференциальными уравнениями их изменения (переноса)

(2.1)

Уравнения переноса (2.1) записаны в системе независимых пространственных пе-
ременных Эйлера и введенных обозначений
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В (2.1) и (2.2)  – векторы перемещений и скорости;  – тензоры обратимых и
необратимых деформаций; I – единичный тензор второго ранга;  – температура и
температура свободного состояния (комнатная температура) соответственно;  – ко-
эффициент линейного расширения. Первое равенство в (2.1) вводит объективную
производную тензора по времени, обладающую важным качеством. С ее помощью за-
дается взаимозависимость между обратимыми и необратимыми деформациями в про-
цессе деформирования, которая обеспечивает геометрическую непротиворечивость
кинематики процесса. Когда источник  в уравнении переноса необратимых дефор-

маций p равен нулю, тогда  и p неизменный тензор. Следовательно при равен-

стве нулю скоростей необратимых деформаций  деформации p неизменны, а равен-

ство  служит для вычисления компонент тензора p, меняющихся также как и

при жестких перемещениях тела. При равенстве нулю нелинейной добавки ,
введенная объективная производная совпадает с производной Зарембо–Яумана.

Для полных деформаций Альманси из (2.1) и (2.2) следует [12]

(2.3)

Согласно (2.3) следует, введенный тензор  является только главной линейной ча-

стью тензора  обратимых деформаций.
В качестве термодинамического потенциала консервативной части процесса де-

формирования принимаем свободную энергию , а термоупругий
потенциал введем зависимостью . Здесь  – плотность рас-
пределения внутренней энергии. При этом принимается, что свободная энергия не
зависит от необратимых деформаций. Последнее предположение является гипотети-
ческим, но оно существенно упрощает математическую модель, разделяя консерва-
тивную и диссипативную составляющие процесса деформирования. В механике де-
формируемых материалов со сложными свойствами принятие данного положения яв-
ляется обычным [8, 10, 11, 27], принимается оно, как правило, при разработке методов
численных расчетов [28]. При подобном разделении процесса деформирования на
консервативную и диссипативную составляющие из закона сохранения энергии сле-
дует [12] формула Мурнагана и уравнение баланса энтропии

(2.4)
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(2.6)

В (2.6)  – модуль сдвига,  – упругие модули более высокого порядка, ,
2, ..., 6) – термомеханические постоянные. Конкретные зависимости напряжений от
температуры и обратимых деформаций следуют при подстановке (2.6) в (2.4).

Подстановка (2.6) в (2.5) позволяет записать уравнение теплопроводности в форме

(2.7)

Здесь  – коэффициент температуропроводности. В области деформирования,
предваряющей вязкопластическое течение, и в области разгрузки следует в (2.7) счи-
тать . Это означает, что производством необратимых деформаций в таких частях
области деформирования в форме деформаций ползучести пренебрегаем. Тогда в них

, а в области течения , то есть источник в уравнении переноса (2.1) совпа-
дает с тензором скоростей пластических деформаций.

В качестве пластического потенциала принимаем следующее обобщение [29, 30]
условия пластического течения Треска–Сен-Венана

(2.8)

Здесь  – главные значения тензоров,  – коэффициент вязкого сопротивления
пластическому течению, k – предел текучести, измеренный в опытах на чистый сдвиг.
Зависимость предела текучести от температуры принимаем в виде [31]

(2.9)

В (2.9) Tm – температура плавления деформируемого материала, k0 – предел текуче-
сти материала при комнатной температуре. Скорости необратимых (пластических)
деформаций связаны с напряжениями ассоциированным законом пластического те-
чения

(2.10)
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рим особенности деформирования при увеличивающемся, постоянном и уменьшаю-
щемся сдвигающем напряжении на внешней поверхности 

(3.2)

Первоначально, за моментом начала процесса, деформируемый материал удержи-
вается в слое за счет сухого трения, деформируясь обратимо

(3.3)

где  – коэффициент трения покоя. Геометрия задачи и условие несжимаемости мате-
риала задают кинематику среды

(3.4)

Здесь  – неизвестная зависимая переменная, центральный угол закручи-
вания материала при его деформировании. При подстановке (2.6) в (2.4) для рассмат-
риваемого первоначального обратимого деформирования найдем

(3.5)
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избежать громоздкости последующих записей. Часто действительно обратимые де-
формации позволительно считать малыми настолько, что их третьим порядком можно
пренебречь в сравнении с первым и вторым.

Если подставить (3.4) и (3.5) в уравнения равновесия (квазистатический случай)
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Условиями (3.9) принимается, что поверхность  теплоизолирована;  – по-
стоянная теплопроизводства за счет трения; разогревом материала за счет термомеха-
нической связанности обратимого деформирования с температурой пренебрегаем
(коэффициент связанности считаем равным нулю). Следствием (2.4) и (2.5) в данном
случае являются зависимости

(3.10)

Используя (3.10) вместе с интегралом второго уравнения равновесия из (2.6), полу-
чаем

(3.11)

Эти соотношения позволяют записать уравнение теплопроводности применитель-
но к рассматриваемому случаю

(3.12)

Краевыми условиями для (3.12) являются соотношения

(3.13)

Задача (3.12)–(3.13) по расчету распределения температуры решается численно, по
найденному распределению после интегрирования зависимости

находим перемещения и деформации. Расчеты продолжаем до тех пор, пока не выпол-
нится условие пластического течения (2.8). Данное условие выполняется на поверхно-
сти  в форме  в момент времени , для которого имеем уравне-
ние

(3.14)

В момент времени  от граничной поверхности отделяется и продвигается по
материалу слоя упругопластическая граница , оставляя за собой область вязко-
пластического течения .

4. Вязкопластическое течение. В последующее за моментом  время область де-
формирования разделяется на две части. В одной из них  продолжается об-
ратимое деформирование (область I), в другой  развивается вязкопласти-
ческое течение (область II). Кинематические зависимости принятой математической
модели (2.1)–(2.3) в рассматриваемом случае дают возможность записать:
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(4.1)

В области вязкопластического течения напряжения в зависимости от обратимых
деформаций и температуры найдутся из (2.4) и (2.6)

(4.2)

Ассоциированный с поверхностью нагружения (текучести) (2.8) закон пластиче-
ского течения (2.10) приводит к равенствам

(4.3)

В качестве следствия условий непрерывности напряжений на продвигающейся
упругопластической границе , получаем уравнение для определения этой гра-
ницы

(4.4)

В области обратимого (термоупругого) деформирования (I) уравнение теплопро-
водности имеет вид

(4.5)

В области вязкопластического течения уравнение (4.5) снабжается источником за
счет необратимого деформирования

(4.6)

Таким образом, для распределения температуры по деформируемому слою имеем
систему уравнений (4.5) и (4.6) с граничными и начальными условиями

(4.7)
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В качестве начального условия для  принимается распределение температу-
ры в момент времени  начала пластического течения, рассчитанное решением
задачи обратимого деформирования с источником тепла за счет трения на поверхно-
сти .

Для численной реализации задачи (4.5)–(4.7) вводятся две сетки по переменной r, изме-

няющиеся со временем: в термоупругой области r =   ,

в области вязкопластического течения r =   . На каждом

временном шаге  из-за движения упругопластической грани-
цы сетка меняется. Значения температуры для вновь строящейся сетки на предыду-
щем временном шаге находятся интерполяцией.

По найденному распределению температуры рассчитываются (4.3) скорости необ-
ратимых (пластических) деформаций, скорости полных и упругих (4.1) деформаций.
Интегрированием распределения скоростей деформаций в каждый рассматриваемый
момент времени определяются значения полных деформаций и их составляющих. Для
функции  следует дифференциальное уравнение

(4.8)

с граничным условием

(4.9)

Интегрированием первого из уравнений равновесия (3.6) определяем функцию до-
бавочного гидростатического давления  и следовательно диагональные компо-
ненты тензора напряжений.

5. Деформирование при постоянной и умещающейся нагрузке. С момента времени
 сдвигающее напряжение на поверхности  постоянно: ,

. Однако, область вязкопластического течения продолжает свое раз-
витие. Справедливыми остаются уравнения теплопроводности (4.5) и (4.6) для обла-
стей обратимого и необратимого деформирования соответственно. Граничные усло-
вия для этих уравнений приобретают вид

(5.1)

Скорости деформаций, обратимые и необратимые деформации находятся, как и
ранее, посредством кинематических соотношений (4.1). Для распределения углового
смещения  имеем аналог уравнения (4.8) с граничными условиями

(5.2)

После момента времени  напряжение  уменьшается: f(t) = at1 – .
Изменения в режиме нагружения приводят к возникновению новой упругопластиче-
ской границы . Эта граничная поверхность движется от стационарной поверх-
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Рис. 1. Граница области вязкопластического течения.
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Рис. 2. Распределение безразмерной температуры в различные моменты времени.
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ности  к центру, отделяя от уменьшающейся области  вязкопла-
стического течения (III) область (II) обратимого деформирования . Об-
ратимое деформирование в этой области происходит в присутствии неизменяющегося
со временем тензора необратимых деформаций. Этим данное деформирование отлич-
но от обратимого деформирования в области (I) , где необратимые дефор-
мации отсутствуют. В обеих областях обратимого деформирования справедливо урав-

нение теплопроводности (4.5) с дополнительным условием .
В области (III) вязкопластического течения, как и прежде, справедливо уравнение
теплопроводности (3.6) с измененными краевыми условиями

(5.3)
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Рис. 3. Распределение угла поворота в различные моменты времени. (а) с учетом температурных эффектов.
(b) изотермический случай.
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В момент времени  при продолжающемся уменьшении нагружающего усилия
проскальзывание прекратится, и далее будет выполняться условие жесткой спайки.

Момент времени  находится из условия: . Граничные условия на по-
верхности  теперь следует переписать в виде
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. Этот момент времени находится решением уравнения
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будет продолжаться. Он не останавливается и после момента времени t = t6 = ,
когда 

На рис. 1 показано изменение упругопластической границы (сплошная линия) в те-
чение всего процесса деформирования, для сравнения штриховой линией показано
изменение упругопластической границы без учета температурных эффектов; на рис. 2
и рис. 3 – распределение относительной температуры  и угла поворота  в раз-
личные моменты времени. Расчеты проводились в безразмерных переменных

результаты вычислений приведены при значениях постоянных

6. Заключение. Построенное численно-аналитическое решение связанной задачи
больших деформаций о вискозиметрическом деформировании упруговязкопластиче-
ского материала является еще одним примером полезности использования для такой
цели дифференциальных уравнений переноса тензоров обратимых и необратимых де-
формаций. Последовательное следование формализму термодинамики таким спосо-
бом помогает не только при постановке задач теории, но и в их решении.

Отметим некоторые качественные особенности процесса деформирования, опре-
деляемые учетом разогрева материала. Развитие области вязкопластического течения
происходит с заметными отличиями от изотермического случая (рис. 1). Только в
условиях активного процесса нагрузки такое развитие одинаково, но уже при посто-
янной нагрузке заметен рост области вязкопластического течения за счет связанности
задачи и роста температуры в деформируемом материале за счет накопившегося тепла
при трении и продолжающегося роста температуры за счет необратимого деформиро-
вания. Совершенно отличны движения разгружающихся упругопластических границ
при разгрузке. В изотермическом случае данная граница достигает закрепленной по-
верхности (область вязкопластического течения исчезает) и только потом осуществ-
ляется прилипание материала к этой неподвижной поверхности. Когда температур-
ные эффекты учитываются, то область вязкопластического течения уменьшается мед-
леннее. При этом первоначально заканчивается проскальзывание и только потом
вязкопластическое течение. Значения угла поворота существенно различны (рис. 3).
В изотермическом случае они значительно меньше при одинаковой нагрузке.

Работа выполнена при содействии РНФ (грант 21-11-00165).
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