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1. Введение. “Итак, если классическая механика представляет собой теорию движе-
ний тел, основанную на группе Галилея, то специальная теория относительности –
это такая физическая теория, группой симметрии которой является группа Пуанкаре”
[1, с. 142]. Упомянутые в приведенной цитате из школьного учебника 10-параметрические
группы преобразований включают пространственно-временные переносы (3 + 1 = 4 па-
раметра), пространственные повороты (3 параметра) и бусты (3 параметра). Различа-
ются эти группы только бустами: нерелятивистскими для группы Галилея (преобразо-
вания Галилея в узком смысле) и релятивистскими для группы Пуанкаре (чистые пре-
образования Лоренца) [2].

Как широко известно [3, с. 12–13; 4, с. 338–339; 5, с. 139–140], Анри Пуанкаре счи-
тал Вселенную инвариантной еще и относительно масштабного преобразования, а
группы Галилея и Пуанкаре легко расширить до соответствующих 11-параметриче-
ских групп за счет добавления масштабных преобразований (1 параметр).

В [6] группы Галилея и Пуанкаре были расширены (в рамках развития программы
теоретико-группового подхода к постановке задачи инерциальной навигации) путем
включения гравитационных g-преобразований (3 параметра). Расширенная (за счет
добавления нерелятивистских g-преобразований) группа Галилея позднее [7, с. 150]
была названа группой Галилея–Ньютона (этим термином иногда называют и саму
группу Галилея). Группу же Пуанкаре пришлось сразу расширить до широко извест-
ной в физике конформной группы. Помимо преобразований из группы Пуанкаре в
конформную группу входят релятивистские g-преобразования, w-преобразования
(1 параметр) и масштабные преобразования.
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Цель настоящей работы – найти и использовать для уточнения классической по-
становки задачи n тел нерелятивистский аналог 15-параметрической конформной
группы, более близкий к ней, чем 13-параметрическая группа Галилея–Ньютона.

2. Расширение группы Галилея–Ньютона. Исходя из сказанного во введении, пред-
ставляется естественным расширить 11-параметрическую группу Галилея (включаю-
щую масштабные преобразования) за счет добавления нерелятивистских g-преобразо-
ваний или расширить 13-параметрическую группу Галилея–Ньютона за счет добавления
масштабных преобразований. В обоих случаях получается одна и та же 14-параметриче-
ская группа (с четырьмя векторными параметрами и двумя скалярными). В этом легко
убедиться, вычисляя коммутаторы соответствующих инфинитезимальных операторов
(генераторов преобразований); при записи генераторов используются сокращенные
обозначения ( ,  и т.д.):

(1) временной перенос:

(2) пространственные переносы (по осям x, y, z):

(3) пространственные повороты:

(4) нерелятивистские бусты:

(5) нерелятивистские g-преобразования:

(6) масштабное преобразование:

Нетривиальным оказывается следующий этап – расширение упомянутой 14-пара-
метрической группы до 15-параметрической за счет включения w-преобразований.
Приведенный в [6] генератор w-преобразования конформной группы

не может быть использован: например, коммутатор

не является линейной комбинацией генераторов (1)÷(6) и W, поскольку имеет уже
третий порядок по компонентам вспомогательного 4-вектора . Есте-
ственно, поэтому назвать выписанный генератор w-преобразования конформной
группы “релятивистским” и попытаться найти “нерелятивистский” генератор w-пре-
образования, исключив “релятивистские добавки”.

Согласно данной в [6] физической интерпретации, рассматриваемое скалярное
w-преобразование представляет собой временнýю составляющую гравитационного
преобразования (пространственно-временного), при этом векторное g-преобразова-
ние – пространственная его часть. Аналогия с переходом от релятивистских g-преоб-
разований к нерелятивистским подсказывает: оставить в генераторе нерелятивистско-
го w-преобразования только один (первый) член:

∂ = ∂ ∂τ τ ∂ = ∂ ∂x x

= ∂τT

= ∂ = ∂ = ∂, ,x x y y z zR R R

Θ = ∂ − ∂ Θ = ∂ − ∂ Θ = ∂ − ∂, ,x y z y z x z x yz y x z y x

= ∂ = ∂ = ∂τ , τ , τx x y y z zV V V

= ∂ = ∂ = ∂2 2 21 1 1τ , τ , τ
2 2 2x x y y z zG G G

Γ = ∂ + ∂ + ∂ + ∂ττ x y zx y z

( )= − − − − ∂ + ∂ + ∂ + ∂ + ∂2 2 2 2
τ τ

1 (τ ) τ τ
2 x y zW x y z x y z

[ ] = − = ∂ − + + ∂2 2 2 21
τ 2

1, τ τ( )
2x x x xG W G W WG x x y z

=X (τ, , , )x y z



40 ЧУБ
Но вычисление, например, коммутатора такого генератора с 

показывает ошибочность описанного подхода. К успеху же приводит использование
следующего генератора (найденного методом проб и ошибок после осознания необхо-
димости построения нерелятивистского аналога конформной группы той же размер-
ности):

(7) нерелятивистское w-преобразование:

В табл. 1 выписаны коммутаторы  инфинитезимальных операто-
ров (1)÷(7) из левого столбца (U) и верхней строки (V). Поскольку в таблице не появи-
лось никаких новых генераторов, рассматриваемые 15 генераторов порождают, со-
гласно второй обратной теореме Ли, 15-параметрическую группу [8, с. 204] – расши-
ренную группу Галилея–Ньютона. Генераторы пространственных поворотов в табл. 1
выписаны последними, чтобы легко выделялась ее 12-параметрическая подгруппа –
расширенная группа Ньютона, использующаяся в шестом разделе статьи. В табл. 1
также легко выделяется сама группа Ньютона (10-параметрическая) и 11-параметри-
ческая группа, получающаяся из группы Ньютона добавлением масштабного преоб-
разования. Из таблицы также видно отсутствие 11-параметрической группы, включа-
ющей пространственно-временные переносы, нерелятивистские бусты и нереляти-
вистские пространственно-временные гравитационные преобразования, поскольку
временные переносы и нерелятивистские w-преобразования незамкнуты и порожда-
ют масштабное преобразование: .

Приведем теперь выражения для конечных элементарных преобразований расши-
ренной группы Галилея–Ньютона (активная трактовка,  → ):

(1) временной перенос :

(2) пространственный перенос :

(3) пространственный поворот  (или ):

(4) нерелятивистский буст :

(5) нерелятивистское g-преобразование :

(6) масштабное преобразование  (или ):

(7) нерелятивистское w-преобразование :
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Таблица 1. Алгебра Ли нерелятивистского аналога конформной группы

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 –

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 – 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 – 0

– 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 –

– 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 – 0

– 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 – 0

– 0 0 0 0 0 0 0 0 0 – 0 0 –

– 0 0 0 0 0 0 0 0 0 – 0 – 0

– 0 0 0 0 0 0 0 0 0 – 0 – 0

– – – – 0 0 0 0 0 0 0

– – – – – – – 0 0 0 – 0 0 0 0

0 0 – 0 – 0 – 0 0 0 –

0 – 0 – 0 – 0 0 0 – 0

0 – 0 – 0 – 0 0 0 – 0

\U V T xR yR zR xV yV zV xG yG zG Γ W Θx Θy Θz

T xR yR zR xV yV zV T Γ

xR xR xV zR yR

yR yR yV zR xR

zR zR zV yR xR

xV xR xG zV yV

yV yR yG zV xV

zV zR zG yV xV

xG xV xG zG yG

yG yV yG zG xG

zG zV zG yG xG

Γ T xR yR zR xG yG zG W

W Γ xV yV zV xG yG zG W

Θx zR yR zV yV zG yG Θz Θy

Θy zR xR zV xV zG xG Θz Θx

Θz yR xR yV xV yG xG Θy Θx
При описании поворотов в дальнейшем будет использоваться нормированный ква-
тернион поворота Q вместо вектора ориентации , а при описании масштабного пре-
образования – масштабный множитель  вместо канонического параметра . При
восстановлении [8, с. 205–207] конечного нерелятивистского w-преобразования по
соответствующему генератору изменен знак параметра (так же, как это было сделано в
[6]). Поэтому физическая интерпретация всех параметров – та же, что для соответству-
ющих параметров конформной группы в [6, 7]. Отметим только, что в конформной
группе, включающей релятивистские бусты, более естественным (каноническим) пара-
метром оказывается не скорость v, а быстрота  (параметр скорости, связанный с ней
соотношением ), и появляется ограничение на величину скорости (  < 1).

Перейдем к определяющим соотношениям 15-параметрической расширенной
группы Галилея–Ньютона, то есть к формулам для композиции однотипных элемен-
тарных преобразований и перестановочным формулам для элементарных преобразо-
ваний разных типов. Приведем табличку, позволяющую их систематизировать (см.
табл. 2), и выпишем подряд в соответствии с принятой системой нумерации:

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

( )
= =

+ + 2
ττ ,' '

1 τ 2 1 τ 2w w

ρρ

ϑ

γ α

ψ
= thv ψ =v v

= = +
2 1 1 2,t t tT T T t t t

=t tR T T Rr r

=t tT R R Tr r

= = +
2 1 1 2,R R Rr r r r r r
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(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

, (2.16)
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(2.29)

(2.30)
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(2.33)
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(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

Для наглядности символ ( ) между сомножителями (преобразованиями или числами –
параметрами преобразований) опускался только в случае, если операция перестанов-
ки этих сомножителей коммутативна.

Если хотя бы одно из исходных преобразований бесконечно малое (а только такие
случаи встречаются при выводе уравнений инерциальной навигации и задачи n тел),
то особенности, имеющиеся в соотношениях (2.26) и (2.27), становятся несуществен-
ными.

3. Вывод уравнений инерциальной навигации. Будем использовать следующую после-
довательность элементарных преобразований в разложении преобразования общего
вида из расширенной группы Галилея–Ньютона на элементарные:

−Γ = Γ =� �

1
γ ' γ, ' γw wW W w w

= = +
2 1 1 2,w w wW W W w w w

Θ = ΘQ Qt tT T

Θ = ΘQ Qt tT T

−Θ = Θ =� � � �

1
' Q, 'Q R R Q Qr r r r

−
′Θ = Θ =� � � �

1, 'Q QR R Q Qr r r r

−Θ = Θ =� � � �
1

' , 'Q QV V Q Qv v v v

−Θ = Θ =� � � �

1
', 'Q QV V Q Qv v v v

−Θ = Θ =� � � �

1
' , 'Q QG G Q Qg g g g

−Θ = Θ =� � � �
1

', 'Q QG G Q Qg g g g

Θ Γ = Γ ΘQ γ γ Q

Γ Θ = Θ Γγ Q Q γ

Θ = ΘQ w w QW W

Θ = Θw Q Q wW W

Θ Θ = Θ =� �
2 1 2 1,Q Q Q Q Q Q

�

Λ = Γ Θ �γ Q wtT R V G Wr v g
Таблица 2. Принятая система нумерации определяющих соотношений

(2.1) (2.2) (2.5) (2.10) (2.17) (2.26) (2.37)

(2.3) (2.4) (2.7) (2.12) (2.19) (2.28) (2.39)

(2.6) (2.8) (2.9) (2.14) (2.21) (2.30) (2.41)

(2.11) (2.13) (2.15) (2.16) (2.23) (2.32) (2.43)

(2.18) (2.20) (2.22) (2.24) (2.25) (2.34) (2.45)

(2.27) (2.29) (2.31) (2.33) (2.35) (2.36) (2.47)

(2.38) (2.40) (2.42) (2.44) (2.46) (2.48) (2.49)

T R V G Γ W Θ
T
R
V
G
Γ

W
Θ
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(она совпадает со стандартной последовательностью элементарных преобразований,
принятой в [6, 7] для преобразования общего вида из конформной группы).

Процедура теоретико-группового вывода уравнений инерциальной навигации сво-
дится к нахождению стандартного разложения на элементарные преобразования ком-
позиции конечного и бесконечно малого преобразований (подробности см., напри-
мер, в [6, 7]). С учетом выписанных в предыдущем разделе определяющих соотноше-
ний (для наглядности подчеркиваниями показаны места, в которых они применяются
на каждом шаге выкладок) получаем:

 

Выше для сокращения записи было принято обозначение ,
поэтому (везде сохраняются члены только первого порядка малости по ):

,

В результате получается следующая система нерелятивистских уравнений инерци-
альной навигации (для расширенной группы Галилея–Ньютона):

Ее легко сравнить с соответствующей системой релятивистских уравнений (для кон-
формной группы); с другой стороны, из нее можно получить (просто отбрасывая
“лишние” параметры) систему уравнений инерциальной навигации для группы Гали-
лея–Ньютона (13-параметрической) [6, 7].

4. Массы тел. Используемые в работе массы тел это положительные константы (m > 0).
В работе используется естественная система единиц Планка [9]. “Планковские ве-

личины (длина, время, масса, энергия, температура и т.д.) не представляют (по край-
ней мере до сих пор) существенного значения для метрологии, но, как оказалось, име-
ют исключительную важность для теоретической физики как границы применимости
современных физических теорий” [10, с. 239]. Планковская масса составляет ~10–8 кг.
В небесной механике (масса Земли ~1025 кг) и в механике космического полета обыч-
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но имеют дело с массами существенно больше планковской, а в теории элементарных
частиц (масса электрона ~10–30 кг) – с массами на много порядков меньше планков-
ской, которая там считается “экспериментально недостижимой” [11, с. 191].

“Физика не будет делиться на микроскопическую и космическую, она должна стать
и станет единой и нераздельной” М.П. Бронштейн [12, с. 27]. В механике космическо-
го полета масса космического аппарата пренебрежимо мала по сравнению с массами
небесных тел, поэтому его иногда называют “телом бесконечно малой массы” [13, с.
42]. Эта терминология никого не вводит в заблуждение, поскольку всем известно, что
массы космических аппаратов заметно больше нуля. Сложнее ситуация с массами в
теории элементарных частиц. Еще из школьного курса физики всем “известно”, что
по современным представлениям: “Фотон является безмассовой частицей, т.е. его
масса равна нулю: m = 0” [14, с. 66]. Аналогичное утверждение (“Как известно, масса
фотона равна нулю”) имеется даже в книге специалиста по теории элементарных ча-
стиц академика Л.Б. Окуня, для которого “вопрос о массе фотона послужил отправ-
ной точкой в продумывании оснований теории относительности” [15, с. 94, 112]. Ре-
зультаты упомянутого продумывания выражены следующими словами: “В пользу то-
го, что масса фотона строго равна нулю, иногда приводят следующие аргументы:

1. Из существования электромагнитного дальнодействия следует, что масса фотона
очень мала по сравнению с массами других частиц, а очень малых параметров в теории
не должно быть.

2. Теория (теория относительности, квантовая электродинамика) требует, чтобы
масса фотона равнялась нулю.

Легко видеть, однако, что оба эти аргумента неправильны” [16, с. 131]. С другой сто-
роны: “Масса фотона настолько мала, что ни в каких экспериментах ее обнаружить не
удалось. Поэтому обычно полагают, что масса фотона равна нулю” [17, с. 657]. В лите-
ратуре приводятся различные экспериментальные ограничения на массу фотона (m <
< 10–62 кг [18]; m < 10–52 кг [19]).

В физике до сих пор распространены различные подходы к построению реляти-
вистской механики или специальной теории относительности (СТО), использующей
преобразования Лоренца (релятивистские бусты). Наиболее известные из них связа-
ны с именами Пуанкаре, Эйнштейна и Минковского [20, с. 47–51]. При теоретико-
групповом построении СТО на основе группы Пуанкаре скорость строго меньше пре-
дельной (в естественной системе единиц ), поэтому частицы с нулевой
массой невозможны. При построении СТО на основе постулатов Эйнштейна помимо
нормальных частиц приходится рассматривать безмассовые частицы, двигающиеся с
предельной скоростью (v = 1), а также обсуждать возможность существования тахио-
нов (v > 1) [21, с. 117]. При построении релятивистской механики на основе концеп-
ции пространства–времени Минковского принимают во внимание “основную аксиому
Минковского”, исключающую существование частиц с нулевой массой [22; 23, с. 171].

5. Гравитационное замедление времени. В классической задаче n тел постулируется,

что тело (материальная точка) массы  создает на расстоянии  гравитацион-
ный потенциал

(с которым связан вектор гравитационного ускорения ) [24, с. 188],
но не учитывается известный эффект замедления времени в гравитационном поле:
“Всякий раз из двух часов, находящихся на разных расстояниях от тяготеющего тела,
быстрее идут те, которые дальше от этого тела” [25, с. 120]. Расширенная группа Гали-
лея–Ньютона, включающая масштабное преобразование, позволяет учесть этот эф-
фект, если связать гравитационный потенциал с масштабным множителем. Гравита-

= <v th ψ 1

m = 2r r

ϕ = − m
r
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ционный эффект замедления времени в поле тяготения (или эффект гравитационного
смещения частоты) [26] следует отличать от релятивистского эффекта замедления
времени в движущихся телах (эффекта СТО, который, как и эффект замедления вре-
мени в гравитационном поле, может быть измерен с использованием эффекта Месс-
бауэра) [27].

Пусть  – приращение собственного времени тела, находящегося в гравитацион-
ном поле, а dt – приращение координатного времени для наблюдателя, находящегося
вне гравитационного поля. Тогда эффект замедления времени в поле тяготения озна-
чает, что , то есть масштабный множитель должен быть, согласно первому из
уравнений инерциальной навигации, больше единицы . Поскольку, с
другой стороны, , то естественно принять .

Воспользуемся теперь общепринятым положением квантовой (волновой) механи-
ки о том, что с каждой частицей связана волна [14, с. 79, 179], точнее, тем, что “части-
ца характеризуется внутренними колебаниями, в силу чего можно рассматривать ее
как некие часы бесконечно малых размеров” [28, с. 30]. Частота волны де Бройля ча-
стицы пропорциональна ее энергии (с учетом энергии покоя). В естественной системе
единиц энергия покоящейся частицы равна ее массе m. С другой стороны, частота
волны де Бройля (собственная частота колебаний частицы) обратно пропорциональна
собственному периоду колебаний частицы , который, соответственно, обратно про-
порционален массе частицы T ~ 1/m.

Рассмотрим две покоящиеся частицы с массами  и , причем . Тогда для
их собственных периодов колебаний  и  выполняется . Пусть прошел про-
межуток времени . За это время первая частица совершит  колебаний, а
вторая  колебаний, поэтому . Естественно считать  временем ,
измеренным первой частицей (в ее масштабе), а  временем , измеренным второй
частицей (в ее масштабе), поэтому . Переходя к масштабным множителям

 и , получим . То есть масштабный множитель больше у
легкой частицы и меньше у тяжелой. В общем случае получаем, что масштабный мно-
житель частицы обратно пропорционален ее массе γ ~ 1/m.

Примем следующее выражение для гравитационного потенциала, создаваемого те-
лом массы  на расстоянии :

В пределе малых масс ( ) или больших расстояний ( ) этот гравитацион-
ный потенциал стремится к классическому ( ). При нулевом расстоянии (r = 0)
в принятом выражении1 отсутствует характерная для классического (ньютоновского)
потенциала сингулярность и при малых массах обеспечивается обратная пропорцио-
нальность масштабного множителя массе частицы ( ).

Для построения гравитационного потенциала в задаче n тел используется принцип
суперпозиции: “потенциалы полей от разных частиц складываются” [24, с. 188]. Гра-
витационный потенциал макроскопического тела создается гравитационными потен-
циалами составляющих его элементарных частиц. Условие малости гравитационного

1 В докладе на ежегодной конференции МФТИ 25.11.2020 автор использовал выражение ,
удовлетворяющее тем же предельным условиям, см.: Чуб В.Ф. Уточнение постановки основной задачи не-
бесной механики // Труды 63-й Всероссийской научной конференции МФТИ 23–29 ноября 2020 года.
Аэрокосмические технологии. М.: МФТИ, 2020. С. 55–57 (тезисы доклада). Выписанная функция выгля-
дит проще, но работать с ней неудобно из-за негладкости при r = 0.
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потенциала ( ), ограничивающее область применимости теории тяготения Нью-
тона, не накладывается.

6. Формулировка задачи n тел. В [29] задача n тел была сформулирована на основе
10-параметрической группы, полученной из группы Галилея–Ньютона исключением
пространственных поворотов. Позднее эта 10-параметрическая группа была названа
[7, с. 150] группой Ньютона (чтобы подчеркнуть ее отличие от другой подгруппы груп-
пы Галилея–Ньютона – 10-параметрической группы Галилея). Преобразование об-
щего вида из группы Ньютона имеет вид [7, 29]:

Если исходить из 15-параметрической расширенной группы Галилея–Ньютона, то
после исключения пространственных поворотов получится расширенная 12-парамет-
рическая группа Ньютона с определяющими соотношениями (2.1)÷(2.36). Преобразо-
вание общего вида из расширенной группы Ньютона будем записывать в виде:

Исключение пространственных поворотов и перемещение масштабного преобразова-
ния на последнее место позволяет существенно упростить правые части дифференци-
альных уравнений инерциальной навигации, которые теперь становятся такими:

Выписанную систему уравнений можно получить обычной процедурой теоретико-
группового вывода уравнений инерциальной навигации с принятым порядком распо-
ложения элементарных преобразований в преобразовании общего вида для расши-
ренной группы Ньютона. С другой стороны, можно воспользоваться уже выведенны-
ми во втором разделе статьи уравнениями, отбросив в них члены, связанные с про-
странственными поворотами (положив  и ), и сделав замену параметров,
соответствующую перестановке .

Переходя к задаче n тел, будем считать, что положение i-го тела в момент его соб-
ственного времени  определяется преобразованием, связывающим базовую систему
отсчета  с мгновенно сопутствующей телу системой отсчета :

Исключим теперь негравитационные ускорения тел (ai = 0) и негравитационные из-
менения масштабов ( ). Тогда система уравнений движения i-го тела еще замет-
но упростится:

Перейдем от множества собственных времен тел  к единому (системному) време-
ни  как независимому параметру. Положение i-го тела в момент  запишем в виде:
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(по определению , поэтому ; тривиальное уравнение
 в дальнейшем выписывать не будем). Заменим в дифференциальных уравне-

ниях движения i-го тела дифференцирование по  на дифференцирование по :

Из последних трех уравнений получаем:

В соответствии с изложенными в предыдущем разделе соображениями:

Полученная нетривиальная связь параметра wi с гравитационным потенциалом :

ставит под сомнение обычную формулу, связывающую гравитационный потенциал 
с гравитационным ускорением . Заменим ее (из соображений пространственно-вре-
менной симметрии для пространственной и временнóй составляющих гравитацион-
ного преобразования) на “уточненную”:

В результате математическую модель задачи n тел, основанную на расширенной
12-параметрической группе Ньютона, можно представить в виде системы из n уравне-
ний:
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Предполагается, что наблюдатель (базовая система отсчета I) находится вне гравита-
ционного поля (“на бесконечности”).

Отметим, что расширение группы Ньютона только за счет масштабного преобразо-
вания (то есть до 11-параметрической группы с определяющими соотношениями
(2.1)÷(2.25)) не позволяет адекватно учесть эффект гравитационного замедления вре-
мени, поскольку при нулевых параметрах wi масштабные множители γi не будут изме-
няться (так как dγi/dt = –γiwi).

7. Заключение. В работе исследован ранее неизвестный (насколько известно автору)
нерелятивистский аналог конформной группы, совпадающий с ней по числу парамет-
ров: 15-параметрическая расширенная группа Галилея–Ньютона. Приведены опреде-
ляющие соотношения этой группы и выведены соответствующие ей уравнения инер-
циальной навигации.

В части формулировки задачи n тел работа носит, по сути, методический характер.
Приведенные результаты и соображения могут быть полезны при построении реляти-
вистской теории гравитационного взаимодействия тел, основанной на конформной
группе [7, с. 142, 153], и теории квантовой гравитации [30].

Благодарности. Автор признателен своему научному руководителю Г.И. Макарову
[31, с. 375]2 за стимулирующие обсуждения и поддержку в конце XX века.
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