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Рассматривается проблема регуляризации классических уравнений небесной меха-
ники и механики космического полета (астродинамики), в которых используются
переменные, характеризующие форму и размеры мгновенной орбиты (траектории)
изучаемого движущегося тела, и углы Эйлера, описывающие ориентацию использу-
емой вращающейся (промежуточной (intermediate)) системы координат или ориен-
тацию мгновенной орбиты, или плоскости орбиты движущегося тела в инерциаль-
ной системе координат. Особенности типа сингулярности (деления на ноль) этих
классических уравнений порождаются углами Эйлера и эффективно устраняются с
помощью использования четырехмерных параметров Эйлера (Родрига–Гамильто-
на) и кватернионов поворотов (вращения) Гамильтона.

В работе дан обзор и анализ известных нам регулярных в указанном смысле моделей
небесной механики и астродинамики, построенных с использованием параметров
Эйлера и кватернионов поворота Гамильтона на основе дифференциальных уравне-
ний возмущенной пространственной задачи двух тел. Рассмотрены приложения
этих моделей в задачах оптимального управления орбитальным движением косми-
ческого аппарата, решаемых с использованием принципа максимума Понтрягина.
Показано, что эффективность аналитического исследования и численного решения
краевых задач оптимального управления траекторным (орбитальным) движением
космических аппаратов может быть кардинально повышена за счет использования
регулярных кватернионных моделей астродинамики.
Также дан обзор и анализ публикаций, в которых используются дуальные параметры
Эйлера и дуальные кватернионы (бикватернионы Клиффорда) для решения задач
управления общим пространственным движением твердого тела (космического ап-
парата), представляющим собой композицию вращательного (углового) и поступа-
тельного (орбитального) движений твердого тела, эквивалентную его винтовому
движению, с использованием принципа обратной связи.
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1. Устранение особенностей типа сингулярности (деления на ноль) в классических мо-
делях небесной механики и астродинамики, записанных во вращающихся системах коор-
динат и использующих углы Эйлера (угловые оскулирующие элементы орбиты) для описа-
ния орбитального движения изучаемого тела. В наших работах [1–5] даны краткие обзо-
ры и анализ кватернионных методов и моделей регулярной небесной механики и
астродинамики (механики космического полета), в которых используются четырех-
мерные переменные Кустаанхеймо–Штифеля и параметры Эйлера, чаще называемые
в России параметрами Родрига–Гамильтона, для регуляризации дифференциальных
уравнений возмущенной пространственной задачи двух тел, возмущенной простран-
ственной ограниченной задачи трех тел и возмущенного пространственного цен-
трального движения материальной точки, а также обзоры их приложений к решению
задач оптимального управления орбитальным движением космического аппарата
(КА). С помощью этих методов и моделей устраняются особенности, порождаемые
гравитационными силами и возникающие в уравнениях этих задач при соударении
тел. Такого рода сингулярности создают не только теоретические, но и практические
(вычислительные) трудности в небесной механике и астродинамике, в особенности
при изучении движения небесных и космических тел по сильно вытянутым орбитам.

Эффективность решения задач небесной механики и астродинамики во многих
случаях повышается за счет использования уравнений орбитального движения, запи-
санных в той или иной вращающейся (промежуточной (intermediate)) системе коорди-
нат с помощью использования таких понятий как форма, размеры и ориентация
мгновенной орбиты изучаемого движущегося тела (например, КА). В уравнениях дви-
жения такого рода присутствуют переменные, характеризующие угловое движение
используемой вращающейся системы координат или ориентацию мгновенной орби-
ты, или плоскости орбиты движущегося тела.

В качестве таких переменных в механике и астродинамике традиционно использу-
ются углы Эйлера или направляющие косинусы. Использование углов Эйлера позво-
ляет записать уравнения орбитального движения в наглядной форме, но приводит к
появлению в уравнениях движения громоздких тригонометрических выражений и до-
полнительных особых точек, в которых уравнения вырождаются. Так, в состав широ-
ко используемых уравнений Ньютона–Эйлера для оскулирующих элементов (медлен-
но изменяющихся переменных) [6, 7] входят дифференциальные уравнения для угло-
вых элементов: долготы восходящего узла, наклона (наклонения) орбиты, углового
расстояния перицентра от узла. Эти уравнения вырождаются, когда угол наклона
мгновенной орбиты изучаемого тела становится равным нулю или 180 град. Использо-
вание направляющих косинусов позволяет устранить указанную особенность уравне-
ний движения изучаемого тела, однако приводит к существенному повышению раз-
мерности системы уравнений движения и к потере геометрической наглядности.

Этих недостатков использования углов Эйлера и направляющих косинусов удается
избежать, если в качестве параметров ориентации используемой вращающейся систе-
мы координат или мгновенной орбиты изучаемого тела, или плоскости орбиты вы-
брать параметры Эйлера (Родрига–Гамильтона). В этом случае для описания ориента-
ции этой системы координат и орбиты изучаемого тела удобно использовать гипер-
комплексную переменную – кватернион поворота Гамильтона, компонентами
которого являются вещественные параметры Эйлера. При этом в составе уравнений
траекторного (орбитального) движения появляется дифференциальное кватернион-
ное уравнение углового движения используемой вращающейся системы координат
или мгновенной орбиты, или плоскости орбиты изучаемого тела, имеющее компакт-
ную, симметричную и невырождающуюся структуру. Эти уравнения в настоящее вре-
мя стали широко использоваться в небесной механике и астродинамике, также как и
кватернионные уравнения в переменных Кустаанхеймо–Штифеля и параметрах Эй-
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лера, регулярные для орбитального движения тела в гравитационных и других цен-
тральных силовых полях.

Кватернион – четырехмерное гиперкомплексное число (или переменная) с одной
вещественной и тремя мнимыми единицами. Был введен в математику и механику Га-
мильтоном (1843) [8]. Кватернионное исчисление, в отличие от матричного, обладает
геометрической наглядностью векторного исчисления. В отличие от векторного ис-
числения, оно обладает большей общностью и гибкостью. Так, в кватернионном ис-
числении, в отличие от векторного, операция деления определена, причем она легко
алгоритмизируема, а операция умножения обладает свойством ассоциативности.
Кроме этого, в кватернионных уравнениях, в отличие от векторных, могут непосред-
ственно использоваться векторные величины, определенные своими проекциями не в
одной, а в разных системах координат. Все это вместе делает кватернионный аппарат
более мощным и гибким средством решения многих задач механики, навигации и
управления движением.

Наиболее эффективная регуляризация особенностей уравнений небесной механики
и астродинамики, порождаемых гравитационными силами, достигается за счет перехо-
да от трехмерного пространства декартовых координат к четырехмерному пространству
новых координат (к переменным Кустаанхеймо–Штифеля (Kustaanheimo–Stiefel),
1964, 1965, 1971) [9–11], т.е. за счет перехода от пространства меньшей размерности к
пространству большей размерности, а также за счет регуляризующего преобразования
времени и использования дополнительных энергетических переменных. Четырехмер-
ность нового используемого пространства делает естественным использование четы-
рехмерных гиперкомплексных переменных (кватернионов Гамильтона) для описания
движения в таком пространстве.

Кватернионы давно и успешно используются в механике, навигации и управлении
движением для описания углового (вращательного) движения твердого тела. Исполь-
зование параметров Эйлера и кватернионов Гамильтона для описания орбитального
(поступательного, траекторного) движения и для построения кватернионных динами-
ческих уравнений такого движения стало распространенным сравнительно недавно.

2. Анализ регулярных моделей небесной механики и астродинамики, построенных с ис-
пользованием параметров Эйлера другими исследователями. Регулярные модели орби-
тального движения, построенные в рамках возмущенной пространственной задачи
двух тел с использованием параметров Эйлера (Родрига–Гамильтона), рассматрива-
лись, например, Deprit (1976), Брумбергом (1980), Брагазиным, Бранцем и Шмыглев-
ским (1986), Бранцем и Шмыглевским (1992), Pelaez, Hedo и Rodriguez de Andres
(2007), Bau, Urrutxua и Pelaez (2014), Bau, Bombardelli, Pelaez и Lorenzini (2015), Libraro
(2016), Roa и Kasdin (2017), Amato, Bombardelli, Bau, Morand, Aaron J. Rosengren (2019),
Bau и Roa (2020) [12–22].

Deprit [12] вводит систему координат, две оси которой лежат в мгновенной плоско-
сти орбиты, а третья направлена по нормали к ней. Рассматриваются возмущения,
имеющие силовую функцию. Уравнения возмущенного кеплерового движения запи-
сываются во введенной системе координат в гамильтоновой форме с использованием
пффафовой формы (the Pfaffian form). Далее уравнения записываются в орбитальной
системе координат в традиционной форме (Andoyer 1923) [23], в которой в качестве
переменных используются углы Эйлера (Eulerian angles): долгота восходящего узла
(the longitude of the ascending node) h, наклонение I (the inclination), аргумент широты
(the argument of the latitude) ς, расстояние до ньютоновского центра притяжения r, мо-
дуль G вектора момента орбитальной скорости. Затем уравнения возмущенного дви-
жения записываются в узловой системе координат (the nodal frame), одна из осей ко-
торой направлена вдоль линии узлов (линии пересечения плоскости орбиты и непо-
движной плоскости (i, j)).
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Вводится идеальная (совершенная) система координат (ideal frames), положение
которой определяется углами Эйлера: долготой восходящего узла h, наклонением I и
долготой σ, отсчитываемой в плоскости орбиты на восток. Отмечается, что ни орби-
тальная, ни узловая системы координат не являются идеальной системой координат.
Записываются уравнения возмущенного кеплерового движения в идеальной системе
координат, в которых в качестве переменных используются декартовые координаты x
и y в идеальной системе координат, их первые производные по времени, долгота вос-
ходящего узла h, наклонение I и модуль G вектора момента орбитальной скорости. От-
мечается, что эти уравнения были получены ранее Deprit (1975) [24] и что, если в этих
уравнениях совершить переход в плоскости орбиты от декартовых координат к поляр-
ным, то эти уравнения превратятся в хорошо известные уравнения возмущенного
кеплерового движения, записанные в идеальной системе координат Andoyer [23], Mu-
sen (1959) [25]. Их сравнение с уравнениями, записанными в орбитальной или узловой
системе координат, позволяет установить, что главное преимущество идеальной си-
стемы координат состоит в исключении из уравнений, описывающих движение ча-
стицы в плоскости орбиты, производных от элементов, определяющих положение
плоскости орбиты.

Отмечается также, что Brown и Shook (1933) [26] считают, что идеальные системы
координат есть нечто, разделяющее движение в плоскости орбиты и вращение орби-
тальной плоскости в пространстве. Далее Deprit вводит параметры Эйлера так, как это
впервые сделал Musen (1961, 1964) [27, 28] для описания положения апсидальной
плоскости: параметры Эйлера определяются формулами через синусы и косинусы по-
ловинного угла наклонения I и половинной разности или суммы долготы восходяще-
го узла h и долготы σ, которые являются медленными угловыми переменными. Выво-
дятся скалярные дифференциальные уравнения для параметров Эйлера первого по-
рядка, правые части которых содержат частные производные от возмущающего
потенциала по параметрам Эйлера и компоненту непотенциального возмущающего
ускорения, ортогональную плоскости мгновенной орбиты. Эти уравнения дополня-
ются скалярными дифференциальными уравнениями для декартовых координат точ-
ки в плоскости ее мгновенной орбиты и их первыми производными по времени.
В итоге Deprit получаются уравнения возмущенного кеплерового движения, записан-
ные в идеальной системе координат, мгновенная ориентация которой в неподвижной
(фиксированной) системе координат описывается параметрами Эйлера.

Deprit [12] отмечает, что случай отсутствия возмущающего потенциала уже был рас-
смотрен в орбитальной системе координат Broucke, Lass and Ananda (1971) [29] (при
этом был применен элементарный геометрический подход), а в идеальной системе ко-
ординат был рассмотрен Deprit [24]; случай отсутствия непотенциального возмущаю-
щего ускорения был изучен Musen [28] в апсидальной системе координат.

Брумбергом (1980) [13] рассматриваются уравнения возмущенной задачи двух тел в
переменных Кустаанхеймо–Штифеля, в ганзеновских координатах и параметрах Эй-
лера. Брумбергом отмечается, что среди математических проблем небесной механики
актуальны вопросы регуляризации и стабилизации уравнений небесной механики, в
частности, развитие регуляризации Кустаанхеймо–Штифеля, которая сводит кепле-
ровское движение в трехмерном пространстве к задаче гармонического осциллятора в
четырехмерном пространстве. Им также отмечается, что правые части дифференци-
альных уравнений небесной механики принимают симметричную форму, приближа-
ющуюся к полиномиальной, и становятся более удобными для вычислений, если вме-
сто трех углов Эйлера вводятся четыре параметра Эйлера, которые можно рассматри-
вать как компоненты единичного четырехмерного вектора. Такая модификация
классических методов, по мнению Брумберга, была начата Musen (1963) и постепенно
приобретает все большую популярность.
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Брумбергом [13] описано применение параметров Эйлера к выводу уравнений воз-
мущенного движения в ганзеновских координатах. В правые части полученных им
уравнений в параметрах Эйлера входит в качестве общего множителя величина, об-
ратно пропорциональная модулю вектора момента орбитальной скорости, а также
входят частные производные от возмущающего потенциала по параметрам Эйлера и
компонента непотенциального возмущающего ускорения, ортогональная плоскости
мгновенной орбиты. Брумберг отмечает, что уравнения, аналогичные этим уравнени-
ям, были выведены другим способом Deprit [12]. Он также отмечает, что в зависимо-
сти от специфики конкретной задачи полученную им систему уравнений для описа-
ния движения в ганзеновских координатах можно подвергнуть дальнейшему преобра-
зованию. В частности, левые части этих уравнений можно привести к линейному виду
переходом к параболическим координатам Леви-Чивиты и введением новой незави-
симой переменной типа эксцентрической аномалии.

В работах Брагазина, Бранца и Шмыглевского (1986, 1992) [14, 15] дается вывод
уравнений орбитального движения, например, искусственного спутника Земли, запи-
санных в орбитальной системе координат. Орбитальные параметры разделяются на
две группы: на внутренние параметры, определяющие форму и размер орбиты, а так-
же положение спутника на орбите, и внешние, определяющие пространственную
ориентацию орбиты в инерциальной системе координат. В качестве внутренних пара-
метров выбираются расстояние r спутника до центра масс Земли (модуль радиус-век-
тора спутника), отношение модуля H вектора момента орбитальной скорости к рас-
стоянию r и отношение гравитационной постоянной μ к модулю H. В качестве внеш-
них параметров выбираются параметры Родрига–Гамильтона (Эйлера), т.е.
компоненты кватерниона, определяющего ориентацию орбитальной системы коор-
динат в инерциальной системе координат. Предложенные дифференциальные урав-
нения в параметрах Родрига–Гамильтона, записываются в скалярной и кватернион-
ной формах. Коэффициентами в этих уравнениях являются проекции вектора абсо-
лютной угловой скорости орбитальной системы координат на ее же координатные
оси. Первая проекция этого вектора равна нулю, вторая проекция равна взятому со
знаком “минус” отношению расстояния r к модулю H, умноженному на проекцию
возмущающего ускорения, ортогональную плоскости мгновенной орбиты спутника,
третья проекция равна взятому со знаком “минус” отношению модуля H к квадрату
расстояния r спутника (вторая и третья проекции записываются этими авторами в бо-
лее сложном виде, выраженном через введенные ими внутренние параметры и содер-
жащем гравитационную постоянную μ).

В работе [16] (2007) рассмотрен специальный метод возмущений, в котором, по
словам авторов, объединяется простота компьютерной реализации, скорость и точ-
ность вычислений, и который может использоваться для описания движения по орби-
те любой материальной частицы. В статье описывается эволюция некоторых орби-
тальных элементов на основе параметров Эйлера, которые являются постоянными в
невозмущенной задаче, но которые изменяются под действием наложенного возму-
щения. Используется метод вариации параметров для получения выражений для про-
изводных семи элементов для общего случая, который включает любой тип возмуще-
ния. Эти основные дифференциальные уравнения немного изменены введением од-
ного дополнительного уравнения для времени и имеют общий порядок, равный
восьми. Метод был разработан в Grupode Dinamicade Tethers (GDT) UPM, как инстру-
мент для динамического моделирования, ограниченного в известных пределах. Тем не
менее, по словам авторов, он может быть использован в любой другой области и с лю-
бым видом орбиты и возмущения. Он не имеет особенностей, связанных с небольшим
наклоном и (или) эксцентриситетом. Использование параметров Эйлера делает его
устойчивым. Силами возмущения управляют очень простым способом: метод требует,
чтобы их компоненты (возмущения) были определены в орбитальной или в инерци-
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альной системе координат. В статье проводится сравнение с другими схемами, чтобы
показать хорошую производительность предлагаемого метода.

В работе [17] предложен метод для специальных возмущений для распространения
эллиптических орбит в возмущенной задаче двух тел: EDromo. Вектор состояния (не-
особых орбитальных элементов) состоит из элемента времени и семи пространствен-
ных элементов, а независимая переменная представляет собой обобщенную эксцен-
тричную аномалию, введенную посредством преобразования времени Sundman. Клю-
чевую роль в методе играет промежуточная система отсчета, которая обладает
свойством оставаться неподвижной в пространстве, пока возмущения отсутствуют. Три
элемента EDromo характеризуют динамику в орбитальной системе отсчета и ее ориен-
тацию относительно промежуточной системы отсчета, а параметры Эйлера, связанные
с промежуточной системой отсчета, представляют собой четыре других пространствен-
ных элемента. Производительность EDromo была проанализирована с учетом некото-
рых типичных проблем в астродинамике. Практически во всех приведенных авторами
тестах метод является лучшим среди других популярных формулировок, основанных
на элементах.

В работе [18] предложены семь пространственных элементов и элемент времени в
качестве переменных состояния нового специального метода возмущений для задачи
двух тел. Новые элементы сохраняют нулевой эксцентриситет и наклон, а также отри-
цательные значения полной энергии. Они развиваются путем объединения простран-
ственного преобразования в проективные координаты (как в регуляризации Burdet–
Ferrandiz) с временным преобразованием, в котором показатель радиуса орбиты равен
единице вместо двух (как это обычно делается в литературе). Следуя этому подходу,
авторы обнаруживают новую линеаризацию задачи двух тел, из которой орбитальные
элементы могут быть получены методом вариации параметров. Геометрическая зна-
чимость пространственных величин проявляется в новой промежуточной системе от-
счета, которая отличается от локальной вертикальной локальной горизонтальной си-
стемы на одно вращение в мгновенной плоскости орбиты. Четыре элемента парамет-
ризуют ориентацию в пространстве этой системы отсчета, которая, в свою очередь,
определяет ориентацию плоскости орбиты и фиксирует направление вылета для дол-
готы движущегося тела. Оставшиеся три элемента определяют движение вдоль векто-
ра радиальной единицы и орбитальной долготы. Эффективность метода, протестиро-
ванного с использованием ряда эталонных сценариев распространения орбиты, явля-
ется, по мнению авторов, чрезвычайно хорошей по сравнению с несколькими
регуляризованными составами, некоторые из которых были изменены и улучшены
здесь впервые.

Дополнительно отметим, что этими авторами используются уравнения движения,
записанные в орбитальной системе координат. Для описания ее ориентации исполь-
зуются параметры Эйлера, уравнения для которых записываются в скалярной и мат-
ричной формах. В качестве переменных также используются временной элемент, эле-
мент λ3 = –1/(2ε) и элементы λ1 and λ2 (первые интегралы невозмущенного движения).
Вместо времени используется новая переменная ϕ: dt/dϕ = r/(–2ε)1/2, где ε – полная
энергия, r – расстояние. Сравниваются результаты численного решения предлагаемых
уравнений и других уравнений, в том числе уравнений в KS-переменных. Показывает-
ся, что лучшую точность дают уравнения в KS-переменных и уравнения, предложен-
ные авторами, причем решения новых уравнений для рассмотренных примеров име-
ют меньшие погрешности, чем решения уравнений в KS-переменных.

Libraro (2016) [19] отмечается, что обычный маневр космического корабля по под-
нятию орбиты с помощью электрического двигателя должен иметь дело с четырьмя
основными ограничивающими факторами: более продолжительное время полета,
множественные затмения, запрещающие непрерывную тягу, длительное воздействие
излучения пояса Ван Аллена (Van Allen) и высокие требования к мощности электро-
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двигателей. Чтобы оптимизировать передачу малой тяги с учетом этих проблем, выбор
координат и соответствующих уравнений движения, используемых для описания ки-
нематического и динамического поведения спутника, имеют решающее значение.
Этот выбор потенциально может повлиять на процесс численной оптимизации, а так-
же ограничить набор сценариев миссии, которые можно исследовать. Чтобы повы-
сить способность определять возможный набор сценариев миссии, способных решить
полностью проблемы электрического поднятия орбиты, требуется набор уравнений,
свободный от каких-либо сингулярностей, для рассмотрения полностью произволь-
ной орбиты инжекции. С этой целью Libraro была разработана новая кватернионная
формулировка поступательной динамики космического аппарата, которая является
глобально невырожденной. Задача минимального времени и малой тяги была решена
с использованием новой системы уравнений движения внутри схемы прямой оптими-
зации для исследования оптимальных траекторий малой тяги во всем диапазоне углов
наклона орбиты от 0 до 90 градусов. В состав этой системы уравнений входят кинема-
тические уравнения в параметрах Эйлера.

Roa and Kasdin [20] предложили альтернативный набор неособых кватернионных
орбитальных элементов (alternative set of nonsingular quaternionic orbital elements), с по-
мощью которых описывается движение материальной точки (the particle) в инерци-
альной системе координат. Ими в рамках возмущенной пространственной задачи двух
тел предложены уравнения (15)–(20) [20] орбитального движения частицы, записан-
ные во вращающейся (промежуточной (intermediate frame)) системе координат Q, тре-
тья ось которой направлена вдоль радиус-вектора r частицы, а проекция ω3 вектора
абсолютной угловой скорости которой на направление вектора r равна нулю (такая
система координат в авиации называется свободной в азимуте). Для описания враще-
ния системы координат Q используются кватернион q и кватернионное кинематиче-
ское уравнение в параметрах Эйлера qj – компонентах кватерниона q. Переменными в
предложенных уравнениях являются величина u = 1/r (r – расстояние до центра при-
тяжения (the radial distance)), проекции ω1 и ω2 абсолютной угловой скорости проме-
жуточной системы координат на ее же координатные оси, кватернион q, модуль h век-
тора момента орбитальной скорости (the module h of the angular momentum vector), ре-
альное время t. Выбранная новая независимая переменная ν является истинной
аномалией (the true anomaly) для невозмущенного кеплеровского движения. Эти урав-
нения близки (в отношении используемых переменных) к регулярным уравнениям
возмущенной задачи двух тел, полученным нами в работе [30] (1984). В этих уравнени-
ях в качестве переменных выбраны (в принятых в этой работе обозначениях) расстоя-
ние r, две проекции ω2 и ω3 вектора абсолютной угловой скорости азимутально сво-
бодной системы координат η на ее же координатные оси (ее проекция ω1 = 0), кепле-
ровская энергия h, кватернион λ ориентации системы координат η в инерциальной
системе координат и реальное время t. В качестве новой независимой переменной вы-
ступает переменная τ, связанная с временем t дифференциальным соотношением dt =
rdτ. Отметим, однако, что уравнения Roa and Kasdin (15)–(20) [20], в отличие от урав-
нений работы [30], не являются регулярными (в отношении расстояния) для движе-
ния в ньютоновском гравитационном поле.

Из выше описанных уравнений (15)–(20) Roa and Kasdin получены регулярные
дифференциальные уравнения (37)–(42) [20] в оскулирующих (медленно изменяю-
щихся) переменных. Уравнения получены методом вариации произвольных постоян-
ных интегрирования λ1 и λ2 линейного дифференциального уравнения второго поряд-
ка для переменной u = 1/r в случае кеплеровского движения, введением вместо проек-
ций ω1 и ω2 двух новых переменных λ3 = ω1/u2 и λ4 = ω2/u2 (λ3 и λ4 – интегралы
(постоянные площадей) для невозмущенного кеплеровского движения) и мультипли-
кативным введением новой кватернионной переменной g, которая является кватер-
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нионной постоянной интегрирования кватернионного дифференциального уавнения
ориентации системы координат Q в случае кеплеровского движения частицы. Эти
уравнения являются регулярными, за исключением случая, когда модуль вектора мо-
мента орбитальной скорости h = 0. Эта особенность появляется, когда радиус-вектора
r частицы и вектор ее скорости становятся параллельными или когда любой из этих
двух векторов равен нулю.

В аннотации статьи говорится, что кватернионные элементы в орбитальной меха-
нике обычно связываются с преобразованием Кустаанхеймо–Штифеля или с опреде-
лением орбитальной плоскости. Новый набор регулярных элементов, представлен-
ный в этой статье, происходит от формы уравнений движения вращающегося тела,
которые моделируют эволюцию кватерниона, определяющего ориентацию связанной
с телом системы координат и изменение угловой скорости такой системы кординат.
Заменяя связанную с телом систему координат специальной орбитальной системой
координат и составляя уравнения для радиального движения отдельно, можно по-
строить эквивалентное решение для орбитального движения. Изменение (вариация)
параметров радиального движения поставляет новый набор элементов, который явля-
ется независимым от описания орбитальной плоскости. Преобразованием Sundman
второго порядка вводится фиктивное время, которое заменяет физическое время в ка-
честве новой независимой переменной. Эта техника улучшает числовую работу мето-
да. Использование временного элемента приводит к еще более гладкому изменению
орбитальных элементов под действием возмущений. Как только скобки Lagrange и
Poisson получены, самая общая неособая (nonosculating) версия набора элементов ока-
зывается представленной. Относительно числовых экспериментов авторами показа-
но, что метод сопоставим с другими формулировками, использующими подобную
стабилизацию и методы регуляризации.

В статье [21] сравниваются полуаналитические и неусредненные регуляризованные
методы. Показывается, что эффективные реализации неусредненных регуляризован-
ных формулировок уравнений движения, и особенно методов неособых элементов, яв-
ляются привлекательными кандидатами для долгосрочного изучения высотного и вы-
сокоэллиптического спутника Земли. Также показывается, что специальные методы
возмущения, основанные на регуляризованных формулировках, могут конкурировать и
даже работать лучше, чем полуаналитические методы для долгосрочного движения
(порядка десятилетий) объектов, вращающихся вокруг Земли и что для такого рода
применений формулировка Cowell никогда не используется из-за малых требуемых
размеров шагов, которые вызывают сильное накопление ошибки округления и дли-
тельное время вычислений. Для выполнения этого исследования авторы разработали
код Fortran, названный THALASSA, который включает метод Cowell’s, EDromo, регу-
ляризацию Кустаанхеймо–Штифеля (KS-регуляризацию) [10], и набор регулярных
элементов, которые были получены Stiefel и Scheifele [11] из KS-переменных.

Как известно, три элемента EDromo характеризуют динамику в орбитальной систе-
ме отсчета и ее ориентацию относительно промежуточной системы отсчета, а пара-
метры Эйлера, связанные с промежуточной системой отсчета, представляют собой че-
тыре других пространственных элемента.

В работе Bau и Roa [22] представлен новый метод вычисления орбит в возмущенной
задаче двух тел: векторы положения и скорости движущегося объекта в декартовых
координатах заменяются восемью орбитальными элементами, которые являются кон-
стантами для невозмущенного движения. Предлагаемые элементы равномерно дей-
ствительны для любого значения суммарной энергии. Их определение вытекает из
идеи применения временного преобразования Sundman’s в рамках проективного раз-
ложения движения, которое является отправной точкой линеаризации Burdet–Ferran-
diz в сочетании с функциями Штумпфа (Stumpff). По аналогии с идеальными элемен-
тами Деприта, формулировка опирается на специальную (промежуточную) систему
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координат, которая медленно вращается под действием внешних возмущений. Отсю-
да и название элементов, два из них связаны с радиальным движением, следующие че-
тыре, параметры Эйлера, задают ориентацию промежуточной системы координат.
Полная энергия и элемент времени завершают вектор состояния. Предоставлены все
необходимые формулы для расширения метода для определения орбиты и “распро-
странения” неустойчивости (uncertainty propagation). Например, частные производ-
ные положения и скорости по отношению к промежуточным элементам получены яв-
но вместе с обратными частными производными. Численные тесты включены для
оценки эффективности предлагаемого специального метода возмущений при движе-
нии по орбите комет C/2003 T4 (LINEAR) и C/1985 K1 (Machholz).

3. Регулярные модели небесной механики и астродинамики, построенные автором ста-
тьи с использованием параметров Эйлера. 3.1. Параметры Эйлера и проблема регуляриза-
ции уравнений задачи двух тел. В работах [31, 30] (1981, 1984) получены более общие (в
сравнении с уравнениями Кустаанхеймо–Штифеля) матричные [31] (с использовани-
ем кватернионных матриц) и кватернионные [30] (с использованием кватернионов
Гамильтона) регулярные уравнения возмущенной пространственной задачи двух тел в
четырехмерных KS-переменных в предположении, что хорошо известное билинейное
соотношение, лежащее в основе построения регулярных уравнений Кустаанхеймо–
Штифеля, не выполняется.

Для получения этих уравнений нами были использованы восьмимерные параметры

винтового движения λj и  (j = 0, 1, 2, 3) введенной поступательно перемещающейся
и вращающейся в инерциальном пространстве системы координат η, а также полу-
ченные в этих переменных матричные [31] и кватернионные [30] дифференциальные
уравнения возмущенного движения материальной точки в ньютоновском гравитаци-
онном поле, записанные в промежуточной системе координат η. Ось η1 этой системы
координат направлена вдоль радиус-вектора r второго (рассматриваемого) тела, а ее
начало находится в центре масс этого тела. Переменные λj являются параметрами Эй-
лера и характеризуют ориентацию системы координат η в инерциальной системе ко-

ординат, а переменные  характеризуют поступательное движение системы коорди-
нат η в инерциальной системе координат.

В этих работах отмечается, что дуальные переменные Λj = λj + s  являются дуаль-
ными параметрами Эйлера (Родрига–Гамильтона), которые, в свою очередь, являют-
ся компонентами бикватерниона конечного перемещения Клиффорда (Clifford 1873)
[32] Λ = λ + sλ0, описывающего пространственное движение (вращательное и поступа-
тельное) промежуточной системы координат η. (В дуальных переменных Λj символ s –
комплексность Клиффорда, обладающая свойством s2 = 0.) В нашей работе [30] также
отмечено, что использованные кватернионные дифференциальные уравнения в пере-
менных λ и λ0 эквивалентны одному бикватернионному (дуальному кватернионному)
кинематическому уравнению (Челноков 1980) [33] движения свободного твердого тела
(системы координат η).

Декартовые координаты x, y, z рассматриваемого тела в инерциальной системе ко-

ординат связаны с параметрами винтового движения λj и  системы координат η со-
отношениями, которые в кватернионной записи имеют вид [33]

В [31] установлено, что из этих соотношений получается регуляризующее KS-пре-
образование координат

λ0
j

λ0
j

λ0
j

λ0
j

= + + = �

0   2in x y zr i j k λ λ
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если параметры λj и  положить равными

т.е. когда параметры λj и  связаны соотношениями

Здесь r – модуль радиус-вектора r, uj – переменные Кустаанхеймо–Штифеля; i, j, k – век-
торные мнимые единицы Гамильтона,  – символ кватернионного произведения,
верхняя черта – символ сопряжения.

Поэтому KS-преобразование заключается в переходе от декартовых координат x, y,
z рассматриваемого тела к новым переменным uj, которые являются параметрами Эй-
лера λj, нормированными с помощью множителя r1/2, содержащего расстояние r от
рассматриваемого тела до центра притяжения.

Проекции ηi радиус-вектора r рассматриваемого тела, проводимого из центра при-

тяжения, на оси системы координат η связаны с параметрами λj и  кватернионным
соотношением [33]

Из этого соотношения с учетом выше приведенных связей переменных λj и  вы-
текает, что в рассматриваемом случае отображение  радиус-вектора r на базис η
определяется соотношением

и, следовательно, ось η1 системы координат η направлена вдоль радиус-вектора r.
Таким образом, нами было показано, что регулярные уравнения возмущенной про-

странственной задачи двух тел в переменных Кустаанхеймо–Штифеля могут быть по-
лучены с помощью записи уравнений этой задачи во введенной вращающейся систе-
ме координат η, использования в качестве параметров ориентации этой системы ко-
ординат параметров Эйлера и дальнейшей их нормировкой в соответствии с выше
приведенными соотношениями.

Было также показано, что билинейное соотношение Кустаанхеймо–Штифеля

связывающее между собой KS-переменные uj и их первые производные  по но-
вой независимой переменной τ и играющее, по словам Штифеля и Шейфеле [11], ос-
новную роль в их построении регулярной небесной механики, накладывает на движе-
ние системы координат η дополнительное (неголономное) условие, заключающееся в
равенстве нулю проекции ω1 вектора ω абсолютной угловой скорости этой системы
координат на направление радиус-вектора r (ось η1):

Здесь верхняя точка – символ дифференцирования по времени t.
3.2. Регуляризация уравнений возмущенного центрального движения. Идеи в области

кватернионной регуляризации уравнений задачи двух тел были использованы нами
[34–37] (1985, 1993) для разработки общей кватернионной теории регуляризующих и
стабилизирующих преобразований уравнений возмущенного центрального движения
материальной точки, имеющих вид векторного дифференциального уравнения второ-
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го порядка для возмущенного движения материальной точки в центральном силовом
поле с потенциалом П(r) под действием возмущающей силы с потенциалом П*(r) и
возмущающего ускорения p(t, r, dr/dt). Здесь r – радиус-вектора точки, проводимый
из центра силового поля, потенциал П(r) полагается произвольной дифференцируе-
мой функцией расстояния r от материальной точки до центра этого силового поля.

В работах [34–37] получены общие кватернионные дифференциальные уравнения
возмущенного центрального движения материальной точки второго порядка с тремя
регуляризующими функциями, условия приводимости кватернионных уравнений
возмущенного центрального движения к удобному для аналитического и численного
исследования осцилляторному виду (к виду уравнений движения четырехмерного
возмущенного осциллятора, совершающего в случае невозмущенного центрального
движения гармонические колебания с одинаковой частотой), а также кватернионные
уравнения возмущенного центрального движения в нормальной форме. Из этих урав-
нений получены [37], как частные, системы регулярных кватернионных уравнений
возмущенного центрального движения, в которых используются переменные Куста-
анхеймо–Штифеля или параметры Родрига–Гамильтона (Эйлера), а также системы
кватернионных уравнений возмущенного движения, содержащие обобщенное урав-
нение Бинэ. Эти уравнения были также получены нами [38, 39] другим путем.

Полученные кватернионные системы уравнений возмущенного центрального дви-
жения отличаются своей структурой, размерностью, используемыми зависимыми и
независимыми переменными и свойствами, описанными в этих работах.

Основное достоинство систем дифференциальных уравнений возмущенного цен-
трального движения, полученных с использованием параметров Эйлера и независимой
переменной τ (dτ = r-2dt) или независимой переменной ϕ (dϕ = cr-2dt), заключается в
том, что каждое из входящих в эти системы уравнений дифференциальное кватернион-
ное уравнение в параметрах Эйлера второго порядка является регулярным для возму-
щенного движения материальной точки в центральном силовом поле с любым видом
потенциала П(r) (здесь c – модуль вектора момента количества движения точки).

Кроме этого, в случае невозмущенного центрального движения каждое из этих ква-
тернионных уравнений в параметрах Эйлера становится эквивалентным уравнению
движения четырехмерного одночастотного гармонического осциллятора с частотой
колебаний, равной c/2 во “времени” τ, или с частотой, равной 1/2 во “времени” ϕ (па-
раметры Эйлера осциллируют с указанными частотами “во времени” τ и ϕ), что явля-
ется удобным для решения ряда задач методами нелинейной механики. При этом
дифференциальные уравнения для полной энергии и модуля вектора момента количе-
ства движения точки, входящие в состав этих систем уравнений, также являются регу-
лярными для любого вида потенциала П(r). Уравнения же для расстояния r регулярны
лишь для потенциала П(r), имеющего четвертый порядок относительно величины r–1,
обратной расстоянию до центра притяжения, т.е. для потенциала

В отличие от этих уравнений уравнения Кустаанхеймо–Штифеля имеют более про-
стой вид, однако они регулярны лишь для потенциала, имеющего первый порядок от-

носительно величины r–1, когда .
Полученные нами системы регулярных уравнений могут быть использованы, в

частности, для изучения движения материальной точки в искривленном простран-
стве-времени, описываемом метрикой Шварцшильда. Траектории точки в таком про-
странстве соответствуют траекториям при движении в поле центральной силы с по-
тенциалом

( ) − − − −= − − − − =1 2 3 4
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Поэтому эти регулярные уравнения могут быть использованы для прогноза движе-
ния планет с учетом эффектов общей теории относительности (ОТО).

В наших работах [40, 41] они были использованы для построения регулярных ква-
тернионных уравнений возмущенного орбитального движения твердого тела в грави-
тационном поле Земли с учетом его зональных, тессеральных и секториальных гармо-
ник (с регуляризацией слагаемых уравнений, содержащих отрицательные степени
расстояния r до четвертого порядка включительно).

3.3. Уравнения орбитального движения в кватернионных оскулирующих элементах, со-
ответствующих параметрам Эйлера и их первым производным. Из кватернионных диф-
ференциальных уравнений возмущенного центрального движения нами получены
(1993) [39] уравнения возмущенного орбитального движения спутника, в состав кото-
рых входят уравнения в кватернионных оскулирующих элементах (медленно изменя-
ющихся переменных), соответствующих параметрам Эйлера и их первым производ-
ным по обобщенной истинной аномалии, а из кватернионных регулярных уравнений
в переменных Кустаанхеймо–Штифеля получены [1, 3] регулярные уравнения возму-
щенной пространственной задачи двух тел в кватернионных оскулирующих элемен-
тах, соответствующих KS-переменным и их первым производным по “фиктивному”
времени. Эти уравнения получены с использованием метода вариации произвольных
кватернионных постоянных интегрирования и удобны для применения методов нели-
нейной механики.

3.4. Регулярные уравнения орбитального движения и параметры Эйлера. Нами предло-
жены новые, регулярные кватернионные уравнения небесной механики и астродина-
мики, в которых используются переменные, характеризующие форму и размеры ор-
биты материальной точки (частицы), и параметры Эйлера для описания вращения ис-
пользуемой вращающейся (промежуточной) системы координат или ориентации
мгновенной орбиты или плоскости орбиты. Эти уравнения не имеют особенностей,
порождаемых использованием углов Эйлера, и удобны для решения ряда задач небес-
ной механики и астродинамики.

К таким моделям относятся уравнения задачи двух тел и орбитального движения
космического аппарата, записанные с использованием кватернионов в неголономном
(азимутально-свободном) координатном трехграннике [1, 2, 30, 31, 34–38, 42–44], в
орбитальном координатном трехграннике [1, 2, 38, 42, 45, 46], в орбитальной и идеаль-
ной системах координат с использованием первого кватернионного оскулирующего
элемента орбиты [38, 39, 45, 46], в идеальной системе координат с использованием
первого кватернионного оскулирующего элемента орбиты и идеальных прямоуголь-
ных координат Ганзена [47], а также уравнения, записанные с использованием второ-
го кватернионного оскулирующего элемента орбиты [47]. Все эти модели имеют свои
достоинства, проявляющиеся при решении тех или иных задач небесной механики и
астродинамики. Автором статьи с их помощью решен ряд задач оптимального управ-
ления орбитальным движением космического аппарата. В состав этих уравнений вхо-
дит кватернионное дифференциальное уравнение ориентации или неголономной
(азимутально-свободной), или орбитальной, или идеальной системы координат, или
кватернионное дифференциальное уравнение мгновенной ориентации орбиты изуча-
емого тела в параметрах Эйлера.

В работе [47] рассматриваются особенности типа сингулярности (деления на ноль),
порождаемые использованием в небесной механике и астродинамике классических
уравнений в угловых переменных (в частности, в углах Эйлера) и устраняемые с помо-
щью использования параметров Эйлера (Родрига–Гамильтона) и кватернионов Га-
мильтона. Рассматриваются основные регулярные в указанном смысле кватернион-
ные модели небесной механики и астродинамики: уравнения траекторного движения,
записанные в неголономном, орбитальном и идеальном сопровождающих трехгран-
никах, для описания вращательного движения которых используются параметры Эй-
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лера и кватернионы поворотов, а также кватернионные уравнения ориентации мгно-
венной орбиты небесного тела (космического аппарата). Выводятся новые кватерни-
онные регулярные уравнения возмущенной пространственной задачи двух тел
(траекторного движения КА), построенные с использованием идеальных прямоуголь-
ных координат Ганзена, параметров Эйлера и кватернионных переменных и имею-
щие наряду с известными достоинствами регулярных уравнений Кустаанхеймо–Шти-
феля свои дополнительные достоинства.

3.5. Регулярные кватернионные уравнения орбитального движения твердого тела в гра-
витационном поле Земли и параметры Эйлера. В наших работах [40, 41] предложены ре-
гулярные кватернионные модели возмущенного орбитального движения твердого те-
ла, не имеющие особенностей, присущих классическим моделям, при движении тела
в ньютоновском гравитационном поле и, в общем случае, при движении тела в цен-
тральном силовом поле, потенциал которого имеет вид полинома отрицательных сте-
пеней расстояния до центра притяжения четвертого порядка. Предложены также ре-
гуляризованные кватернионные модели возмущенного орбитального движения тела в
гравитационном поле Земли, в описании которого учитываются не только централь-
ная (ньютоновская), но и зональные, тессеральные и секториальные гармоники по-
тенциала поля тяготения, учитывающие несферичность Земли. В этих моделях пони-
жены на несколько порядков отрицательные степени расстояния до центра притяже-
ния в слагаемых, описывающих влияние на орбитальное движение твердого тела
зональных, тессеральных и секториальных гармоник потенциала поля тяготения Зем-
ли. Основными переменными являются параметры Эйлера (или соответствующая им
кватернионная переменная), расстояние от центра масс тела до центра притяжения,
полная энергия орбитального движения тела и квадрат модуля вектора момента орби-
тальной скорости тела (или проекции этого вектора). В моделях используется новая не-
зависимая переменная, связанная с временем дифференциальным соотношением, со-
держащим квадрат расстояния от центра масс тела до центра притяжения.

В случае орбитального движения тела в гравитационном поле Земли, в описании
которого учитываются только его центральная и зональные гармоники, найдены пер-
вые интегралы полученных уравнений орбитального движения, предложены замены
переменных и преобразования этих уравнений, позволившие получить для изучения
движения тела замкнутые системы дифференциальных уравнений меньшей размер-
ности, в частности, систему уравнений третьего порядка для расстояния, синуса гео-
центрической широты и квадрата модуля вектора момента орбитальной скорости.

3.6. Регулярные уравнения движения точки в ньютоновском гравитационном поле Зем-
ли под действием силы, ортогональной плоскости орбиты и параметры Эйлера. Среди за-
дач астродинамики важное место занимают задачи оптимального управления ориен-
тацией орбиты, плоскости орбиты космического аппарата, рассматриваемого как ма-
териальная точка, и задачи коррекции угловых элементов орбиты КА посредством
реактивного ускорения или реактивной тяги двигателя КА, ортогональных плоскости
орбиты КА.

В случае реактивной тяги, ортогональной плоскости орбиты КА, дифференциаль-
ные уравнения движения центра масс КА в ньютоновском гравитационном поле, опи-
сывающие изменение размеров и формы мгновенной орбиты КА, интегрируются, да-
вая уравнение конического сечения. Поэтому управляемое движение центра масс КА
в этом случае описывается дифференциальными уравнениями, описывающими изме-
нение мгновенной ориентации орбиты КА или используемой (например, орбиталь-
ной) вращающейся системы координат, в которой записываются исходные уравнения
движения центра масс КА, и дифференциальным уравнением для истинной анома-
лии, характеризующей положение центра масс КА на орбите.

Для управления (или возмущения), ортогонального мгновенной плоскости орбиты
КА, форма и размеры орбиты КА в процессе управления не изменяются, а орбита по-
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ворачивается в пространстве как неизменяемая (недеформируемая) фигура. Это цен-
ное свойство такого процесса переориентации орбиты КА является полезным как при
решении задачи коррекции угловых элементов орбиты КА, так и других задач механи-
ки космического полета.

Традиционно используемые классические дифференциальные уравнения ориента-
ции орбиты КА в угловых элементах орбиты являются наглядными, но существенно
нелинейными и содержат особые точки, в которых угол наклона мгновенной орбиты
КА становится равным нулю или 180 градусам, и в которых эти уравнения вырожда-
ются (становятся непригодными). Таких проблем не имеют кватернионные диффе-
ренциальные уравнения ориентации орбиты КА [4, 39, 47–49] и орбитальной системы
координат [38, 47–49] в параметрах Родрига–Гамильтона (Эйлера), предложенные ав-
тором статьи.

Отметим также, что решение задачи оптимальной переориентации круговой орби-
ты КА как деформируемой фигуры (на основе общих уравнений движения центра
масс КА, содержащих три компоненты вектора управления) оказывается несостоя-
тельным из-за вырождаемости в этом случае дифференциального уравнения для ис-
тинной аномалии (из-за наличия особенности типа сингулярности в этом уравнении).
Такая же проблема в случае круговой орбиты возникает и при решении задачи пере-
ориентации орбиты с использованием общих дифференциальных уравнений движе-
ния центра масс КА в классических оскулирующих элементах орбиты. Вместе с тем
актуальность задачи оптимальной переориентации круговой орбиты КА имеет боль-
шое практическое значение из-за того, что спутниковые навигационные группировки
располагаются на круговых орбитах.

Отметим, что проблема вырожденности классических орбитальных элементов ор-
биты движущегося тела (например, КА) частично решается в механике космического
полета за счет использования так называемых “невырожденных” орбитальных эле-
ментов (иногда для них используют термин “equinoctial elements”) и соответствующих
уравнений ориентации орбиты Battin [50]. Эти уравнения, также как и предложенные
автором статьи кватернионные уравнения ориентации орбиты КА в параметрах Эйле-
ра, не имеют особой точки (деления на ноль при равенстве нулю угла наклона орби-
ты), однако в этих уравнениях сохраняется особое значение угла наклона орбиты, рав-
ное 180 град. К тому же уравнения Battin и сопряженные к ним уравнения задач опти-
мального управления орбитальным движением КА, решаемых с использованием
принципа максимума, значительно сложнее предложенных нами кватернионных ре-
гулярных фазовых и сопряженных уравнений в задачах оптимального управления ор-
битальным движением КА (например, в задачах оптимальной переориентации орби-
ты КА), как с аналитической, так и вычислительной точек зрения.

Кроме этого, кватернионное уравнение ориентации орбиты КА в параметрах Эйле-
ра обладает свойством самосопряженности: оно с точностью до обозначения кватер-
нионной переменной совпадает с кватернионным сопряженным ему уравнением, что
позволяет понизить размерность краевых задач оптимизации (с одновременным их
упрощением) на четыре единицы с использованием новой кватернионной перемен-
ной, являющейся мультипликативной композицией кватернионных фазовой и сопря-
женной переменных (в виде их кватернионного произведения). Таким свойством
классические дифференциальные уравнения ориентации орбиты в угловых элементах
орбиты и уравнения Battin не обладают, причем соответствующие им сопряженные
уравнения гораздо сложнее фазовых.

4. Приложение регулярных кватернионных уравнений астродинамики, в которых ис-
пользуются параметры Эйлера, к решению задач оптимального управления орбитальным
движением космического аппарата. 4.1. Задачи оптимального управления о встрече в нью-
тоновском гравитационном поле управляемого космического аппарата с неуправляемым
аппаратом и параметры Эйлера. С использованием принципа максимума Понтрягина
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и различных вариантов регулярных кватернионных уравнений орбитального движе-
ния, записанных во вращающихся системах координат с использованием параметров
Родрига–Гамильтона (Эйлера) и кватернионных переменных для описания ориента-
ций этих систем координат и орбиты КА, нами решены [1, 2, 4, 42, 44–46, 51, 52] в раз-
личных постановках (с использованием различных кватернионных моделей орбиталь-
ного движения КА и различных критериев качества) задачи оптимального управления
о мягкой или жесткой встрече в ньютоновском гравитационном поле управляемого
космического аппарата с неуправляемым аппаратом, движущимся по кеплеровской
орбите.

В одном из вариантов уравнений движения кватернионная переменная характери-
зует ориентацию мгновенной орбиты КА и положение КА на орбите (то есть, характе-
ризует ориентацию орбитального трехгранника), во втором – ориентацию плоскости
мгновенной орбиты КА и положение обобщенного перицентра на орбите, в третьем –
ориентацию мгновенной орбиты КА. Кватернионная переменная, используемая во
втором и третьем вариантах уравнений движения, является кватернионным оскулиру-
ющим элементом орбиты КА, соответствующим постановке задачи. В качестве мини-
мизируемого функционала используется интегральный функционал качества, харак-
теризующий расход энергии и времени на перевод управляемого КА из начального в
конечное состояние, или характеристическая скорость КА. Управление (вектор уско-
рения от тяги реактивного двигателя) полагается ограниченным по модулю.

4.2. Задачи оптимальной переориентации орбиты космического аппарата, плоскости
орбиты, коррекции угловых элементов орбиты посредством реактивного ускорения или
реактивной тяги, ортогональных плоскости орбиты КА и параметры Эйлера. В наших
работах [49, 53–60] решены задачи оптимальной переориентации орбиты космиче-
ского аппарата, плоскости орбиты, коррекции угловых элементов орбиты посред-
ством реактивного ускорения или реактивной тяги (для КА с переменной массой), ор-
тогональных плоскости орбиты КА, с использованием принципа максимума Понтря-
гина и кватернионных дифференциальных уравнений ориентации орбитальной
системы координат или орбиты КА в параметрах Эйлера в непрерывной (с ограничен-
ным по модулю управлением) или в импульсной постановке. При таком управлении
форма и размеры орбиты КА остаются в процессе управляемого движения неизмен-
ными, а сама орбита поворачивается в инерциальной системе координат как неизме-
няемая (недеформируемая) фигура, что важно, например, при управлении спутнико-
вой навигационной группировкой.

Решены задачи быстродействия, минимизации импульса реактивного ускорения
или реактивной тяги, характеристической скорости КА, а также задачи минимизации
комбинированных функционалов качества: времени и суммарного импульса величи-
ны ускорения или тяги, затраченных на процесс управления, времени и характеристи-
ческой скорости КА.

Решение задач оптимальной переориентации орбиты и плоскости орбиты космиче-
ского аппарата, коррекции угловых элементов орбиты КА посредством реактивного
ускорения, ортогонального плоскости оскулирующей орбиты, с помощью уравнений
в классических угловых элементах орбиты [61–66] в строгой нелинейной постановке
достаточно сложно в силу нелинейности этих уравнений, наличия в них особых точек,
в которых угол наклона орбиты i = 0, π, а также в силу громоздкости уравнений для со-
пряженных переменных. Поэтому для решения этих задач вместо угловых элементов
орбиты целесообразно использовать параметры Эйлера (Родрига–Гамильтона).

В наших работах [49, 54, 58–60] для решения указанных задач использовано кватер-
нионное дифференциальное уравнение, описывающее ориентацию орбитальной си-
стемы координат в параметрах Эйлера, и скалярное дифференциальное уравнение для
истинной аномалии, характеризующей положение центра масс КА на орбите. В дру-
гих наших работах [53, 55–57] для решения задач использовано кватернионное диф-
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ференциальное уравнение мгновенной ориентации орбиты КА в параметрах Эйлера,
и скалярное дифференциальное уравнение для истинной аномалии. Использование
кватернионного дифференциального уравнения ориентации орбитальной системы
координат более удобно при аналитическом исследовании задачи оптимальной пере-
ориентации орбиты КА в непрерывной постановке (с использованием малой тяги ре-
активного двигателя), однако использование кватернионного дифференциального
уравнения ориентации орбиты КА имеет преимущество при численном решении за-
дач оптимальной переориентации орбиты КА и ее плоскости и коррекции угловых
элементов орбиты, так как кватернион ориентации орбиты КА является оскулирую-
щим (медленно изменяющимся) элементом орбиты. Кватернион ориентации орби-
тальной системы координат таким свойством не обладает, так как является быстро
меняющейся переменной.

В работах [49, 53–56, 58, 59] в качестве управления используется вектор реактивно-
го ускорения центра масс КА (масса КА полагается постоянной), задачи оптимально-
го управления решаются в непрерывной постановке (с использованием малой тяги,
ограниченной по модулю) или в импульсной постановке (с использованием большой
тяги). В работах [57, 60] в качестве управления используется вектор тяги реактивного
двигателя КА (масса КА полагается переменной, ее изменение описывается соответ-
ствующим дифференциальным уравнением), задачи оптимального управления реша-
ются в непрерывной постановке с ограниченной по модулю тягой.

В работе [57] с использованием кватернионного дифференциального уравнения
ориентации орбиты КА в параметрах Эйлера и принципа максимума решена в нели-
нейной постановке задача об оптимальном переводе орбиты космического аппарата с
переменной массой на заданную плоскость. Управление движением аппарата произ-
водится с помощью ограниченной по модулю реактивной тяги, ортогональной к плос-
кости оскулирующей орбиты КА. Учитывается изменение массы аппарата за счет рас-
хода рабочего тела на процесс управления. Функционал, определяющий качество
процесса управления, представляет собой линейную свертку с весовыми множителя-
ми двух критериев: времени и суммарного импульса тяги, затраченных на процесс
управления. Излагается теория решения задачи. Приводятся результаты расчетов оп-
тимального управления для случаев, когда в минимизируемом комбинированном
функционале качества процесса управления одновременно учитываются оба крите-
рия, и для случаев, когда минимизируется лишь суммарный импульс тяги. Получены
примеры оптимального управления, содержащие до 192 пассивных и активных эта-
пов. Установлены закономерности оптимального управления поворотом плоскости
орбиты КА.

В работе [60] решена в нелинейной постановке с использованием кватернионного
дифференциального уравнения ориентации орбитальной системы координат в пара-
метрах Эйлера и принципа максимума Понтрягина задача оптимального поворота
плоскости орбиты КА переменной массы в инерциальной системе координат. Рас-
смотрены задачи быстродействия, минимизации импульса тяги, характеристической
скорости КА, а также задачи минимизации комбинированных функционалов каче-
ства: времени и суммарного импульса величины тяги, затраченных на процесс управ-
ления, времени и характеристической скорости КА. Управление поворотом плоско-
сти орбиты КА на любые по величине углы производится с помощью ограниченной
по модулю реактивной тяги, ортогональной плоскости оскулирующей орбиты КА.
Учитывается изменение массы аппарата за счет расхода рабочего тела на процесс
управления. Частным случаем изучаемой задачи является задача оптимальной коррек-
ции угловых элементов орбиты КА. Приведены результаты расчетов оптимального
управления плоскостью орбиты КА посредством малой ограниченной реактивной тя-
ги с большим количеством пассивных и активных участков траектории.
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4.3. Положительные стороны использования параметров Эйлера в задачах оптималь-
ного управления орбитальным движением КА. Нами показано, что кватернионные регу-
лярные уравнения орбитального движения центра масс КА, в состав которых входят
уравнения в параметрах Эйлера, в отличие от классических уравнений орбитального
движения в угловых оскулирующих элементах, содержащих особые точки (деление на
ноль), этих особых точек не имеют. Эти кватернионные уравнения позволяют карди-
нально повысить эффективность аналитического исследования и численного реше-
ния выше указанных (пп. 4.1, 4.2) задач оптимального управления орбитальным дви-
жением КА, а также улучшить сходимость итерационных процессов численного реше-
ния краевых задач оптимизации. Нами с использованием параметров Эйлера
установлены новые свойства оптимального управления орбитальным движением кос-
мических аппаратов и новые кватернионные первые интегралы пространственных
краевых задач оптимального управления орбитальным движением, содержащие пара-
метры Эйлера и сопряженные им переменные.

Так, в задачах оптимального управления орбитальным движением космических ап-
паратов, решаемых с использованием параметров Эйлера и принципа максимума
Понтрягина (п. 4.1), были установлены новые общие кватернионные первые интегра-
лы для фазовых и сопряженных уравнений этих задач, справедливые для любого
управления орбитальным движением КА (в том числе и для оптимального управле-
ния). Эти интегралы аналогичны кватернионным первым интегралам, существующим
в задачах оптимального управления вращательным движением твердого тела, установ-
ленным впервые Бранцем и Шмыглевским [67], и являются мультипликативными
композициями кватернионных переменных, сопряженных к кватернионам ориента-
ции вводимых подвижных (вращающихся) систем координат, и этих (фазовых) ква-
тернионов ориентации, компонентами которых являются параметры Эйлера. Они
имеют ясный геометрический смысл: система координат ζ, ориентация которой в
инерциальном пространстве характеризуется сопряженной кватернионной перемен-
ной (сопряженной к соответствующей кватернионной фазовой переменной) оказыва-
ется повернутой относительно мгновенной фазовой системы координат η для любого
момента времени на один и тот же угол вокруг эйлеровой оси, сохраняющей свое на-
правление в инерциальной системе координат неизменным. Использование кватер-
нионных первых интегралов позволило нам ввести новые переменные, связанные
преобразованиями вращения с кватернионными первыми интегралами, и понизить с
их помощью размерности исходных кватернионных дифференциальных уравнений
краевых задач оптимального управления орбитальным движением с одновременным
их упрощением на 5 единиц. Известные векторные первые интегралы в этих задачах
справедливы только для оптимального управления и являются частными случаями
векторных первых интегралов, являющихся векторными частями наших общих ква-
тернионных первых интегралов, для оптимального управления орбитальным движе-
нием. Они не позволяют эффективно понизить размерности исходных векторных
уравнений краевых задач оптимизации, записанных с использованием декартовых ко-
ординат, из-за равенства нулю определителя трехмерного кососимметрического мат-
ричного коэффициента в матричном уравнении, соответствующем векторным пер-
вым интегралам.

4.4. В работе [1] даны обзор и обобщение результатов, полученных автором статьи и
Сапунковым в теории оптимального управления движением материальной точки в
центральном ньютоновском гравитационном поле с использованием принципа мак-
симума Понтрягина и кватернионных моделей орбитального движения, в которых ис-
пользуются параметры Эйлера или переменные Кустаанхеймо–Штифеля. Эта теория
имеет важное значение в механике космического полета, являясь фундаментом реше-
ния задач оптимального управления движением центра масс космического аппарата.
Приведен обзор кватернионных моделей движения материальной точки в централь-
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ном ньютоновском гравитационном поле, дан анализ их достоинств и недостатков.
Рассмотрена постановка задачи оптимального управления движением материальной
точки в центральном ньютоновском гравитационном поле и ее связь с задачей опти-
мального управления движением центра масс космического аппарата. Анализируются
основные проблемы, возникающие при решении задач оптимального управления
движением материальной точки с помощью принципа максимума, в том числе про-
блема неустойчивости в смысле Ляпунова решений сопряженных уравнений. Показа-
но, что эффективность аналитического исследования и численного решения краевых
задач оптимального управления движением материальной точки может быть повыше-
на за счет использования кватернионных моделей орбитального движения.

4.5. В нашей работе [4] дан анализ основных проблем, возникающих при решении
задач оптимального управления траекторным движением КА с помощью принципа
максимума (в том числе неустойчивость в смысле Ляпунова решений сопряженных
уравнений). Показано, что использование кватернионных моделей астродинамики в
параметрах Эйлера или переменных Кустаанхеймо–Штифеля позволяет устранить
особые точки в дифференциальных фазовых и сопряженных уравнениях и в их част-
ных аналитических решениях; построить новые кватернионные первые интегралы,
существенно уменьшить размерности систем дифференциальных уравнений краевых
задач оптимизации с одновременным их упрощением за счет использования новых
кватернионных переменных, связанных с кватернионными константами движения
преобразованиями вращения; построить общие решения дифференциальных уравне-
ний для фазовых и сопряженных переменных на участках пассивного движения КА в
наиболее простой и удобной форме, что важно для решения задач оптимальных им-
пульсных перелетов КА; расширить возможности аналитического исследования диф-
ференциальных уравнений краевых задач с целью выявления основных закономерно-
стей оптимального управления и движения КА; улучшить вычислительную устойчи-
вость решения краевых задач; уменьшить необходимый объем вычислений.

5. Применение дуальных параметров Эйлера и бикватернионов Клиффорда в задачах
управления пространственным движением твердого тела (космического аппарата). Дуаль-
ные параметры Эйлера (Родрига–Гамильтона) Λj (j = 0, 1, 2, 3) были введены автором
статьи [33, 68, 69] для описания общего пространственного движения твердого тела,
представляющего собой композицию вращательного (углового) и поступательного
(орбитального) движений твердого тела, эквивалентных его винтовому движению.
Они определяются соотношениями

Здесь Φ – дуальный угол поворота тела вокруг его оси винтового конечного переме-
щения ab, ϕ – обычный (вещественный) угол поворота тела вокруг оси ab, ϕ0 – вели-
чина поступательного перемещения тела вдоль оси ab, γk – угол между осью ab и осью

Xk системы координат X, в которой рассматривается положение и движение тела,  –
кратчайшее расстояние между этими осями; s – комплексность (символ) Клиффорда,
имеющая свойство s2 = 0; λj – обычные (вещественные) параметры Эйлера (Родрига–
Гамильтона), характеризующие поворот тела вокруг оси ab в системе координат X, ве-
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личины  характеризуют поступательное перемещение тела вдоль оси ab в системе
координат X.

Автором статьи также были введены для описания общего пространственного дви-
жения твердого тела бикватернионные матрицы и бикватернион (дуальный кватерни-
он) конечного пространственного перемещения твердого тела Λ, определяемый как
комплексная (дуальная) комбинация кватернионов λ и λ0:

а также различные матричные (в бикватернионных матрицах) и бикватернионные (в
дуальных кватернионах) кинематические уравнения пространственного движения
свободного твердого тела [49, 69, 48]. Одно из этих уравнений (наиболее часто исполь-
зуемое уравнение) имеет вид

Здесь компонентами бикватерниона UY являются дуальные ортогональные проек-
ции Uk = ωk + s  кинематического винта U твердого тела на оси системы координат Y,
связанной с твердым телом; ωk и  – проекции векторов ω и v угловой и линейной
скоростей тела на оси системы координат Y.

Это бикватернионное уравнение является дуальным аналогом кватернионного ки-
нематического уравнения вращательного движения твердого тела

Декартовые координаты xk твердого тела в системе координат X находятся по ква-
тернионной формуле

где верхняя черта – символ кватернионного сопряжения.
Кватернионы поворотов Гамильтона, компонентами которых являются широко из-

вестные вещественные параметры Эйлера (Родрига–Гамильтона), и бикватернионы
конечных перемещений Клиффорда (дуальные кватернионы), компонентами кото-
рых являются дуальные параметры Эйлера (Родрига–Гамильтона), используются для
описания вращательного (углового) и общего пространственного движения твердого
тела (композиции вращательного и поступательного движений тела). Именно исполь-
зование вещественных и дуальных параметров Эйлера, число которых равно четырем,
в качестве кинематических параметров движения тела привело к широкому использо-
ванию в механике четырехмерных гиперкомплексных чисел (переменных): кватерни-
онов Гамильтона и бикватернионов Клиффорда.

Кватернионные и бикватернионные кинематические уравнения в вещественных и
дуальных параметрах Эйлера (Родрига–Гамильтона), входящие в состав используе-
мых нами уравнений движения твердого тела и связывающие кватернион и бикватер-
нион конечного перемещения тела, а также их первые призводные с вектором угловой
скорости и кинематическим винтом тела в отображениях на связанный с телом базис,
являются линейными (когда угловая и линейная скорости являются известными
функциями времени) и не вырождаются ни при каком положении твердого тела в
пространстве, в отличие от нелинейных кинематических уравнений в вещественных и
дуальных углах Эйлера–Крылова, содержащих особые точки типа сингулярности (де-
ления на ноль), появляющиеся при определенных положениях тела в пространстве.
Такими же свойствами линейности и регулярности обладают кинематические уравне-
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ния движения твердого тела в вещественных и дуальных направляющих косинусах.
Однако число параметров Эйлера равно четырем, поэтому они имеют одно уравнение
связи, в отличие от шести уравнений связи для девяти направляющих косинусов (от-
метим, что кинематические уравнения в вещественных направляющих косинусах
имеют размерность, равную девяти, и называются, как известно, уравнениями Пуас-
сона).

Применение вещественных и дуальных параметров Эйлера позволяет исключить из
рассмотрения операции с тригонометрическими функциями, что повышает эффек-
тивность аналитического и численного (особенно на бортовых компьютерах) реше-
ния задач механики и управления движением. Кватернионные и бикватернионные
уравнения механики, в которых для описания движения используются вещественные
и дуальные параметры Эйлера, имеют симметричные, компактные, а в ряде случаев и
линейные или близкие к линейным структуры.

Кроме этого, параметры Эйлера (вещественные и дуальные), а с ними кватернионы
и бикватернионы, позволяют наиболее эффективно решать многие вопросы теории
конечных перемещений твердого тела, устойчивости и управления его движением.
Отметим, что в настоящее время вещественные параметры Эйлера (Родрига–Гамиль-
тона) и кватернионы широко используются для решения геометрических и кинемати-
ческих задач механики твердого тела и механических систем, а также задач управле-
ния их вращательным движением в кинематической и динамической постановках.
Дуальные параметры Эйлера и бикватернионы конечных перемещений пока что тако-
го широкого распространения не получили, хотя в последние годы в отечественной и
зарубежной литературе опубликовано большое количество работ по применению ду-
альных параметров Эйлера и бикватернионов (дуальных кватернионов) для управле-
ния движением твердого тела, космического аппарата, а также роботов-манипулято-
ров (термин “бикватернион” был введен Клиффордом и широко использовался Ко-
тельниковым, на западе вместо него используется термин “дуальный кватернион”).

Также отметим, что в последнее время дуальные параметры Эйлера и бикватернио-
ны нашли широкое применение в теории и алгоритмах инерциальной навигации, по-
этому реализация бикватернионных законов управления движением может быть эф-
фективно осуществлена с использованием этих алгоритмов.

Использование кватернионов поворотов Гамильтона в теории и практике управле-
ния вращательным движением движущихся объектов в настоящее время стало обще-
принятым, поскольку они, как уже отмечалось, являются наиболее простым и удоб-
ным средством математического описания вращательного движения твердого тела
(например, космического аппарата, рассматриваемого как твердое тело). Применение
дуальных параметров Эйлера и дуальных кватернионов (параболических бикватерни-
онов Клиффорда [15, 32, 48, 70, 71]) в задачах управления пространственным движе-
нием твердого тела (управления винтовым движением тела, эквивалентным компози-
ции его углового (вращательного) и поступательного (траекторного) движений) было
начато в кинематических задачах управления движением твердого тела. В этих задачах
управления в качестве математических моделей движения твердого тела используются
бикватернионные кинематические уравнения пространственного движения тела в ду-
альных параметрах Эйлера, в которых в качестве фазовой переменной выступает би-
кватернион конечного перемещения Клиффорда, компонентами которого являются
дуальные параметры Эйлера, а в качестве управления – кинематический винт тела.
Цель кинематического управления – перевод тела из его заданного начального поло-
жения (углового и линейного) в требуемое конечное положение за счет сообщения те-
лу требуемых угловой и линейной скоростей. Такая задача решается в классе задач по-
строения программных (в частности, оптимальных) траекторий движения и про-
граммных управлений движением твердого тела или в классе задач построения
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нелинейных стабилизирующих (в частности, оптимальных стабилизирующих) управ-
лений движением тела по принципу обратной связи.

Кинематическая задача построения оптимального в смысле быстродействия винто-
вого перемещения свободного твердого тела из заданного начального положения в
требуемое конечное в бикватернионной постановке изучалась Стрелковой и Малани-
ным [72, 73]. Для получения аналитического решения задачи ими было использовано
бикватернионное кинематическое уравнение винтового движения свободного твердо-
го тела в дуальных параметрах Эйлера, предложенное автором статьи [33, 69] (см. так-
же его книгу [48]).

Кинематическое управление движением свободного твердого тела рассматривалось
с использованием дуальных параметров Эйлера и дуальных кватернионов Dapeng
Han, Qing Wei и Zexiang Li [74]. Введенное ими логарифмическое представление ду-
ального кватерниона использовано для построения кинематического логарифмиче-
ского закона управления движением свободного твердого тела по принципу обратной
связи. Работы этих авторов [75] и [76] также посвящены решению кинематических за-
дач управления движением механических систем и свободного твердого тела с ис-
пользованием дуальных кватернионов и законов управления, построенных с исполь-
зованием отрицательной бикватернионной логарифмической обратной связи. В рабо-
те [77] рассмотрено управление движением руки робота с использованием дуальных
параметров Эйлера, дуальных кватернионов и кинематического бикватернионного
стабилизирующего закона управления, предложенного в [74].

Автором статьи рассмотрена [78] в бикватернионной постановке с использованием
дуальных параметров Эйлера кинематическая задача построения с использованием
принципа обратной связи кинематического винта скоростей, сообщение которого
свободному твердому телу обеспечивает его асимптотически устойчивый перевод из
произвольного начального положения на любую выбранную программную траекто-
рию винтового движения и дальнейшее асимптотически устойчивое движение по этой
траектории с заданным (программным) кинематическим винтом скоростей. Стабили-
зирующее кинематическое управление формируется в виде нелинейной бикватерни-
онной функции компонент бикватерниона ошибки по положению твердого тела (уг-
ловому и линейному) так, чтобы кинематические нелинейные нестационарные диф-
ференциальные уравнения возмущенного движения свободного твердого тела,
замкнутые построенными законами управления, принимали эталонный вид, инвари-
антный относительно любого выбранного программного движения: вид дуальных ли-
нейных стационарных дифференциальных уравнений первого или второго порядка
относительно бикватернионной переменной, характеризующей конечные ошибки по
угловому и линейному положению твердого тела. Постоянные коэффициенты (дуаль-
ные скалярные или матричные, или бикватернионные) этих (эталонных) уравнений
имеют смысл коэффициентов усиления нелинейных обратных связей по положению
тела, реализуемых системой управления движением тела, а сами уравнения описыва-
ют эталонную “динамику” переходных процессов. Это позволяет аналитически точно
определять коэффициенты усиления нелинейных обратных связей, исходя из желае-
мых качественных и количественных характеристик переходного процесса.

В работе [79] нами было получено явное аналитическое решение в кинематической
бикватернионной постановке (с использованием дуальных параметров Эйлера) зада-
чи оптимальной (в смысле интегрального квадратичного функционала качества) не-
линейной стабилизации произвольного программного движения свободного твердого
тела.

В последнее время дуальные параметры Эйлера и дуальные кватернионы стали ши-
роко использоваться для решения задач управления пространственным движением
твердого тела, в частности, космического аппарата, рассматриваемого как твердое те-
ло, в динамической постановке [80–95]. Уравнения динамики твердого тела записы-
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ваются с использованием дуальных параметров Эйлера в бикватернионной форме,
объединяющей динамические уравнения вращательного и поступательного движений
твердого тела, и дополняются бикватернионным кинематическим уравнением в ду-
альных параметрах Эйлера. Для построения законов управления по принципу обрат-
ной связи часто используется один из современных методов теории управления –
управление с прогнозирующей моделью (Model Predictive Control или MPC) [96].
MPC позволяет получить квазиоптимальное решение для нелинейных объектов при
наличии ограничений на управление и фазовых ограничений, но имеет и ряд недо-
статков, среди которых – неаналитичность, достаточно высокое потребление вычис-
лительных ресурсов, поскольку этот метод требует численного интегрирования диф-
ференциальных уравнений движения. Для синтеза законов управления по принципу
обратной связи также используется метод “бэкстеппинг” (“backstepping”). Это – ре-
курсивная процедура, в которой совмещены задачи нахождения функции Ляпунова и
соответствующего ей закона управления. Метод был предложен Кокотовичем в 1990
году. В соответствии с этим методом задача построения закона управления для всей
системы разбивается на последовательность соответствующих подзадач для систем
меньшего порядка. Алгоритм бэкстеппинга заключается в том, чтобы сделать каждый
интегратор объекта устойчивым путем добавления обратной связи, вычисленной по
этому алгоритму, и представляет собой набор действий, выполняемых для каждого
дифференциального уравнения математической модели объекта. Для задачи управле-
ния пространственным движением твердого тела на первом этапе рассматривается
кинематическая задача управления движением тела, описываемая бикватернионным
кинематическим уравнением в дуальных параметрах Эйлера. На этом этапе кинемати-
ческий бикватернионный стабилизирующий закон управления часто берется в виде
логарифмической обратной связи, т.е. в виде, использующем логарифмическое пред-
ставление дуального кватерниона пространственного перемещения тела.

В нашей работе [97] разработан в нелинейной динамической постановке с исполь-
зованием дуальных параметров Эйлера, нормированных бикватернионов Клиффорда
и дуальных матриц новый метод аналитического построения управления простран-
ственным движением твердого тела (управления винтовым движением, эквивалент-
ным композиции углового (вращательного) и поступательного движений). Управле-
ния обеспечивают асимптотическую устойчивость в большом любого выбранного
программного пространственного движения в инерциальной системе координат и же-
лаемую динамику управляемого пространственного движения твердого тела. Для по-
строения законов управления используются бикватернионные и дуальные матричные
модели пространственного движения твердого тела, предложенные автором статьи,
концепция решения обратных задач динамики, принцип управления с обратной свя-
зью и подход, основанный на приведении построенных нелинейных дифференциаль-
ных уравнений возмущенного пространственного движения твердого тела к эталон-
ным линейным стационарным дифференциальным формам выбранной структуры за
счет использования предложенных нелинейных обратных связей в законах управле-
ния. Рассмотрены бикватернионные модели пространственного движения твердого
тела, дана постановка задачи управления движением твердого тела, приведены раз-
личные формы нелинейных дифференциальных уравнений возмущенного простран-
ственного движения твердого тела в бикватернионных и винтовых переменных, удоб-
ные для построения законов управления. Предложены различные дуальные матрич-
ные (винтовые) законы управления пространственным движением твердого тела (в
частности, космического аппарата, рассматриваемого как свободное твердое тело),
для которых нелинейные нестационарные дифференциальные уравнения возмущен-
ного пространственного движения твердого тела принимают вид линейных стацио-
нарных дуальных матричных дифференциальных уравнений второго порядка (отно-
сительно винтовой части бикватерниона ошибки положения твердого тела), инвари-
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антных относительно любого выбранного программного пространственного движения
твердого тела. Постоянные коэффициенты (скалярные дуальные или матричные дуаль-
ные) этих уравнений являются коффициентами усиления нелинейных обратных связей в
предлагаемых дуальных законах управления, обеспечивающих нужное качество переход-
ных процессов управления. Обсуждено определение коэффициентов усиления нелиней-
ных обратных связей, свойства управляемого движения твердого тела.

Отметим, что в задачах управления движением традиционно используются (как в
наших работах [78, 97]) нормированные бикватернионы конечных перемещений тела
и трехмерные винты скоростей и ускорений пространственного движения тела (би-
кватернионы скоростей и ускорений с нулевыми дуальными скалярными частями). Од-
нако, как показали наши исследования [97–99], законы формирования стабилизирую-
щих управлений пространственным движением твердого тела по принципу обратной
связи, полученные с помощью приведения бикватернионных нелинейных нестацио-
нарных дифференциальных уравнений возмущенного пространственного движения те-
ла в указанных переменных к дуальным линейным стационарным дифференциальным
формам (за счет соответствующего выбора дуальных нелинейных обратных связей в
законах управления), имеют особую точку (когда эйлеров угол поворота тела в его воз-
мущенном угловом движении становится равным 180°), в которой эти законы управ-
ления вырождаются. В этой точке дуальные скалярные величины, фигурирующие в
знаменателях полученных законов управления, становятся равными нулю. Поэтому
такого рода законы стабилизирующих управлений обеспечивают (при соответствую-
щем выборе постоянных коэффициентов усиления дуальных нелинейных обратных
связей) асимптотическую устойчивость любого выбранного пространственного дви-
жения тела в большом, но не в целом.

Регулярные в целом (не содержащие особых точек) законы управления могут быть
получены в нелинейной динамической постановке, как показано нами [98, 99], если в
рамках предлагаемого нами подхода к синтезу стабилизирующих управлений исполь-
зовать ненормированный бикватернион положения тела и “четырехмерные” скоро-
сти и ускорения пространственного движения тела (бикватернионы скоростей и уско-
рений с ненулевыми дуальными скалярными частями).

В работах [98, 99] разработан в нелинейной динамической постановке с использо-
ванием дуальных кватернионов (бикватернионов Клиффорда) новый метод аналити-
ческого построения управления пространственным движением твердого тела (в част-
ности, космического аппарата, рассматриваемого как твердое тело). Управление обес-
печивает асимптотическую устойчивость в целом любого выбранного программного
движения в инерциальной системе координат и желаемую динамику управляемого
движения тела. Для построения законов управления предложены новые бикватерни-
онные дифференциальные уравнения возмущенного пространственного движения
твердого тела, в которых использованы ненормированные бикватернионы конечных
перемещений, бикватернионы угловых и линейных скоростей и ускорений тела с не-
нулевыми дуальными скалярными частями; концепция решения обратных задач ди-
намики, принцип управления с обратной связью и подход, основанный на приведе-
нии уравнений возмущенного движения тела к линейным стационарным дифферен-
циальным формам выбранной структуры, инвариантным относительно любого
выбранного программного движения, за счет соответствующего выбора дуальных не-
линейных обратных связей в предложенных бикватернионных законах управления.
Построены аналитические решения бикватернионных дифференциальных уравне-
ний, описывающие динамику процесса управления пространственным движением те-
ла с использованием предлагаемых бикватернионных законов управления. Проанали-
зированы свойства и закономерности такого управления.

В нашей работе [98] рассмотрено два вида управляемого пространственного движе-
ния твердого тела: программное движение тела относительно инерциальной системы
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координат и движение тела относительно программной (неинерциальной) системы
координат (относительное движение). В работе изложены бикватернионные диффе-
ренциальные уравнения и того и другого вида движения тела. Использование биква-
тернионов позволило записать и те и другие уравнения в компактном, удобном для
решения задачи управления виде. Основное внимание в работе уделено бикватерни-
онным дифференциальным уравнениям возмущенного движения тела и синтезу с их
использованием стабилизирующих управлений движением твердого тела (т.е. управ-
лений движением твердого тела по принципу обратной связи в неинерциальной си-
стеме координат).

В этой работе нами предложен аналитический метод построения законов управле-
ния пространственным движением твердого тела в нелинейной бикватернионной по-
становке и новые кватернионные и бикватернионные регулярные законы управления,
обеспечивающие асимптотически устойчивый в целом перевод твердого тела, имею-
щего произвольные начальные угловую и линейную скорости, из его произвольного
заранее незаданного начального углового и линейного положений на любую выбран-
ную программную траекторию пространственного (углового и линейного) движения и
дальнейшее асимптотически устойчивое движение тела по этой траектории с необхо-
димыми (программными) угловыми и линейными скоростями и ускорениями. Пере-
ходный процесс управления при этом имеет желаемые качественные и количествен-
ные характеристики.

Отличительные черты предложенного метода – его аналитичность (возможность
аналитического решения задачи синтеза управлений в нелинейной пространственной
динамической постановке) и возможность обоснованного выбора необходимых ду-
альных коэффициентов усиления нелинейных обратных связей в законах управления,
исходя из требуемой (желаемой) динамики процесса управления движением.

6. Заключение. Применение параметров Эйлера (Родрига–Гамильтона) и кватерни-
онов поворотов Гамильтона в механике традиционно связывают с угловым (враща-
тельным) движением твердого тела (в частности, космического аппарата). Однако в
последние годы параметры Эйлера и кватернионы поворотов Гамильтона стали ши-
роко использоваться в механике для описания орбитального (траекторного) движения
центра масс твердого тела (космического аппарата).

Особенности типа сингулярности (деления на ноль) классических уравнений не-
бесной механики и механики космического полета (уравнений орбитального движе-
ния), порождаемые использованием углов Эйлера для описания ориентации мгновен-
ной орбиты изучаемого тела или системы координат, в которой записываются уравне-
ния орбитального движения, эффективно устраняются с помощью использования
четырехмерных параметров Эйлера (Родрига–Гамильтона) и кватернионов поворотов
Гамильтона. Это показывает проведенный нами в статье обзор и анализ регулярных
моделей небесной механики и механики космического полета, построенных с исполь-
зованием параметров Эйлера и кватернионов поворота Гамильтона на основе диффе-
ренциальных уравнений возмущенной пространственной задачи двух тел. Рассмот-
ренные нами приложения этих моделей в задачах оптимального управления орбиталь-
ным движением космического аппарата, решаемых с использованием принципа
максимума Понтрягина, показывает, что эффективность аналитического исследова-
ния и численного решения пространственных краевых задач оптимального управле-
ния траекторным (орбитальным) движением космических аппаратов кардинально по-
вышается за счет использования указанных регулярных кватернионных моделей ме-
ханики космического полета.

Обзор и анализ публикаций, в которых используются дуальные параметры Эйлера
и дуальные кватернионы (бикватернионы Клиффорда) для решения задач управления
общим пространственным движением твердого тела (космического аппарата), пред-
ставляющим собой композицию вращательного и траекторного движений, с исполь-
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зованием принципа обратной связи показал эффективность использования дуальных
параметров Эйлера и дуальных кватернионов для решения этих задач управления.

Отметим, что обзор работ по кватернионной регуляризации (устранения) других
особенностей (типа деления на ноль) классических уравнений небесной механики и
механики космического полета, порождаемых гравитационными и другими централь-
ными силами, с помощью использования параметров Эйлера (Родрига–Гамильтона),
четырехмерных переменных Кустаахеймо–Штифеля и других модифицированных
четырехмерных переменных, двухмерных переменных Леви-Чивита, а также с помо-
щью использования в качестве дополнительных переменных энергетических пере-
менных и регуляризующего преобразования времени дан в нашей недавней работе
[100].
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