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Представлено обобщение скалярной нелинейной реологической модели деформи-
рования хрупкого твердого тела на случай тензорного параметра поврежденности,
главные значения которого описывают сокращение площади поперечного сечения
материала в трех ортогональных направлениях. Введенный тензорный параметр по-
врежденности позволяет описать ортотропию упругих свойств материала, вызван-
ную развитием микротрещиноватости в процессе его деформирования. Для случая
традиционного трехосного сжатия рассмотрены две характерные задачи: определение
ориентации поврежденности (микротрещиноватости) во всем материале и определе-
ние ориентации зоны локализованной поврежденности, обеспечивающие максималь-
ную скорость ее роста. В результате решения первой задачи определена степень разо-
риентировки исходной трещиноватости и скорости роста новой трещиноватости в за-
висимости от параметра анизотропии поврежденности. Решение второй задачи
позволило показать, что оптимальным углом наклона зоны локализованной повре-
жденности является угол Кулона–Мора с микротрещиноватостью внутри зоны,
ориентированной либо строго вертикально, либо под углом, близким к углу Куло-
на–Мора.
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1. Введение. В 1773 году Шарль-Огюстен де Кулон предложил критерий разрушения
материала при сжатии, ставший впоследствии основополагающим в геомеханике [1].
Согласно этому критерию разрушение материала происходит вдоль плоскости, на ко-
торой действующее касательное напряжение превышает эффективное нормальное
напряжение, складывающееся из сцепления C и произведения давления на коэффи-
циента трения :

(1.1)
В свою очередь, сцепление  (или когезия) является собственной прочностью мате-
риала на сдвиг, а коэффициент трения определяется углом внутреннего трения

. Ориентация плоскости, по которой происходит разрушение материала,
определяется максимумом кулоновских напряжений  и задается углом Куло-
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на–Мора относительно направления действия максимального главного сжимающего
напряжения:

(1.2)

Коэффициент сцепления и угол внутреннего трения обуславливают прочностные
характеристики породы, а для их определения проводятся испытания цилиндриче-
ских образцов на одноосное сжатие с боковым подпором (схема Кармана) [2], которое
в зарубежной литературе носит название традиционного трехосного сжатия. Несмот-
ря на недостатки способа определения механических и прочностных свойств горных
пород в экспериментах по схеме Кармана, этот вид испытаний в настоящее время
остается наиболее распространенным и лежит в основе соответствующих ГОСТов.
Наиболее полный обзор по традиционному и истинному трехосному сжатию горных
пород с анализом недостатков и преимуществ каждого из подходов представлен в [3].
Также необходимо отметить, что соотношение (1.2) легло в основу модели образова-
ния разломов в обстановке чистого сдвига Кулона–Андерсона [4], которая широко
используется в тектонофизике для интерпретации ориентации вторичных разрывов и
разломов в поле действующих тектонических сил [5, 6].

Неупругое поведение различных материалов и горных пород, включая хрупкое раз-
рушение при низких давлениях и катакластическое течение при высоких давлениях,
как правило, описывается упругопластическими соотношениями [7–10]. Бифуркаци-
онный анализ этих соотношений успешно предсказывает возникновение полос де-
формации, но не описывает их эволюцию, потому что кинетические уравнения в яв-
ном виде не включены в определяющие соотношения упругопластического тела [11].
Этот подход также не учитывает постепенную деградацию упругих свойств материала,
вызванную развитием микроскопических повреждений. Следуя пионерской работе
Качанова [12] было разработано множество моделей поврежденности хрупких и пла-
стичных тел, учитывающих кинетику процесса разрушения [13–17]. Постепенное на-
копление повреждений и их локализация в узкой зоне, приводящая к макроскопиче-
скому разрушению, согласуется с общепризнанным представлением о разрушении
как эволюционном многомасштабном процессе, характеризующемся несколькими
стадиями развития от зарождения и роста микротрещин, до их взаимодействия, слия-
ния в магистральную трещину [18–20]. Однако вопрос ориентации зоны локализован-
ной поврежденности, предсказываемой различными моделями, все еще остается дис-
куссионным. Прямое численное моделирование упругих взаимодействий, слияния и
локализации микроповреждений показало, что ориентация образующейся маги-
стральной трещины (разлома) в хрупком материале в условиях традиционного трехос-
ного сжатия не соответствует углу Кулона–Мора [21]. При моделировании использо-
вались соотношения классической континуальной механики поврежденности для
изотропного линейно-упругого материала с уменьшающимся модулем Юнга как
функцией скалярного параметра поврежденности, d:

(1.3)

Степень поврежденности материала  варьируется от нуля для неповрежденного ма-
териала, до единицы при макроразрушении.  – модуль Юнга неповрежденного об-
разца. В этих моделях коэффициент Пуассона  считается постоянным в независимо-
сти от уровня поврежденности.

Авторы работы [21] пришли к выводу, что несоответствие между углом разлома и
углом, предсказанным моделью Кулона–Мора, указывает на то, что разрушение при
сжатии является результатом коллективного развития повреждений внутри образца и
их дальнодействующего упругого взаимодействия. Также они предположили, что кри-
терий Кулона–Мора не позволяет оценить параметры материала, традиционно опре-
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деляемые по углу магистральной трещины [22]. Полученные в [21] зависимости угла
наклона зоны локализации разрушения от коэффициента Пуассона и других парамет-
ров модели, по мнению авторов настоящей статьи, не означают неспособность теории
Кулона–Мора описывать ориентацию магистральных трещин при разрушении мате-
риала, а вместе с экспериментальными данными указывают на необходимость отказа
от представлений идеального линейно-упругого тела. Горные породы, как и многие
другие хрупкие тела, представляют собой неоднородную среду, содержащую микро-
трещины, поры и различные структурные неоднородности. Макроскопические свой-
ства такой среды зависят от вида нагружения или вида деформирования. Это приво-
дит к индуцированной дефектами анизотропии упругих свойств среды в процессе ее
деформирования, взаимосвязи сдвигового и объемного деформирования, что прояв-
ляется в виде нелинейного отклика среды на приложенную нагрузку.

Настоящая работа посвящена обобщению скалярной нелинейной реологической
модели [23–25] на случай тензорной поврежденности и ее применению для определе-
ния ориентации трещиноватости, возникающей на различных стадиях традиционного
трехосного сжатия хрупкого твердого тела. Обобщение модели, основные принципы
которой сформулированы в [26], осуществляется в рамках анизотропной континуаль-
ной механики поврежденности, вклад ансамблей разноориентированных микротрещин
в упругие и прочностные свойства материала описывается тензором поврежденности
второго ранга. Построенная модель позволяет описать основные свойства неоднород-
ных сред с микротрещиноватостью: нелинейное упругое поведение, зависимость мак-
роскопических свойств от вида напряженно-деформированного состояния, индуциро-
ванную дефектами ортотропию механических свойств. Предложенное обобщение поз-
воляет описывать деформирование материала с исходной трещиноватостью при
нагружении по произвольным трехмерным многозвенным траекториям.

В начале статьи кратко обсуждаются основные особенности нелинейной модели со
скалярным параметром поврежденности. Затем обобщены основные определяющие и
кинетические соотношения для нелинейной модели с анизотропной поврежденно-
стью, полученные в [26] для частного случая соосной ориентировки нагружения и по-
врежденности. В заключение представлено решение двух задач, описывающее различ-
ные этапы развития поврежденности и ее ориентацию при традиционном трехосном
сжатии.

2. Нелинейная реологическая модель деформирования хрупкого тела. Многочислен-
ные экспериментальные исследования деформационного поведения материалов со
структурными неоднородностями различного типа, показали, что их свойства зависят
от вида нагружения или вида деформирования. Данная зависимость определяется ва-
риативностью отклика микроскопических неоднородностей на внешние воздействия
различной конфигурации. Еще одной особенностью деформационного поведения та-
ких сред является взаимосвязь процессов сдвигового и объемного деформирования,
приводящая, в частности, к дилатансии материала в условиях сдвиговых нагрузок.

В пионерской работе [27] Ю.Н. Работновым была предложена модель упругой сре-
ды с модулями упругости, зависящими от напряжений. Этот подход получил дальней-
шее развитие в серии работ Е.В. Ломакина [28–31], в которых определяющие соотно-
шения формулируются также в пространстве напряжений. Аналогичные разномо-
дульные модели обсуждались также в работах [32–34].

Особенностью такого подхода является формулировка определяющих соотноше-
ний в напряжениях. Для моделей с изменяющейся степенью поврежденности (коли-
чества микротрещин, пустот или другого типа дефектов), приводящей к деградации
упругих модулей, применение определяющих соотношений в напряжениях к описа-
нию деформационного разупрочнения сталкивается с трудностями ввиду невозмож-
ности явного описания эволюции предела текучести [35]. Напротив, формулировка
определяющих соотношений в деформациях показала свою эффективность в описа-
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нии поведения материалов, переход к неупругому поведению и условие текучести ко-
торых зависят как от свойств самого материала (поврежденности), так и от истории
нагружения [35–39]. Несмотря на схожесть формулировки определяющих соотноше-
ний в деформациях и напряжениях, они не эквивалентны, когда рассматривается
разупрочнение материала [40–43].

Экспериментальные исследования деформационного поведения хрупких материа-
лов, в частности горных пород, показали, что нелинейное поведение проявляется уже
при малых деформациях [44–47]. В работе [48] на основе анализа множества экспери-
ментальных данных авторами предложен общий вид упругой энергии (в деформаци-
ях) в предположении, что это функция второго порядка инвариантов тензора дефор-
мации. Их выводы обеспечили математическую основу для формулировки энергии
упругой деформации, обсуждавшейся ранее в [49–54]:

(2.1)

где λ, μ – параметр Ламе,  – дополнительный упругий модуль, определяющий сте-
пень нелинейности материала,  – первый и второй инвариант тензо-
ра деформации соответственно. В отличие от традиционных моделей нелинейной
упругости, которые базируются на включении в выражение для упругой энергии сла-
гаемых более высоких порядков по деформации [55], эта модель оперирует только
слагаемыми второго порядка. Особенностью традиционных моделей является прояв-
ление нелинейного отклика только при высоком уровне приложенных усилий. Опи-
сание нелинейного отклика при малых нагрузках в данной модели обеспечивается не-
линейной связью компонент тензора напряжения и компонент тензора деформации:

(2.2)

c упругими модулями , зависящими от вида напряженно-де-

формированного состояния, определяемого параметром . Параметр  меняет-

ся от  для всестороннего сжатия до  при всестороннем растяжении;  соот-
ветствует одноосному сжатию/растяжению, а  – чистому сдвигу. Нелинейное
слагаемое позволяет описывать разномодульность, т.е. скачкообразное изменение
упругих модулей при переходе от растяжения к сжатию [32, 33]. Оно также позволяет
описывать дилатансию материала при чистом сдвиге [24], являющуюся неотъемле-
мым свойством многих хрупких тел с микроструктурными неоднородностями.

В работах [25, 50] в модель введена зависимость упругих свойств от скалярного па-
раметра поврежденности α, описывающего плотность микротрещин, в виде μ =
= , , где  – материальные параметры. Кинетическое уравнение для
роста поврежденности при этом имеет вид:

(2.3)

где  описывает скорость роста поврежденности при заданном уровне деформа-
ции,  – материальный параметр, контролирующий переход от залечивания микро-
трещин к их росту. Параметр  связан с упругими модулями и углом внутреннего тре-
ния соотношением:
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(2.4)

где  и определяется по результатам традиционных испытаний материала

по схеме Кармана. В следующем разделе будет представлено обобщение нелинейно
упругой модели на случай тензорной поврежденности.

3. Нелинейная модель деформирования твердого тела с анизотропией, индуцированной
поврежденностью. 3.1. Тензор поврежденности и определяющие соотношения. Несмотря
на широкое использование моделей со скалярным параметром поврежденности, отра-
жающем изменение площади поперечного сечения материала при росте микротре-
щин или деградацию его соответствующих упругих модулей [56–58], многочисленные
эксперименты указывают на тензорную природу явления разрушения. Для описания
ориентационных эффектов развития поврежденности вводятся тензорные параметры
второго или четвертого рангов [59–61]. Следуя классической теории анизотропной
поврежденности [62, 63], в работе [26] предложена модель, в которой поврежденность
материала определяется симметричным тензором второго ранга . Главные направ-
ления этого тензора задают направления ортотропии материала, а главные значения

 определяют изменение эффективной площади поперечных сечений, пер-
пендикулярных к каждой из осей ортотропии (рис. 1.):

(3.1)

где  и  – площади поперечного сечения неповрежденного и поврежденного мате-
риала в плоскости с нормалью ni.

Ранее в работе авторов [26] было показано, что использование методологии конти-
нуальной механики анизотропной поврежденности, в частности, принципа эквива-
лентности энергии поврежденного и фиктивного неповрежденного состояния [64],
приводит к следующему выражению для упругой энергии:

(3.2)

где  – тензор деформации,  – тензор эффективных деформаций, {C0} и  –
матрица жесткости неповрежденного и поврежденного материала соответственно.

Анализируя соотношение (3.2), можно сформулировать основные особенности и
недостатки классического подхода к построению энергии упругой деформации. Во-
первых, ввиду несимметричности тензора эффективных деформаций для определения
энергии поврежденного анизотропного материала требуется использование того или
иного способа симметризации этого тензора. Основные способы симметризации и их
последствия разобраны в [63], обобщенная форма симметризации, содержащая клас-
сические аддитивную и мультипликативную схемы как частные случаи, приведена в
[65]. Во-вторых, такая формулировка не подходит для описания деформационного
поведения хрупких материалов с разноориентированными микротрещинами, кото-
рым присуща зависимость упругих свойств от вида напряженно-деформированного
состояния.

Для преодоления сформулированных недостатков, прежде всего, введем симметри-
зованный тензор фиктивной деформации, представляющий собой разность между де-
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Рис. 1. Представительный объем материала с ортотропной поврежденностью.
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формацией в фиктивном неповрежденном состоянии и эффективной деформацией в
поврежденном состоянии, в виде:

(3.3)

характеризующий деформацию поврежденного материала. Инварианты тензора фик-
тивной деформации определяются как:

(3.4)

В частном случае в главных осях тензора поврежденности инварианты имеют вид:

(3.5)

По аналогии с энергией скалярной модели (2.1), представим энергию упругой деформа-
ции анизотропного поврежденного материала в виде трех слагаемых (см. также [26]):

(3.6)

где ,  – параметры Ламе исходного неповрежденного изотропного материала, ,
 – параметры, характеризующие деградацию упругих модулей при росте поврежден-

ности,  – дополнительный модуль, ответственный за нелинейность при накоплении
повреждений. Первое слагаемое в (3.6) представляет собой энергию деформирования
исходного неповрежденного изотропного материала, второе слагаемое – энергию де-
формации материала с анизотропией, индуцированной поврежденностью, а третье
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слагаемое отвечает за нелинейность и разномодульность деформационного отклика
материала, зависимость его свойств от вида напряженно-деформированного состоя-
ния. В случае нулевой поврежденности  выражение (3.6) сводится к классиче-
ской гуковской энергии упругого изотропного тела. В случае изотропной поврежден-
ности,  и линейно-упругого изотропного тела ( ) выражение для энер-
гии будет иметь вид:

(3.7)

Из (3.7) следует, что эффективные упругие модули, например модуль Юнга, будут

определяться как , что аналогично модели Качанова (1.3). В случае
нелинейной модели изотропной поврежденности соотношение (3.6) редуцируется к
нелинейной реологической модели (2.1) с модулями λ, μ, γ, линейно зависимыми от

скалярного параметра поврежденности . Различие в степенях α и  является
спецификой анизотропной формулировки и обусловлено использованием гипотезы
эквивалентности энергии.

Следуя [26], примем  и, используя соотношения Мурнагана [55], получим вы-
ражение для компонент тензора напряжений Коши для общего случая недиагональ-
ных тензоров деформации и поврежденности:

(3.8)

где производные от инвариантов (3.4) равны:

Здесь необходимо отметить особенность, присущую всем анизотропным моделям.
Из выражения (3.8) следует, что в случае несоосных тензора поврежденности и тензо-
ра деформации тензор напряжений будет не соосен им обоим. Так, например, в случае
диагонального тензора поврежденности в условиях деформации сдвига (когда заданы
только недиагональные компоненты), тензор напряжений будет иметь как недиаго-
нальные компоненты, связанные с характером приложенной деформации, так и диаго-
нальные компоненты, связанные с дилатансией за счет роста поврежденности. В част-
ном случае соосности тензоров деформации и поврежденности в главных осях этих тен-
зоров, который рассмотрен в [26], выражение (3.8) редуцируется к:

(3.9)

где ,  – главные напряжения и деформации соответственно,  – пара-

метр, характеризующий тип напряженно-деформированного состояния поврежден-

ного материала по аналогии с параметром  для неповрежденного материала.

При  поврежденный материал будет ортотропным с упругими модулями,

=�Ω 0

=Ω Ωδij ij =γ 0

( )  = − +  
�

�

2 20
1 0 2

λε,Ω (1 Ω ) μ
2

W I I

( ) = − 2
0Ω (1 Ω )E E

= 2α Ω Ω

=1λ 0

[ ]
( )

( )
( )

( )

( )Ω Ω ∂ ∂∂  = = + − + −
 ∂ ∂ ∂
 

Ω
Ω1 1 2

0 1 0 12 Ω
2

γσ λ δ 2μ ε γ μ
ε ε 2 εlm lm lm

lm lm lm

I I IW I I
I

( )Ω∂ =
∂

1 Ω
ε lm

lm

I

( )
( ) ( )

Ω∂ = + + +
∂

2 1 1Ω ε Ω Ω ε Ω Ω ε Ω Ω ε Ω
ε 2 2li ik km mi ik kl lj mk kj mj lk kj

lm

I

( )

( )
( )= − + + −

Ω
Ω2 21

0 1 0 1Ω
γΩ

σ λ (2μ 2μ Ω γΩ ξ )ε
ξ

n
n n n n

I
I

σn ε  n
( )

( )

( )
=

Ω
Ω 1

Ω
2

ξ
I

I

= 1

2

Iξ
I

≠ ≠1 2 3Ω Ω Ω



77ОРИЕНТАЦИЯ ТРЕЩИНОВАТОСТИ
зависящими от главных поврежденностей, вида напряженно-деформированного со-
стояния и величины приложенных главных деформаций:

В отличие от классических моделей континуальной механики поврежденности макси-
мальное значение компонент тензора поврежденности не всегда равно единице. До-
пустимые максимальные значения определяются из условия выпуклости потенциала
(3.6). Для скалярной модели условия выпуклости приведены в [50].

3.2. Кинетика поврежденности. Ранее в работе [26] на основе уравнения баланса
энергии и энтропии было предложено выражение для локального производства эн-
тропии, вызванного ростом поврежденности:

(3.10)

Согласно принципу Онзагера [66] линейная связь между вынуждающей силой и тер-
модинамическим потоком приводит к кинетическому уравнению для эволюции по-
врежденности:

(3.11)

где  – матрица кинетических коэффициентов, положительно определенная функ-
ция параметров состояния системы, описывающая эволюцию компонент тензора по-
врежденности. Уравнение (3.11) позволяет описать не только процесс роста повре-
жденности в поле внешних приложенных напряжений, но и залечивание микротре-
щин, наблюдающееся при высоком уровне бокового давления и высокой температуре.
На основе имеющихся экспериментальных результатов [67] примем гипотезу об от-

Ω
Ω

ΩΩ

γε Ω γΩ ε ξ
= λ + μ + μ Ω − γΩ ξ − +

3 4 2 ( )
2 2 ( ) 1 1 1 1

11 0 0 1 1 1 ( )( )
22

2
2 2C

II
Ω

Ω
ΩΩ

γε Ω γΩ ε ξ
= λ + μ + μ Ω − γΩ ξ − +

3 4 2 ( )
2 2 ( ) 2 2 2 2

22 0 0 1 2 2 ( )( )
22

2
2 2C

II
Ω

Ω
ΩΩ

γε Ω γΩ ε ξ
= λ + μ + μ Ω − γΩ ξ − +

3 4 2 ( )
2 2 ( ) 3 3 3 3

33 0 0 1 3 3 ( )( )
22

2
2 2C

II
Ω

Ω Ω

γ ε Ω Ω + ε Ω Ω γΩ Ω ε ε ξ= λ − +
2 2 2 2 ( )

2 1 2 1 2 1 1 2 1 2
12 0 ( ) ( )

2 2

( )C
I I

Ω

Ω Ω

γ ε Ω Ω + ε Ω Ω γΩ Ω ε ε ξ= λ − +
2 2 2 2 ( )

3 1 3 1 3 1 1 3 1 3
13 0 ( ) ( )

2 2

( )C
I I

Ω

Ω Ω

γ ε Ω Ω + ε Ω Ω γΩ Ω ε ε ξ= λ − +
2 2 2 2 ( )

3 2 3 2 3 2 2 3 2 3
23 0 ( ) ( )

2 2

( )C
I I

Ωμ Ω + Ω γ Ω + Ω ξ= μ + −
2 2 ( )

1 3 2 3 2
44 0

( ) ( )2
2 4

C

Ωμ Ω + Ω γ Ω + Ω ξ= μ + −
2 2 ( )

1 1 3 1 3
55 0

( ) ( )2
2 4

C

Ωμ Ω + Ω γ Ω + Ω ξ= μ + −
2 2 ( )

1 1 2 1 2
66 0

( ) ( )2
2 4

C

∂∂Γ = − >
∂ ∂

Ω 0
Ω

lm

lm

W
t

∂= −
∂

Ω
Ω

lm
ijlm

ij

d WL
dt

  ijlmL



78 ПАНТЕЛЕЕВ, ЛЯХОВСКИЙ
сутствии взаимного влияния компонент тензора поврежденности на рост друг друга,
тогда матрица  может быть представлена в виде:

(3.12)

где параметр L, как было показано в [26], является функцией среднего напряжения.
Необходимо отметить, что отказ от гипотезы взаимного влияния требует дополни-
тельных истинно трехосных экспериментальных подтверждений, которые в настоя-
щее время отсутствуют. Нормирование производных компонент тензора поврежден-
ности на  связано с необходимостью устранения зависимости правой части
соотношения (3.11) от поврежденности, приводящей к экспоненциальному росту по-
врежденности при постоянном уровне приложенных деформаций.

С использованием (3.6) получим общее выражение для производной компонент
тензора поврежденности по времени:

(3.13)

Из выражения (3.13) следует, что начало роста поврежденности определяется взаим-
ным соотношением между скоростью изменения второго инварианта тензора эффек-
тивных деформаций, его квадратным корнем, параметром вида напряженно-дефор-

мированного состояния  и модулем . В случае исходного изотропного состояния

 выражение для первого инварианта скорости роста поврежден-
ности редуцируется к кинетическому уравнению (2.3) с , откуда следует опреде-
ление дополнительного материального параметра .

В случае соосности тензора деформации и тензора поврежденности в системе коор-
динат главных осей тензоров кинетическое уравнение (3.13) будет иметь вид:

(3.14)

Необходимо отметить, что в случае вращения тензора деформации относительно
тензора эффективных деформаций (поврежденности), например для криволинейной
траектории нагружения, скорость изменения компонент тензора поврежденностей
будет определяться коротационной производной Зарембы–Яуманна [68]:

(3.15)
где S – тензор спина, описывающий вращение базисных векторов.

Важными аспектами, определяющими возможность использования кинетических
уравнений (3.13) и (3.14) в прикладных задачах, являются информация об исходной
(начальной) поврежденности материала и оценка кинетических коэффициентов,
определяющих скорость изменения компонент тензора поврежденности. Калибровка
кинетических уравнений и входящих в них коэффициентов осуществляется на основе
данных лабораторных экспериментов по трехосному деформированию образцов гор-
ных пород с непрерывной регистрацией акустической эмиссии. В работе [26] было по-
казано, что для калибровки кинетического уравнения (3.14) для главных компонент
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Рис. 2. Ориентация эллипсоида поврежденности относительно оси активного сжатия.
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тензора поврежденности достаточными являются данные об изменении упругих мо-
дулей и скорости акустической эмиссии в процессе деформирования образца горной
породы. На лабораторном масштабе в вопросе определения начальной поврежденно-
сти материала наиболее информативным является метод компьютерной микротомо-
графии, позволяющий получить количественные оценки трещиноватой структуры
образца. На геологическом масштабе в задачах оценки состояния горного массива
можно говорить о некоторой текущей конфигурации напряженно-деформированного
состояния среды, для которой с использованием полевых измерений могут быть полу-
чены данные о природных напряжениях. Оценка компонент тензора поврежденности
в этом случае может быть получена сейсмическими методами из данных о простран-
ственных вариациях скоростей продольных и поперечных волн различной поляриза-
ции (сейсмотомографии), зависящих как от вида напряженно-деформированного со-
стояния, так и от текущей поврежденности среды.

4. Ориентация микротрещиноватости при традиционном трехосном сжатии. Рассмот-
рим задачу развития поврежденности при одноосном сжатии с боковым подпором ма-
териала, имеющем в исходном состоянии определенно ориентированную микротре-
щиноватость. Исходная трещиноватость задается главными значениями тензора по-
врежденности . Параметр q определяет степень
анизотропии поврежденности материала. Такой вид тензора поврежденности соответ-
ствует материалу с ансамблем одинаково ориентированных микротрещин. Ориента-
ция трещиноватости определяется эллипсоидом поврежденности. Вращение эллипсо-
ида поврежденности допускается только вокруг оси , а его ориентация задается уг-
лом  между осью активного сжатия и главной осью, соответствующей
максимальной главной поврежденности  (рис. 2).

Будем работать в системе координат главных осей тензора напряжений .
Компоненты тензора напряжений и производные компонент тензора поврежденно-
сти по времени задаются соотношениями (3.8) и (3.13) соответственно. В табл. 1 пред-

[ ]= > = = ∈3 1 2Ω Ω Ω Ω Ω,   0,1q q

OY
[ ]∈ ° °β 0 ,90

3Ω
{ }, ,x y z



80 ПАНТЕЛЕЕВ, ЛЯХОВСКИЙ

Таблица 1. Материальные параметры и параметры нагружения

Упругие модули, ГПа
Угол внут-

реннего тре-
ния, град.

Критиче-
ский пара-

метр

Кинетиче-
ский коэф-

фициент
Параметры нагружения, 

МПа

λ0 μ0 γ ϕ ξ0 , с–1

1.0 1.0 1.16 40 –0.794 1 –50 –229.5

L =1 2σ σ 3σ
ставлены материальные параметры и параметры нагружения, использованные для расче-
та деформаций, и скоростей изменения компонент тензора поврежденности. Критиче-
ский параметр , отвечающий за рост поврежденности, для заданного угла внутреннего
трения и упругих свойств в соответствии с (2.4) равен . Будем решать задачу
для бокового подпора  МПа, а осевую нагрузку определим из критерия Куло-

на–Мора . Примем также, что степень исходной анизотропии повре-

жденности составляет либо 10% ( ), либо 50% ( ). Квадрат средней повре-

жденности или ее скалярный эквивалент равен 0.1 (т.е. ).

Из (3.8) найдем компоненты тензора деформации, соответствующие приложенным
напряжениям и построим скорости изменения компонент тензора поврежденности, а
также среднюю скорость изменения поврежденности от угла β. Полученные зависи-

мости представлены на рис. 3. Видно, что компонентa  всегда положительная,

что отражает рост вертикально ориентированной трещиноватости вдоль направления
осевой нагрузки (рис. 2) или, другими словами, рост трещиноватости перпендикуляр-

но направлению минимального главного напряжения. Компонента  при любом

угле β отрицательная, что также закономерно, так как в направлении активного сжа-
тия будет наблюдаться только закрытие или “залечивание” существующих трещин в не
зависимости от ориентации исходной трещиноватости.

Средняя скорость роста поврежденности , начиная с угла 55°, становится по-

ложительной. Также необходимо отметить, что степень анизотропии влияет на ам-
плитуду указанных компонент тензора скорости роста поврежденности (сплошные и
пунктирные линии на рис. 3), но не меняет форму их зависимости от угла β. Суще-
ственное влияние параметра q наблюдается лишь для недиагональной компоненты

. При стремлении  (изотропной исходной трещиноватости) величина

 для любого .

Особенностью деформирования материала с исходной анизотропной трещинова-
тостью является генерация новых микротрещин с ориентацией, не совпадающей с
имеющейся трещиноватостью. Математически это выражается в несоосности тензора
скорости изменения поврежденности и тензора поврежденности. Построим зависи-
мости максимального  и минимального  собственных значений тензора ско-
рости изменения поврежденности от угла ориентации исходной поврежденности
(рис. 4,a). При вариации угла ориентации исходной трещиноватости минимальное
собственное значение тензора скорости роста поврежденности  меняется более
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Рис. 3. Зависимости компонент тензора скорости поврежденности от угла ориентации поврежденности β
для q = 0.1 (сплошные линии), q = 0.5 (пунктирные линии).

0

d�
ĳ/

dt

�0.0005

�0.0010

�0.0015

�0.0020

�0.0025

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
�

d�xx/dt
d�zz/dt
d�xz/dt
tr(d�ĳ/dt)
значительно, чем положительное . Вектора, соответствующие этим главным соб-
ственным значениям, указывают направления максимального раскрытия и закрытия
берегов существующих микротрещин, а также, в случае , ориентацию новых мик-
ротрещин, рост которых инициирован приложенными напряжениями. На рис. 4,b по-
строены зависимости углов между направлением активного сжатия и направлениями

 (угол ),  (угол ).

Из рис. 4,b видно, что направление минимального главного значения тензора ско-
рости роста поврежденности  (синяя линия) не превышает 18° при вариациях угла
ориентации исходной поврежденности. При этом максимальное отклонение от на-
правления активного сжатия соответствует , а при  и  направле-
ние минимального главного значения тензора скорости в точности совпадает с на-
правлением активного сжатия. Аналогичная ситуация наблюдается для направления
максимального главного значения. При  наблюдается максимальное откло-
нение от направления минимального главного сжимающего напряжения  в 18°, при

 и  направление максимального роста поврежденности в точности ему
соответствует.

Полученные решения показывают, что в случае материала с исходной анизотропи-
ей упругих свойств, вызванной поврежденностью, одноосное сжатие с боковым под-
пором приводит к росту вторичной трещиноватости, ориентированной квазиверти-
кально. Степень отклонения определяется степенью исходной анизотропии. Стоит
отметить, что ранее в экспериментах по истинному трехосному сжатию песчаника
Darley Dale [67] было показано, что в процессе деформирования происходит форми-
рование микротрещин, ориентированных перпендикулярно направлению оси мини-
мального главного напряжения. Оценки отклонения от этого направления дают вели-
чину до ~18°.

5. Ориентация зоны локализованной поврежденности при традиционном трехосном
сжатии. Множественные экспериментальные наблюдения показывают, что процесс
накопления повреждений при достижении некоторой критической плотности микро-
трещин приводит к формированию зоны локализованной поврежденности, ориенти-
рованной под острым углом к направлению активного сжатия. Согласно критерию
Кулона–Мора этот угол определяется углом внутреннего трения (1.2). Как было ска-
зано ранее, прямое численное моделирование традиционного трехосного сжатия с ис-
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Рис. 4. Зависимости максимального , минимального  главных значений тензора скорости изме-

нения поврежденности (a) и углов ,  (b) от угла ориентации β для q = 0.1.
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пользованием модели линейной упругости не позволило подтвердить это утверждение
[21].

Рассмотрим задачу о традиционном трехосном сжатии материала в поле напряже-
ний   с зоной локализованной поврежденности, ориен-
тированной по отношению к оси активного сжатия  под углом  (рис. 5).

В случае упругого изотропного неповрежденного тела определяющие соотношения
имеют вид:

(5.1)

Зона представляет собой сплошной материал с заниженными из-за поврежденности
упругими свойствами. Условие непрерывности перемещений и усилий на границах
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Рис. 5. Геометрия образца с зоной локализованной поврежденности при одноосном сжатии с боковым под-
пором.
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зоны (проскальзывание отсутствует) приводит к следующей системе равенств для на-
пряжений:

(5.2)

Аналогичные равенства имеют место для компонент тензора деформации. С исполь-
зованием первых двух равенств в (5.2) для заданного уровня поврежденности в лока-
лизованной зоне найдем  и , а потом построим зависимость скорости роста по-
врежденности (средней поврежденности) от угла, чтобы определить оптимальный
угол наклона зоны с точки зрения эффективности диссипации энергии в соответствии
с кинетическими уравнениями (3.12).

5.1. Нелинейная модель со скалярным параметром поврежденности. Для расчета ско-
рости роста поврежденности в зависимости от угла наклона ( ) зоны локализованной
поврежденности (рис. 5) в реологической нелинейной модели со скалярным парамет-
ром поврежденности используем выражения (2.2) для компонент ,  и (2.3)
для скорости изменения поврежденности. Величину приложенных напряжений и ма-
териальные константы примем такими же, как в задаче об ориентации микротрещи-
новатости (см. табл. 1).

На рис. 6 представлена зависимость скорости роста поврежденности от угла накло-
на зоны для α = 0.1. Модель со скалярным параметром поврежденности предсказыва-
ет, что максимальная величина скорости роста поврежденности достигается при угле

наклона , что в точности соответствует критерию Кулона–Мора .

Для других значений поврежденности α оптимальный угол наклона зоны несколько
отличается от угла Кулона–Мора. Аналогичный результат получен для материала с
другими значениями угла внутреннего трения.
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Рис. 6. Зависимость скорости роста поврежденности от угла наклона зоны локализованной поврежденности.
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Полученный результат не является тривиальным, так как ранее в [21] было показа-
но, что линейно-упругие модели не позволяют получить ориентацию зоны локализо-
ванной поврежденности, соответствующую критерию Кулона–Мора, хотя и результат
закономерен, так как пороговый параметр  определяется именно углом внутреннего
трения.

5.2. Модель с тензорным параметром поврежденности. Как и в задаче об ориентации
трещиноватости в материале при традиционном трехосном сжатии примем следую-
щее соотношение между главными поврежденностями  [0,
1]. Параметр q определяет степень анизотропии поврежденности. Ориентация эллип-
соида поврежденности определена углом  между осью активного нагруже-
ния и главным направлением, соответствующим  (рис. 7). Величину приложенных
напряжений и материальные константы примем такими же, как в задаче об ориента-
ции микротрещиноватости (см. табл. 1).

Выражение для компонент  в случае тензорного параметра поврежденности
в системе координат зоны локализации имеет вид:

(5.3)

где инварианты (3.4а) имеют вид ,

.

Компоненты тензора поврежденности в системе координат зоны локализации опре-
деляются поворотом исходного диагонального тензора Ωij на угол  ( , при
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Рис. 7. Ориентация и форма эллипсоида поврежденности.
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Будем анализировать изменение средней скорости роста поврежденности

 в зоне, отражающей изменение объема материала,

так как экспериментально было показано, что при невысоких уровнях бокового дав-
ления зона локализации характеризуется повышенным разуплотнением [18, 22].

Согласно (3.12), средняя скорость роста поврежденности определяется как:

(5.4)

Построим зависимость средней скорости изменения поврежденности от углов накло-
на зоны локализации и ориентации тензора поврежденности соответственно для слу-

чая  и . Полученное решение (рис. 8) определяет

оптимальные с точки зрения скорости диссипации энергии и нежелательные ориента-
ции микротрещин внутри зоны локализации. Из рисунка видно, что в случае  и

 средняя скорость роста поврежденности либо отрицательная, либо близка
к нулю. Эти случаи соответствуют трещиноватости, ориентированной либо поперек
зоны, либо параллельно ей.

Построенная зависимость  (рис. 8) имеет два локальных максимума, совпа-

дающих по амплитуде и соответствующих одному наклону зоны локализованной по-
врежденности . Первый максимум наблюдается при , второй
максимум при . Вариация степени анизотропии показывает, что положение
максимумов зависит от нее по-разному. Так, оптимальный наклон зоны локализован-
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Рис. 8. Зависимость средней скорости роста поврежденности от угла наклона зоны локализации  и ориен-

тации тензора поврежденности  (точки – локальные максимумы, черная линия – изолиния ).
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Рис. 9. Зависимости оптимального угла ориентации зоны локализации  и поврежденности внутри нее  от
степени анизотропии поврежденности q.
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ной поврежденности, соответствующий и первому и второму максимуму, при 

(изотропная поврежденность) стремится к углу Кулона–Мора, т.е.  (рис. 9).

При этом угол ориентации поврежденности внутри зоны в случае первого максиму-
ма не меняется с изменением параметра q и составляет . Оптимальный угол
ориентации поврежденности внутри зоны, соответствующий второму максимуму,
уменьшается с ростом параметра q и при q = 1 (изотропная поврежденность) равен

 (рис. 9).
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Рис. 10. Оптимальные (B1, B2) и нежелательные (A1, A2) ориентации микротрещиноватости с точки зрения
скорости роста средней поврежденности при традиционном трехосном сжатии.
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Найденные локальные максимумы и минимумы (рис. 8) определяют ориентацию
трещиноватости, приводящей к ее максимальному росту или залечиванию (закрытию
трещин). Рис. 10 схематически показывает ориентацию четырех групп микротрещин.
Первому максимуму  соответствуют микротрещины, ориентированные вертикально
вне зависимости от степени анизотропии поврежденности (B1). Второму максимуму
соответствуют микротрещины, ориентированные наклонно под углом 
к направлению зоны локализованной поврежденности (B2). Важно отметить, что в
случае изотропной поврежденности q = 1 эти микротрещины будут располагаться под
углом Кулона–Мора к направлению зоны локализации поврежденности, тогда как са-
ма зона также будет располагаться под углом Кулона–Мора к оси активного сжатия.
Микротрещины, ориентированные параллельно (A1) или перпендикулярно (A2) к на-
правлению зоны локализации поврежденности, не растут. Эти трещины закрываются
и залечиваются.

Важно отметить, что полученные оптимальные и нежелательные ориентации мик-
ротрещиноватости, показанные на рисунке 10, с точки зрения скорости роста средней
поврежденности в зоне локализации определены относительно ориентации самой зо-
ны. Наклон зоны локализации в соответствии с (1.2) определяется углом внутреннего
трения, и при его изменении взаимные ориентации зоны локализации и микротрещи-
новатости внутри нее не изменяются.

6. Заключение. В работе представлено обобщение скалярной нелинейной реологи-
ческой модели на случай тензорного параметра поврежденности. Тензор поврежден-
ности второго ранга вводится в рамках устоявшихся представлений континуальной
механики поврежденности, главные значения которого описывают сокращение пло-
щади поперечного сечения материала в трех ортогональных направлениях. Преиму-
щество такого представления заключается в возможности определения компонент
тензора для любого набора разноориентированных ансамблей микротрещин, полу-
ченного по томографическим или петрофизическим данным. Соответствующие алго-
ритмы можно найти, например, в [51]. Введенный тензор позволяет описать индуци-
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рованную поврежденностью анизотропию упругих свойств. В общем случае в процес-
се деформирования исходный изотропный материал становится ортотропным, а его
упругие свойства зависят как от вида текущего напряженно-деформированного состо-
яния, так и от уровня поврежденности в трех ортогональных направлениях.

Разработанная модель в отличие от многих современных моделей деформирования
и разрушения горных пород не требует соосности тензоров поврежденности, дефор-
мации и напряжения. Эта особенность открывает новые возможности для описания
деформационного поведения трещиноватых сред при сложных криволинейных трех-
мерных траекториях нагружения и позволяет описать ориентационные эффекты при
развитии поврежденности в поле приложенных напряжений. Ранее для случая соос-
ных тензоров поврежденности и деформации модель была успешно идентифицирова-
на и апробирована на экспериментальных данных по традиционному и истинному
трехосному сжатию песчаника Darley Dale [26].

Для случая одноосного сжатия материала с боковым подпором рассмотрены две ха-
рактерные задачи: определение ориентации поврежденности (микротрещиноватости)
во всем материале и определение ориентации зоны локализованной поврежденности,
обеспечивающие максимальную скорость ее роста. Решение первой задачи с исполь-
зованием разработанной модели позволило определить степень разориентировки ис-
ходной трещиноватости и скорости роста новой трещиноватости в зависимости от па-
раметра анизотропии поврежденности. Показано, что максимальная разориентировка
составляет до ~18°, а в случае исходного ансамбля вертикальных или горизонтальных
микротрещин ориентация новых микротрещин в точности совпадает с направлением
минимального главного напряжения. Полученные величины разориентировки совпа-
дают с оценками, полученными в результате истинных трехосных испытаний песча-
ника Darley Dale [67].

В результате решения второй задачи показано, что использование нелинейной рео-
логической модели со скалярным параметром поврежденности позволило получить
точное соответствие найденного оптимального угла наклона локализованной зоны
поврежденности с углом Кулона–Мора. Использование тензорного параметра повре-
жденности позволило конкретизировать внутреннее строение зоны с позиции скоро-
сти диссипации энергии. Показано, что оптимальным углом наклона зоны локализо-
ванной поврежденности является угол, близкий к углу Кулона–Мора. Степень близо-
сти определяется уровнем анизотропии исходной поврежденности. При этом внутри
зоны оптимальными являются две ориентации микротрещин: вертикальная ориента-
ция трещиноватости, которая не зависит от степени анизотропии исходной повре-
жденности, ориентация относительно направления зоны локализованной поврежден-
ности под углом, близким к углу Кулона–Мора. Степень близости также определяется
степенью анизотропии поврежденности в материале. Необходимо отметить, что пер-
вое найденное решение соответствует механизму образования магистральных трещин
в горных породах при традиционном трехосном сжатии, предложенному в [69] по ре-
зультатам обобщения большего количества экспериментальных наблюдений. Второе
найденное решение описывает возможность появления вторичных микротрещин,
аналогичных R-сколам в модели Риделя [70]. Так в модели формирования сдвиговых

зон Риделя предполагается, что зона основного сдвига располагается под углом  к

направлению действия максимального сжимающего напряжения, а R-сколы под уг-

лом  к этой зоне. В случае традиционного трехосного сжатия и изотропной повре-

жденности, построенная модель предсказывает формирование основной зоны лока-

лизованной поврежденности под углом  к направлению действия максимального
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сжимающего напряжения и формирование вторичной трещиноватости под этим же
углом.
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