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Исследуется задача о волновом фронте в анизотропном упругом слое. Показано, что
в случае упругой изотропии однородная волна с плоским фронтом в слое возможна
лишь в одном частном случае, при нулевом коэффициенте Пуассона. В других слу-
чаях для существования волны с плоским фронтом, волна должна быть неоднород-
ной по отношению к трансверсальной координате. Аналитическое решение, обеспе-
чивающее существование плоского ударного волнового фронта, получено впервые.
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1. Введение. В [1–17] исследовались задачи распространения гармонических дис-
персионных и бездисперсионных волн в линейно-упругих средах. Определенная часть
исследований выполняется численными методами на основе конечных элементов,
обладающих спектральными свойствами [18–21]. Для решения волновых задач при-
меняются так же конечно-разностные методы [22–26], используются методы гранич-
ных интегральных уравнений [27–29], а так же различные варианты безсеточных
(meshless) методов, наиболее распространенными из которых являются SPH и DEM
методы [30–32]. Проблема определения скоростей распространения упругих волн ста-
новится особенно сложной, когда в среде, или конструкции возникает дисперсия и
волновой профиль начинает размываться из-за различия в скоростях распростране-
ния частотных составляющих волнового профиля. По-видимому, впервые этот факт
теоретически исследован в [33], в дальнейшем, исследования в этом направлении
продолжены в [34–39]. Применительно к исследуемым ниже дисперсионным волнам
в пластинах, большое число работ посвящено исследованию длинноволновых преде-
лов волн Лэмба, Рэлея–Лэмба и Лява [40–43], являющихся, по существу, бездиспер-
сионными в окрестности нулевой частоты (для симметричной фундаментальной мо-
ды) [44, 45].

Надо отметить, что имеется значительное число экспериментальных исследований,
посвященных исследованию распространению ударных волн в стержнях [46–48], из-
вестны исследования по образованию и распространению ударного фронта в одно-
мерных волноводах из бимодульных материалов [49, 50].

В этой связи особый интерес представляет исследование условий, при которых мо-
гут распространяться “плоские” волны, поперечный профиль которых остается плос-
ким в процессе движения. Ниже, в линейной постановке исследуются вопросы суще-
ствования волн в упругом анизотропном слое с поляризацией волны, не зависящей от
поперечной координаты. На основе потенциалов для поля смещений построены ана-
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литические решения, позволяющие описать условия для дисперсионных волн, у кото-
рых, несмотря на дисперсию, волновой фронт остается плоским. Условия существо-
вания таких волн, как показывает обзор литературы, получены впервые.

2. Волновой фронт в безграничной среде. Задача о распространении плоского ударно-
го волнового фронта, рассматривается в упругой инфинитезимальной постанове.

2.1. Анизотропная среда. Уравнения движения в линейно-упругой анизотропной
среде могут быть представлены в виде

(2.1)

где  – поле смещений,  – пространственная координата,  – время,  – плотность
среды,  – четырехвалентный симметричный тензор упругости

(2.2)

Условиями (2.2) из рассмотрения исключаются микрополярные среды.
Рассматривая тензор , как оператор, в шестимерном пространстве симметричных

тензоров второго ранга, запишем условие его строгой эллиптичности
(2.3)

Условие (2.3) выполняется для любых ненулевых разложимых тензоров вида , где
 и  – произвольные ненулевые векторы.

Введем волновой потенциал для плоской бегущей волны

(2.4)

В представлении (2.4)  – волновой вектор, определяющий направление распро-
странения волны,  – скорость ,  – нормализованная поляризация волны ( ),
определяющая движение на фронте волны,  – скалярный потенциал, с помощью ко-
торого задается профиль волны. Ниже предполагается, что потенциал  – достаточно
гладкий [48]

(2.5)

Заметим, что в отношении волновых фронтов применяется следующая классификация:
в случае, когда , то есть потенциал  непрерывен, а его первая производная раз-
рывная, волновой фронт считается сильным, – в этом случае при распространении вол-
ны напряжения являются разрывными на фронте волны, в то время как, перемещения
являются непрерывными функциями пространственной координаты. В случае, когда

, волновой фронт считается слабым, для слабого волнового фронта и напряжения
и перемещения являются непрерывными функциями пространственной координаты.
В случае, когда , волновой фронт считается сверхсильным, такой волновой фронт
сопровождается разрывами в перемещениях. Помимо условия (2.5), обычно вводят сле-
дующее условие, предполагающее отсутствие смещений перед фронтом волны и нену-
левую кривизну волнового потенциала за фронтом волны

(2.6)

Таким образом, предполагается, что перед фронтом материал находится в естествен-
ном недеформированном состоянии. Кроме того, движение плоской волны описыва-
ется условием

(2.7)
Уравнения движения (2.1) совместно с представлением (2.4) и условием (2.6) дают

алгебраическое уравнение Кристоффеля для определения векторной амплитуды 
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(2.8)

В уравнении (2.8)  – единичный тензор (единичная диагональная матрица),  –
акустический тензор, определяемый волновым вектором 

(2.9)

Уравнение (2.8) показывает, что для любого волнового вектора  акустический тензор
(2.9) симметричен и строго эллиптичен. Это обеспечивает существование трех дей-
ствительных и положительных собственных чисел в Жордановой нормальной форме
тензора (2.9)

(2.10)

где  – ортогональный тензор, зависящий от вектора , а  – диагональный
тензор, состоящий из собственных чисел акустического тензора, верхний индекс в
(2.10) обозначает транспонирование соответствующего тензора (матрицы). Возвраща-
ясь к уравнению Кристоффеля, заметим, что поляризация (векторная амплитуда) явля-
ется собственным вектором акустического тензора и корневым собственным вектором
тензора в левой части уравнения (2.8). Симметрия акустического тензора обеспечивает
существование трех взаимно ортогональных собственных векторов и, следовательно,
поляризации, соответствующие собственным значениям акустического тензора взаим-
но ортогональны. Более того, даже в случае, когда акустический тензор не является
простым, например в случае изотропной среды, он – полупростой, тем не менее он
обладает тремя взаимно ортогональными собственными векторами.

Замечания 2.1. а) Уравнения (2.4)−(2.8) обеспечивают постоянство скоростей рас-
пространения, в случае сильных или слабых ударных волновых фронтов.

б) Уравнения движения (2.1) и представление для поля смещений (2.4) показывают,
что какова бы ни была функция , которая, вообще говоря, может не удовлетворять
условиям, заданным уравнениями (2.5), (2.6), она определяет некоторое поле движе-
ний в безграничной среде. Однако, если тело имеет границы, то функция , уже не
является произвольной.

в) Имея ввиду Замечание 2.1.б, рассмотрим функцию  в виде гармонической по
временной и пространственным переменным функции

(2.11)

где  – волновое число. Функция (2.11) описывает плоскую гармоническую волну кру-
говой частоты  и длины . Заметим, что в случае гармонической волны

волновой фронт определяется в пространстве , как

(2.12)

г) Особый интерес представляет поле напряжений на фронте волны

(2.13)

Подставляя в выражение (2.13) поле перемещений, определяемое представлением
(2.4), получим

(2.14)

2.2. Упругая изотропия. Тензор упругости, рассматриваемый как оператор в про-
странстве симметричных тензоров, может быть записан в виде невырожденной сим-
метрической матрицы размерности 
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(2.15)

В представлении (2.15)  и  – константы Ляме

(2.16)

где  – модуль упругости,  – коэффициент Пуассона. Тензор упругости (2.15) позво-
ляет записать закон Гука в терминах соответствующих шестимерных векторов

 и .
Векторное уравнение Кристоффеля (2.8) для тензора упругости изотропной среды

(2.15) принимает вид

(2.17)

Уравнение Кристоффеля в форме (2.17) имеет собственные числа, определяющие
скорости продольной волны  и двух поперечных волн 

(2.18)

Замечания 2.2. а) Матрица в левой части уравнения Кристоффеля (2.17) не является
простой, поскольку два ее собственных числа совпадают. Однако, эта матрица остает-
ся полупростой, поскольку в ее структуре отсутствуют Жордановы блоки.

б) Анализ уравнений (2.14), (2.17) показывает, что напряжения на фронте волны
представимы в виде

(2.19)

Выражение (2.19) показывает, что напряжения на фронте продольной волны по на-
правлению совпадают со смещениями. При этом, на плоскостях ортогональных
фронту волны, т.е. на плоскостях с нормалью  нормальные напряжения ,
вообще говоря, тоже присутствуют

(2.20)

При  на плоскостях  напряжений нет.
в) В случае поперечной волны напряжения на фронте волны определяются выраже-

нием

(2.21)

показывающим, что напряжения  ортогональны волновому вектору  и совпадают с
направлением смещений. На ортогональных плоскостях  с нормалью  (напом-
ним, что в рассматриваемом случае ) напряжения  представимы в виде

(2.22)

г) В случае, если  тензор упругости (2.15) диагонален и тензор  принимает вид
(2.23)
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Кроме того, при  на плоскостях ортогональных фронту волны как нормаль-
ные, так и касательные компоненты поверхностных напряжений оказываются нуле-
выми.

3. Волновой фронт в слое. Рассмотрим пластину со свободными поверхностями тол-
щины . Пусть начало координат расположено на срединной поверхности пластины и
волновой вектор  находится в срединной плоскости, а  – вектор единичной норма-
ли к этой плоскости.

3.1. Упругая анизотропия. Условия на боковых поверхностях пластины, выражаю-
щие собой отсутствие соответствующих напряжений, представимы в виде

(3.1)

где обозначено .
Поле смещений для ударной волны, распространяющейся в направлении  и име-

ющей плоский фронт, определяется выражением

(3.2)
где  – поле перемещений,  – пока еще неизвестная функция, характеризующая
вариацию амплитуды волны в трансверсальном направлении. Граничные условия
(3.1) при учете (3.2) принимают вид

(3.3)

Уравнения (2.1) и представление поля смещений (3.2) дают дифференциальное
уравнение второго, позволяющее определить поляризацию волнового фронта , при-
чем в это уравнение входят две, вообще говоря, неизвестных функции  и 

(3.4)

В уравнении (3.4)
(3.5)

Замечания 3.1. а) В том случае, когда профиль волны  известен заранее (это часто
встречается при моделировании ударных волн), дифференциальное уравнение (3.4)
становится обыкновенным дифференциальным уравнением второго порядка относи-
тельно функции .

б) Если, функция  гармонична, например, определяется выражением (2.11), урав-
нение (3.4) принимает вид

(3.6)
3.2. Изотропия, . В изотропном случае условия (3.3) равенства нулю напряже-

ний на соответствующих границах слоя принимают вид

(3.7)

Аналогичным образом трансформируется уравнение (3.4):

(3.8)
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В (3.8) обозначено

(3.9)

Замечание 3.2. Для продольной волны с поляризацией, совпадающей с направлени-
ем распространения, уравнения (3.8) приобретают вид

(3.10)

Уравнения (3.10) показывают, что при произвольной функции , такой что ψ(s), 

и  не равны тождественно нулю, их выполнение при  возможно лишь
при условии

(3.11)

Однако, надо заметить, что условия   противоречат условиям (3.7) на
границе.

3.3. Изотропия, . Условия (3.3) при  принимают вид

(3.12)

Аналогичным образом трансформируется уравнение (3.8):

(3.13)

Дифференциальные уравнения (3.13) для волны, описываемой уравнениями (2.11),
трансформируются к виду

(3.14)

Последнее выражение показывает, что условия (3.12) на границе и дифференциаль-
ные уравнения (3.13) удовлетворяются для волны с продольной поляризацией и плос-
ким фронтом с постоянной по поперечному сечению функцией ϕ. Последнее, с уче-
том Замечания 3.2, дает

Предложение а) В случае изотропного слоя плоская продольно-поляризованная волна
существует лишь при выполнении условия .

б) В общем случае, когда  продольно-поляризованная ударная или гармониче-
ская волна существует, если (i) фронт волны неплоский, или (ii) поляризация волны
непостоянна в поперечном сечении слоя: .

4. Заключение. Построенные решения показывают, что плоский волновой фронт
продольной волны в изотропном линейно-упругом слое со свободными граничными
поверхностями, может распространяться

(1) либо при условии нулевого коэффициента Пуассона, что эквивалентно нулевой
константе Ламе , и тогда амплитуда продольной волны необходимо постоянна в
поперечном сечении;
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(2) либо при ненулевом коэффициенте Пуассона и, соответственно, ненулевой
константе Ламе , но переменной в поперечном сечении амплитуде.

Таким образом, изначально плоский ударный фронт продольной волны в изотроп-
ном упругом слое в случае произвольного и не равного нулю коэффициента Пуассона,
необходимо трансформируется в волновой профиль с переменной в трансверсальном
направлении амплитудой. Представляется интересным обобщение полученных ре-
зультатов на ударные волны, распространяющиеся в стратифицированных и функци-
онально-градиентных пластинах.

В заключение необходимо отметить недавние исследования по распространению
дисперсионных гармонических волн в стержнях [51–54], где вопросы существования
плоских ударных фронтов также играют важную роль.
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