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Рассматривается учет нелинейности колебаний резонаторов в методиках идентифи-
кации параметров волновых твердотельных гироскопов. Определяемыми являются
параметры, характеризующие демпфирование, анизотропию демпфирования, раз-
ночастотность, а также коэффициенты нелинейности математических моделей ди-
намики резонаторов волновых твердотельных гироскопов. В зависимости от типа
резонаторов и датчиков управления предлагаются методики идентификации пара-
метров в режимах свободного выбега и вынужденных колебаний с учетом разных ти-
пов нелинейностей: нелинейностей третьей, пятой степени, нелинейности, влияю-
щей на управление. Даны алгоритмы определения оценок параметров и их довери-
тельных интервалов при случайных погрешностях измерений. По результатам
обработки данных показано, что учет нелинейности колебаний резонаторов суще-
ственно повышает точность определения параметров волновых твердотельных гиро-
скопов. Приведены уравнения, показывающие влияние коэффициентов нелиней-
ности и параметров, характеризующих разночастотность и анизотропию демпфиро-
вания, на угловую скорость дрейфа гироскопа.
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1. Введение. В настоящее время волновые твердотельные гироскопы (ВТГ) находят
широкое применение в качестве датчиков инерциальной информации навигацион-
ных систем, причем масштаб исследований и разработок ВТГ в ближайшее время бу-
дет расширяться, способствуя повышению точности гироскопов [1, 2]. Задача иденти-
фикации параметров резонатора ВТГ является одной из задач, решение которой на-
правленно на повышение точности ВТГ.

Основы теории ВТГ заложены в работах Д.М. Климова и В.Ф. Журавлева [3–7].
В [4, 7] показано, что погрешность, вызванная нелинейными свойствами колебатель-
ной системы, присуща всем ВТГ, а исследование динамики может проводиться в рам-
ках одних и тех же уравнений, аналогичных уравнениям классического маятника Фу-
ко. Вопросы идентификации погрешностей изготовления резонаторов ВТГ рассмот-
рены в [4, 7–13]. В указанных работах при определении параметров гироскопа
использовались линейные уравнения малых колебаний резонатора. В [14–16] отмече-
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но, что при экспериментальных исследованиях динамики вибрационных гироскопов
были обнаружены явления, характерные для нелинейных систем, например, срыв ко-
лебаний в режиме вынужденных колебаний. Пренебрежение нелинейностью возмож-
но лишь при малых амплитудах колебаний, при которых отношение сигнала к шуму
недостаточно высокое. Для его повышения следует увеличивать амплитуду колеба-
ний, однако при этом возрастают погрешности, вызванные нелинейностью. В [17–22]
предложены методики определения параметров ВТГ с кольцевым и цилиндрическим
резонаторами при учете нелинейности. Идентификация может выполняться в режиме
свободного выбега, в режиме вынужденных колебаний и в режиме управляемой пре-
цессии [23]. У кварцевых полусферических и цилиндрических резонаторов, обладаю-
щих высокой добротностью, ширина резонанса мала для снятия данных при регули-
ровании частотной настройки, а время затухания колебаний велико и достаточно для
снятия данных в режиме свободного выбега. Для резонаторов с меньшей добротно-
стью, например, кольцевых резонаторов микромеханических ВТГ, время затухания
мало, но есть возможность снимать данные при разных значениях частотной настрой-
ки в режиме вынужденных колебаний.

В данной статье уточняются и обобщаются результаты предшествующих работ по
учету нелинейности в методиках идентификации параметров ВТГ путем введения ко-
эффициентов нелинейности в определяемые параметры [17–22]. Ставятся задачи
обобщить учет нелинейностей третьей и пятой степени на методику идентификации
параметров в режиме свободного выбега, определить классы гироскопов и типы нели-
нейностей для применения методик идентификации параметров, показать влияние
определяемых параметров на угловую скорость дрейфа ВТГ.

Найденные при идентификации параметры, включая технологические погрешно-
сти изготовления резонатора и коэффициенты нелинейности, могут использоваться
для повышения точности определения угловой скорости в методиках компенсации
погрешностей [24] или для повышения точности балансировки резонаторов [25, 26].

2. Определение параметров ВТГ в режиме свободного выбега. Рассматривается ВТГ с
кварцевым резонатором, представленным упругой осесимметричной оболочкой вра-
щения. Обычно подобные резонаторы изготавливаются в виде полусферы или цилин-
дра и обладают малыми потерями на внутреннее трение, соответственно, имеют высо-
кую добротность. Поэтому для ВТГ с кварцевым резонатором в виде оболочки враще-
ния рассмотрим идентификацию параметров в режиме свободного выбега.

В [27] выведены уравнения динамики цилиндрического резонатора ВТГ с учетом
нелинейных свойств электростатических датчиков управления, которые представля-
ют собой конденсаторы, образованные металлизированной поверхностью резонатора
и электродами, расположенными вблизи свободной кромки резонатора,

(2.1)

где f, g – обобщенные координаты второй основной формы колебаний резонатора;
ω – характерная частота собственных колебаний; γ – коэффициент демпфирования;
v – параметр, характеризующий угловую скорость основания гироскопа; η – коэффи-
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циент, характеризующий нелинейность, вызванную электростатическими датчиками
управления [27]; , , ,  – нормализованные управляющие напряжения, ω0 – ча-
стота внешнего гармонического возбуждения колебаний резонатора. Заметим, что
слагаемые с кубической нелинейностью свойственны уравнениям динамики резона-
торов гироскопов класса обобщенного маятника Фуко [7] и были получены в [7] для
классического маятника Фуко, а в [13] в предположении о том, что для материала ре-
зонатора справедлив нелинейный закон упругости. Поэтому введем единые коэффи-
циенты ξ и  при, соответственно, нелинейностях третьей и пятой степени, обуслов-
ленных различными факторами. Так как рассматривается режим свободного выбега,
положим в (2.1) нулевое управление. Получим уравнения

(2.2)

В [4, 7, 8] проведен анализ сил, являющихся следствием разнообразных дефектов
резонатора, и вызываемой этими силами эволюции формы колебаний резонатора.
С учетом наиболее общего [4] представления действующих на резонатор возмущений,
нелинейные уравнения динамики (2.2) могут быть записаны в следующем виде:

(2.3)

где сm и n – параметры позиционных сил; ,  и 
 – параметры, характеризующие разночастотность и анизотропию демп-

фирования соответственно, hm, bm – модули разночастотности и анизотропии демп-
фирования, α и β – углы ориентации главных осей жесткости и диссипации относи-
тельно отсчетных осей.

Используя метод осреднения Крылова–Боголюбова [28] и переменные Ван-дер-
Поля, с помощью замены
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можно получить из (2.3), осредненную систему дифференциальных уравнений в мед-
ленных переменных:
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Заметим, что в электронном контуре гироскопа физически реализуется схема
осреднения [13]: с помощью емкостной системы электродов измеряются высокоча-
стотные функции времени f(t), g(t) и с помощью контуров обработки сигналов выде-
ляются огибающие    . Таким образом, медленные переменные

    системы (2.5) являются измеряемыми.
Запишем систему (2.5) в векторно-матричном виде:

(2.6)

где вектор медленных переменных

матрицу D и вектор определяемых параметров z задаем в блочной форме:

С помощью данной записи, в зависимости от количества блоков, мы можем запи-
сать как линейную математическую модель, так и обе нелинейные математические
модели: с кубической нелинейностью (коэффициент нелинейности , k = 9 парамет-
ров) и с нелинейностью пятой степени (два коэффициента нелинейности  и , k = 10
параметров).

Начальным моментом съема данных является момент отключения управляющего
напряжения в режиме стационарных колебаний. Для обработки данных, берется мас-
сив значений затухающих медленных переменных так, чтобы в конце процесса была
достаточная амплитуда колебаний для отличия их от случайных помех. Лучше брать
начальный участок процесса затухания колебаний, на котором наибольшим образом
изменяются медленные переменные. Обозначим отрезок времени наблюдений [0, T] и
разобьем его на N равных частей:   – шаг по времени, .
Определяемые параметры считаем постоянными на [0, T].
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Интегрируем левую и правую часть (2.6) на отрезках :

(2.7)

где интегралы, обозначенные как

вычисляются от элементов матриц численно, например по формуле Симпсона. Таким
образом, систему (2.6), дискретизированную на отрезке [0, T] и представленную си-
стемами (2.7), записываем в виде переопределенной системы линейных алгебраиче-
ских уравнений:

(2.8)

где введены составные матрица  и вектор y:

 – вектор некоррелированных случайных ошибок измерений, подчиняю-
щихся нормальному закону распределения с нулевым средним и одинаковыми дис-
персиями.

Рассмотрим сначала оценку вектора параметров z по методу наименьших квадра-
тов. Тогда для линейной регрессии (2.8) получим оценку:

(2.9)

при условии, что матрица  не является вырожденной.

Оценка (2.9) минимизирует сумму квадратов отклонений 
Оценка среднеквадратического отклонения:

(2.10)

где n = 4(N – 2) – размерность вектора измерений y, k – число определяемых парамет-
ров.

Доверительные интервалы для определяемых параметров оцениваем по формуле [29]:

(2.11)

где  – диагональные элементы матрицы , sp – квантиль порядка p =
=  распределения Стьюдента c n – k степенями свободы,  – доверительная
вероятность. Если число n – k мало, то sp выбирают по таблице распределения Стью-
дента, если n – k > 30, то sp можно выбирать из таблицы функций Лапласа.

Получаемые в результате измерений данные поступают последовательно, поэтому
целесообразно рассмотреть для данной методики применение рекуррентного метода
наименьших квадратов.

Пусть на некотором начальном этапе измерений выбран отрезок времени , где
m много меньше N. Для инициализации рекуррентного метода наименьших квадратов
определяем оценку параметров по методу наименьших квадратов (2.10):

[ ]− +1 1,i it t

+ −− = ⋅ = −q q z …1 1
1( ) ( ) , 1, 2, , 1
2i i it t i ND

( )
+

−

= = − q …

1

1

( ) , 1, 2, , 1
i

i

t

i
t

t dt i ND D

= ⋅ +z    y D e

D

− −

+ −

= =
= − = −q q

… …

…

т т т т т т т т
1 2 1 1 2 1

1 1

( , , , ) , ( , , , )
( ) ( ), 1, 2, , 1

N N

i i it t i N
D D D D y y y y

y

∼ σ2( , )eNe 0 E

−= т 1 тˆ ( )z D D D y
тD D

= − −тˆ ˆ( ) ( ).S y Dz y Dz

σ =
−

ˆ S
n k

− σ ≤ ≤ + σ = …ˆ ˆˆ ˆ , 1j p jj j j p jjz s c z s c j kz

jjc −= т 1( )C D D
+ 0(1 )/2P 0P

[0, ]mt

= т
( ) ( ) ( )ˆ m m mz P D y



33УЧЕТ НЕЛИНЕЙНОСТИ КОЛЕБАНИЙ РЕЗОНАТОРОВ
где введены  – матрица размера ,  – матри-

ца размера ,  – вектор размерности ,  – вектор размер-
ности k. После инициализации первого приближения к решению и ковариационной мат-
рице, определяем последующие приближения итерационным алгоритмом:

(2.12)

где Е – единичная матрица размера ,  – матрица размера ,  – матрица
размера ,  – матрица размера ,  – вектор размерности 4. Данный
алгоритм, в котором на каждой итерации  является матрицей, а не вектором, обу-
словлен использованием на каждом шаге измерений четырех медленных переменных.

Поэтому в данном случае результат произведения  является матрицей, а не скаля-
ром и оценку среднеквадратичного отклонения вычисляем по следующей формуле:

где σe – среднеквадратическое отклонение случайных погрешностей измерений мед-

ленных переменных,  – собственные значения произведения матриц  и ,

, обозначаем . Для расчета доверительных интервалов параметров
могут использоваться формулы (2.11), с матрицей C = P.

3. Определение параметров ВТГ в режиме вынужденных колебаний. Значения доброт-
ности у кольцевых резонаторов микромеханических ВТГ значительно ниже, чем у
рассмотренных ранее полусферических и цилиндрических резонаторов прецизион-
ных ВТГ. Поэтому продолжительность свободного выбега микромеханического ВТГ
недостаточна для проведения идентификации параметров, и нужно рассматривать
данные, полученные в режиме вынужденных колебаний при разных значениях ча-
стотной настройки вблизи резонанса. Волновые твердотельные гироскопы в микро-
механическом исполнении обычно имеют кольцевой резонатор с магнитоэлектриче-
скими датчиками управления, реже – с электростатическими датчиками управления
[13]. Предлагаемая методика может использоваться для определения параметров ВТГ
и с другими типами резонаторов в случае, если есть возможность провести достаточ-
ное количество измерений медленных переменных на резонансном пике при измене-
нии частотной настройки.

При использовании в ВТГ электростатических датчиков управления, уравнения
вынужденных колебаний имеют вид аналогичный (2.1), запишем их с коэффициента-
ми, учитывающими разные типы нелинейностей:

(3.1)

При использовании магнитоэлектрических датчиков управления введенный параметр
μ = 0, коэффициенты ξ, , η определяются не нелинейностью, вызванной электроста-
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тическими датчиками управления, а другими факторами [13]. Поэтому предложим ме-
тодику идентификации с возможностью учитывать разные типы нелинейностей.

Аналогично (2.3) вводя в (3.1) возмущения, вызванные дефектами резонатора, и
осредняя полученные уравнения, выведем уравнения в медленных переменных:

(3.2)

где  − частотная настройка, , ; , k10 =
=

Остальные обозначения в (3.2) аналогичны введенным после уравнений (2.5) и (2.6).
Запишем (3.2) в векторно-матричном виде:

(3.3)

  

,   – единичная матрица

Для идентификации параметров рассмотрим стационарные режимы вынужденных
колебаний резонатора, . Стационарные значения медленных пе-
ременных     являются измеряемыми и соответствуют разным зна-
чениям частотной настройки , где , N – число стационарных режи-
мов колебаний резонатора. Соответствующие  стационарные системы уравнений
(3.3) являются алгебраическими и имеют вид
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Рис. 1. Зависимости медленных переменных , q1, , q2 от частоты колебаний  [Гц].
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где .
Далее составим переопределенную систему линейных алгебраических уравнений из

N блоков (3.4), соответствующих заданным частотным настройкам

(3.5)

. Размерность векторов  и
 равняется числу уравнений переопределенной системы  размерность векто-

ра z равняется числу идентифицируемых параметров k. Минимальное число измере-
ний, необходимое для определения возможного числа k < 15 параметров, N = 4 задает
16 уравнений в системе (3.5). Оценка вектора параметров z может быть найдена по ме-
тоду наименьших квадратов (2.9), оценки доверительных интервалов для параметров – по
формуле (2.11).

4. Обработка экспериментальных данных. Рассматривались вынужденные колебания
кольцевого резонатора микромеханического ВТГ с магнитоэлектрическими датчика-
ми управления. Считаем, что динамика резонатора описывается уравнениями, имею-
щими вид (3.1) при μ = 0. В результате экспериментального наблюдения вынужден-
ных колебаний резонатора [18, 30] получены стационарные значения медленных пе-
ременных , , , соответствующие частотам вынужденных
колебаний   N, N = 61 (рис. 1). Для нормализации величин , ,

, использовалось максимальное значение амплитуды колебаний резонатора.
Характерная частота собственных колебаний резонатора ω = 85732 c–1 (13645 Гц).

Определяем оценку вектора параметров по математической модели, содержащей
только кубическую нелинейность (ξ ≠ 0, = 0, μ = 0). Получен результат:

По полученной оценке вектора запишем параметры ВТГ. Коэффициент демпфиро-
вания  c–1, добротность . Для кольцевого резонатора мас-
штабный коэффициент , поэтому абсолютное значение нулевого сигнала
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 c–1. Погрешность характерной частоты собственных колебаний  =

= 12.179 c–1 (1.94 Гц). Расщепление частот  = 17.264 c–1

(2.748 Гц). Анизотропия демпфирования  = 3.848 c–1. Углы
главных осей жесткости и диссипации равны соответственно  рад (34.4°) и

 рад (–11.5°). Полученные результаты для невакуумированного несбаланси-
рованного кольцевого резонатора соответствуют известным данным [31].

При идентификации параметров по предложенной методике оценка среднеквадра-
тического отклонения составила . В случае идентификации параметров по
линейной математической модели [30] получаем . Таким образом, учет ко-
эффициента нелинейности ξ позволил уменьшить среднеквадратическое отклонение
в 3.2 раза, что указывает на значительное повышение точности определения парамет-
ров ВТГ при учете нелинейности колебаний. Учет обоих коэффициентов нелинейно-
сти ξ и  позволил уменьшить среднеквадратическое отклонение в 1.4 раза по сравне-
нию с результатами, полученными при учете только кубической нелинейности,  =
= 0.0656.

По найденным параметрам математической модели были рассчитаны невязки меж-
ду модельными значениями и экспериментальными измерениями. На рисунках 2 и 3
представлено сравнение экспериментальных и расчетных амплитудно-фазочастотных

характеристик (АФЧХ). Модули радиус-векторов равны амплитудам  и

, а фазы колебаний ϕ и ψ определяются положением этих векторов на
плоскости. В первом случае (рис. 2) оценка параметров ВТГ проводилась по линейной
математической модели, ξ = 0,  = 0. Во втором случае (рис. 3) оценка параметров
ВТГ проводилась по нелинейной математической модели с учетом кубической нели-
нейности ξ ≠ 0,  = 0. Из сравнения (рис. 2) экспериментальных и расчетных данных,
полученных по результатам идентификации параметров линейной математической
модели ВТГ, следует, что имеется систематическая погрешность. На рис. 3 экспери-
ментальная и расчетная АФЧХ, полученная по результатам идентификации парамет-
ров по нелинейной математической модели ВТГ, практически совпадают. Учет нели-
нейности пятой степени, ξ ≠ 0,  ≠ 0, на АФЧХ визуально неотличим от рис. 3. Поэто-
му существенным является учет кубической нелинейности при идентификации
параметров ВТГ, учет нелинейности пятой степени дает дополнительное повышение
точности.

5. Зависимость угловой скорости дрейфа ВТГ от параметров резонатора и коэффици-
ентов нелинейности. Исследование угловой скорости дрейфа ВТГ будем проводить при
нулевых управляющих напряжениях , то есть, рассмотрим уравне-
ния (2.3). Перейдем к переменным, называемым элементами орбиты [7]:  и  −
амплитуды основной и квадратурной волн колебаний,  − угол прецессии,  −
временная фаза,

(5.1)

Чтобы перейти от переменных     в осредненных уравнениях (2.5)
к , , , , будем использовать замену переменных:

(5.2)

В результате преобразований получаем систему
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Рис. 2. АФЧХ, о – экспериментальные данные; * – значения, рассчитанные по линейной модели.
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Рис. 3. АФЧХ, о – экспериментальные данные; * – значения, рассчитанные по нелинейной модели.
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(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)

Подставляя обозначения , , ,  и
используя тригонометрические формулы, преобразуем (5.3)−(5.6) к виду

(5.7)

(5.8)

(5.9)

(5.10)

Уравнения (5.7)−(5.10) соответствуют теории эволюций траектории резонатора
ВТГ под воздействием возмущений, вызванных дефектами резонатора [7], но при
этом учитывают влияние нелинейности колебаний. Из уравнения (5.9) следует, что уг-
ловая скорость дрейфа ВТГ зависит от коэффициентов , , характеризующих раз-
ночастотность и анизотропию демпфирования, а также от параметров  и , характе-
ризующих нелинейность колебаний резонатора.

6. Заключение. Разработаны методики идентификации параметров ВТГ с учетом
разных типов нелинейности колебаний в двух режимах: свободного выбега и вынуж-
денных колебаний. В режиме свободного выбега проводится идентификация парамет-
ров прецизионных ВТГ с кварцевыми резонаторами, обладающими высокой доброт-
ностью. Так как отключено управление, то для них учитывается только кубическая не-
линейность и нелинейность пятой степени. В режиме вынужденных колебаний
проводится идентификация параметров ВТГ с меньшей добротностью, позволяющей
снимать данные в области резонансного пика при изменении частотной настройки.
Проведена обработка экспериментальных данных, полученных для микромеханиче-
ского ВТГ с кольцевым резонатором и магнитоэлектрическими датчиками управле-
ния. Показано, что учет кубической нелинейности существенно повышает точность
определения параметров, учет нелинейности пятой степени дополнительно повышает
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точность определения параметров. Сделан вывод о необходимости учета кубической
нелинейности путем введения коэффициента нелинейности в определяемые парамет-
ры ВТГ. Показано влияние определяемых параметров, включая коэффициенты нели-
нейностей, на угловую скорость дрейфа ВТГ.
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