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Рассматриваются плоские продольные волны, распространяющиеся в среде Слепя-
на–Пальмова, состоящей из несущей среды и ансамбля нелинейных осцилляторов.
Система уравнений динамики сводится к одному уравнению относительно продоль-
ного перемещения несущей среды. Проанализировано распространение гармониче-
ских волн в зависимости от изменения параметров системы, характеризующих отно-
сительную плотность и диссипацию в среде. Показано, что среди нелинейных ста-
ционарных волн могут существовать только периодические волны. Исследовано
влияние параметров нелинейности и относительной плотности материала на преде-
лы максимально возможной деформации, форму и длину волны.
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1. Введение. Известно, что одной из основных гипотез классической механики
сплошных сред является принцип напряжений Коши, устанавливающий эквивалент-
ность действия всех внутренних сил, приложенных к элементарной площадке, дей-
ствию их равнодействующей, приложенной к центру площадки. Однако в общем слу-
чае действие произвольной системы сил эквивалентно действию главного вектора и
главного момента. При этом в среде возникают не только напряжения, но и момент-
ные напряжения, образующие, вообще говоря, несимметричные тензоры. Чтобы
учесть эти факторы, необходимо допустить в среде наличие дополнительных степеней
свободы и рассмотреть физически бесконечно малый объем (по которому ведется
усреднение свойств среды) не как материальную точку, а как более сложный объект,
обладающий новыми степенями свободы. Для расширения спектра свойств сплошной
среды необходимо предположить у физически бесконечно малого объема существова-
ние внутренней структуры (микроструктуры), обусловленной зернистостью, волок-
нистостью или ячеистостью строения реальных материалов.

Таким образом, сегодня в механике деформируемого твердого тела широко приме-
няются как модель классического континуума, так и модели обобщенных континуу-
мов [1–22].
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Кроме моделей сред с внутренними ротационными степенями свободы (континуум
Коссера [23]. На русском языке эта теория опубликована в [24]. Комментарии можно
найти в [25, 26]) и градиентных моделей (континуумы Леру [27, 28], Джеремилло [29],
Тупина [30] и др.), известны модели сред с осцилляторными степенями свободы. Их
появление связано, в первую очередь, с работами Л.И. Слепяна (одномерная система)
[31] и В.А. Пальмова [32–34] (трехмерная система).

Модель Слепяна–Пальмова представляет собой линейно-упругую несущую среду и
подвешенные в каждой точке невзаимодействующие осцилляторы (упругие или вяз-
коупругие). При формулировке этой модели постулируется, что динамическое пове-
дение несущей среды описывается уравнениями Ламе, а собственные частоты, свя-
занных с ней осцилляторов непрерывно распределены.

Динамика среды Слепяна–Пальмова описывается системой уравнений:

(1.1)

(1.2)

где  – массовая плотность;  и  – модули упругости Ламе;  – вектор перемещения
точек несущей среды; K – интенсивность внешней массовой силы;  – вектор абсо-
лютного перемещения массы осциллятора;  – внешняя сила, приложенная к массе
осциллятора; величина  равна массе всех осцилляторов, имеющих собствен-
ные частоты, лежащие в интервале , умноженной на единицу объема; m =

=  – полная массовая плотность всех осцилляторов, присоединенных к несу-

щей среде;  – статическая жесткость подвески осцилляторов; величина
 характеризует диссипацию энергии в подвесе осциллятора.

Даже при малом демпфировании осцилляторов, пространственное затухание виб-
раций в такой среде оказывается конечным [34]. Эта модель эффективно используется
при расчетах вибрации летательных аппаратов, объектов ракетно-космической техни-
ки и подводного флота.

2. Нелинейная одномерная математическая модель. Предположим, что среда изоли-
рована, то есть K = 0, . Будем рассматривать одномерный вариант системы
(1.1), (1.2). Также внесем нелинейность в данную систему, считая, что она связана с
нелинейностью несущей среды. Полученная система имеет вид:

(2.1)

(2.2)

где E – коэффициент, характеризующий нелинейность несущей среды.
Будем считать, что абсолютное перемещение осциллятора не зависит от его соб-

ственной частоты ( ), то есть
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Система (2.1), (2.2) сводится к одному уравнению относительно продольного пере-
мещения несущей среды ux:

(2.3)

где введены следующие обозначения:

Переход к безразмерным переменным

(  – максимальное перемещение, при котором деформация несущей среды еще явля-
ется упругой) преобразует уравнение (2.3) к виду:

где 
или

(2.4)

Здесь .
3. Дисперсионные свойства системы. Отбросив нелинейные слагаемые уравнения (2.4)

(3.1)

исследуем дисперсионные свойства системы.
Рассмотрим сначала более простой случай, когда диссипация отсутствует. Уравне-

ние (3.1) примет вид:

Распространение гармонической волны

где U0 – комплексная амплитуда волны,  – частота, k – волновое число,  – ком-
плексно-сопряженная величина, описывается следующим дисперсионным уравнением

(3.2)
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Рис. 1. Зависимости  при изменении параметра a,  (a),  (b), .
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Две дисперсионные ветви

в первой четверти изображены на рис. 1. Пунктиром отмечены асимптоты. При 
дисперсионная кривая (3.2) вырождается в прямые , .

Верхняя ветвь дисперсионной кривой имеет частоту отсечки , нижняя ветвь
исходит из нуля и ограничена сверху по частоте постоянной величиной .

Дисперсия отсутствует на низких частотах  у низкочастотной ветви и на высо-
ких частотах у высокочастотной ветви . Каждая из двух волн распространяется
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Рис. 2. Зависимости  (сплошная линия) и  (длинный штриховой пунктир) при изменении па-

раметра a,  (a),  (b), .
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Рис. 3. Зависимости  (сплошная линия) и  (длинный штриховой пунктир) при изменении пара-

метра R,  (a),  (b),  (c),  (d), .
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в своем частотном диапазоне, которые не пересекаются. Существует область непро-
пускания по частоте, которая увеличивается при увеличении значения параметра .

Динамика кривых фазовой скорости  определяется уравнением:

Из последнего уравнения находим зависимость фазовой скорости от волнового
числа

(3.3)

На основании формулы Рэлея [35]

и (3.3) получим явные зависимости групповой скорости от волнового числа
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Рис. 4. Зависимости  при изменении параметра ,  (сплошная линия),  (длинный штри-

ховой пунктир),  (короткий штриховой пунктир), .
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(3.4)

Графическое изображение зависимостей фазовой (3.3) и групповой (3.4) скоростей
от волнового числа представлено на рис. 2. Кривые скоростей, отмеченные “1” и “2”,
соответствуют верхней и нижней ветвям дисперсионной кривой ω(k).

Во всем интервале частот и волновых чисел кривые фазовой скорости лежат выше
соответствующих кривых групповой скорости.

При увеличении значения параметра a: значения фазовой и групповой скоростей,
соответствующие высокочастотной ветви, – увеличиваются; значения скоростей, со-
ответствующие низкочастотной ветви, – уменьшаются (для фиксированного значе-
ния волнового числа).

Дисперсионное уравнение, если диссипация присутствует

(3.5)

где волновое число является комплексной величиной . Разделяя действи-
тельную и мнимую части в дисперсионном уравнении (3.5), получаем

Зависимости действительной k1, мнимой k2 частей волнового числа, их отношения
и скоростей от частоты приведены на рис. 3–5.

На рис. 3,a дисперсионная кривая изображена в двух четвертях. В полосе непропус-
кания волновое число является чисто мнимым. Коротким штриховым пунктиром на
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Рис. 5. Зависимости  (сплошная линия) и  (длинный штриховой пунктир) при изменении па-

раметра ,  (a),  (b),  (c),  (d), .
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рис. 3 показаны асимптоты ,  ( ) и , 
( ). Значения ,  имеют разные знаки. Считаем, что .

При увеличении параметра  кривые ,  приобретают монотонность и
меняют свое расположение относительно асимптот. Так действительная и мнимая

ветви стремятся к асимптотам сверху, соответственно, при , 

и при , , причем первая из них монотонно воз-
растает, а вторая – монотонно убывает.

На рис. 4 показано отношение мнимой части волнового числа к его действительной
части . Штрихпунктирной линией отмечены границы отрезка .

При R < R(3),  = a – 1 зависимость  имеет интервал частот , ω =

=  (точечный пунктир, рис. 4), где абсолютные

= ± ω1k a ω = 1 a = 0R = ω1k a = − −2 3
2 ( 1) 2k R a a

≠ 0R 1k 2k >1 0k

R ( )ω1k ( )ω2k

( )> 1R R ( ) ≈ +1 22 3R a a
( )> 2R R ( ) ≈ + + +2 2 4 22 ( 3) ( 2 5)R a a a a

γ = 2 1k k γ ≤ 1
(3)R ( )γ ω ( )− +ω ω;

+ − ± − − −2 2 2 2 2 2( 2 2 ) 1 ( 1) 4a a R R a a



134 ЕРОФЕЕВ и др.

Рис. 6. Фазовые траектории волны на фазовой плоскости  при  (a),  (b).
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значения коэффициента затухания больше единицы ( ). На промежутке 
затухание преобладает над распространением волны.

На рис. 5 изображены зависимости фазовой  и групповой скоростей (вы-

числяется по формуле Рэлея) от частоты. При  график групповой скорости
имеет разрывы. Здесь на небольшом участке частот фазовая и групповая скорости раз-

ных знаков. При  график групповой скорости является непрерывным.
При R = 0, как было отмечено ранее, для любых допустимых значений частоты ω

значения фазовой скорости больше значений групповой скорости . При
 появились промежутки частот, где значения фазовой скорости меньше абсо-

лютных значений групповой скорости .

При значении параметра  кривые фазовой и групповой скоростей меняют
свое расположение относительно асимптоты, но имеют пересечение в точке .
При этом для значений частот из интервалов  и  выполняются, соот-
ветственно, неравенства  и .

4. Нелинейные стационарные волны. Учтем нелинейность среды в отсутствие дисси-
пации ( , ), тогда уравнение (2.3) примет вид:

(4.1)

Уравнение (4.1) сводится к уравнению нелинейного осциллятора
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Рис. 7. Профиль волны при различных значениях ,  (сплошная линия),  (штриховая линия).
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Рис. 8. Зависимость амплитуды нелинейной волны от волнового числа.
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 – бегущая координата,  – скорость стационарной волны. Фазовые портре-
ты уравнения (4.2) при различных значениях скорости представлены на рис. 6,

.

При скоростях  фазовый портрет, изображенный на второй части рисунка
(рис. 6,b) отображается симметрично относительно горизонтальной оси. В двух случа-
ях, когда скорость принадлежит интервалам  или , фазовый портрет
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Рис. 9. Зависимости U(ξ) при изменении параметров, соответственно, N2 (a) и a (b): , a1 (сплошная ли-

ния), , a2 (штриховой пунктир),  < , a1 < a2.
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имеет замкнутые траектории. Если  фазовый портрет замкнутых фазовых тра-
екторий не содержит (рис. 6,a), следовательно, стационарных волн не существует.

Рассмотрим случай , константы  и  в уравнении (4.2) принимают положи-
тельные значения. Анализ уравнения (4.2) на фазовой плоскости  показывает,
что в начале координат имеется особая точка равновесия типа “центр”. Прямая

 определяет границу, разделяющую устойчивые движения (замкнутые фазовые
траектории) и неустойчивые движения (незамкнутые фазовые траектории). Эта вели-
чина характеризует максимально возможную (в пределах упругости) деформацию:

Профиль стационарной волны вблизи центра и при относительных деформациях,
близких к ε* показан на рис. 7. При значениях деформации близких к максимально
возможным  зависимость имеет пилообразный вид, а при значениях деформа-
ции далеких от максимально возможных  зависимость имеет почти синусои-
дальный профиль.

Зависимость между амплитудой нелинейной волны A и ее волновым числом 

где K0 и A0 – волновое число и амплитуда гармонической (линейной) волны, показана
на рис. 8. Видно, что с ростом амплитуды волны относительное значение волнового
числа уменьшается, длина волны растет.

На рис. 9 изображены профили нелинейных волн фиксированных амплитуд и ско-
ростей при различных значениях параметров среды N2 и a.

Увеличение значения параметра N2 уменьшает числовые значения максимально
возможной деформации и увеличивает длину волны. Чем больше значение параметра
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a ( ), тем меньше длина волны и абсолютные значения максимальной дефор-
мации.

Влияние параметра a на волны, распространяющиеся со скоростями , от-
личается. При увеличении значения параметра, увеличивается интервал допустимых
деформаций и длина нелинейной волны.

5. Заключение. В отсутствие диссипации в среде распространяются быстрая и мед-
ленная волны, причем исключается их одновременное распространение. Дисперсия
наблюдается вблизи двух частот дисперсионной кривой: частоты отсечки высокоча-
стотной ветви и частоты, ограничивающей частотный интервал низкочастотной вет-
ви. Во всем частотном диапазоне проявляется нормальная дисперсия.

Уменьшение значения параметра, характеризующего относительную плотность
среды Слепяна–Пальмова, приводит к увеличению скоростей (фазовой, групповой)
медленной волны, уменьшению скоростей быстрой волны и сокращению частотной
зоны непропускания.

Наличие диссипации приводит к слиянию ветвей дисперсионной кривой, что обес-
печивает непрерывный частотный диапазон распространения гармонических волн, а
также способствует появлению аномальной дисперсии и эффекта обратной волны.

При превышении некоторого порогового значения параметра, характеризующего
диссипацию в среде, аномальная дисперсия проявляется в высокочастотной области,
в области низких частот сохраняется нормальная дисперсия.

Для нелинейных стационарных волн периодического типа показано, что чем боль-
ше амплитуда, тем больше длина волны при фиксированных параметрах системы. Для
нелинейных стационарных волн равных амплитуд и скоростей установлено: при уве-
личении параметра нелинейности среды Слепяна–Пальмова, уменьшается значение
максимально допустимой деформации и увеличивается длина волны; при увеличении
значения параметра относительной плотности среды, область допустимой деформа-
ции сужается, длина волны уменьшается.

Работа выполнялась при поддержке Российского научного фонда (Грант № 21-19-
00813).
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