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В настоящей работе обсуждаются вопросы ковариантного дифференцирования двух-
точечных псевдотензорных полей произвольных рангов и весов. Приводятся необхо-
димые сведения из алгебры и анализа псевдотензоров. Вводится понятие двухточеч-
ного псевдотензорного поля, основанного на формуле его преобразования при замене
систем координат. Приводится формула преобразования двухточечного псевдотен-
зорного поля к двухточечному абсолютному тензорному полю. Вводятся определения
полных и неполных операторов частного и ковариантного дифференцирования двух-
точечных псевдотензоров. Получены формулы для ковариантных производных двух-
точечного псевдотензорного поля. Отмечаются важные примеры двухточечных псев-
дотензорных полей из нелинейной механики деформируемого твердого тела.
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Вводные замечания и предварительные сведения. Двухточечные тензоры играют ис-
ключительно важную роль в нелинейной механике континуума [1–4]. К таким тензо-
рам относятся градиент деформации,1 тензор конечного поворота, тензор силовых на-
пряжений Пиола–Кирхгофа и т.д. Некоторые из таких полей имеют псевдотензорную
природу.2 Без последовательного использования псевдотензорного формализма двух-
точечных полей невозможно корректное построение моделей гемитропных микропо-
лярных упругих континуумов [6–8]. Поиск сведений о правилах ковариантного диф-
ференцирования двухточечных псевдотензорных полей представляет довольно слож-
ную задачу. Цель настоящего исследования восполнить этот пробел.

В настоящей работе вначале приводятся минимально необходимые сведения из ал-
гебры и анализа псевдотензоров. Вводится понятие двухточечного псевдотензорного
поля, основанного на формуле его преобразования при замене систем координат.
Приводятся определения полных и неполных операторов частного и ковариантного
дифференцирования двухточечных псевдотензоров. Получены формулы для ковари-
антных производных двухточечного псевдотензорного поля. Более глубокое и полное

1 Транспонированный градиент деформации называется дисторсией.2 Как можно увидеть при прочтении монографии [5, p. 142] даже тензор силовых напряжений Коши с само-
го начала можно считать аффинорной плотностью веса +1, которую по стандартному алгоритму всегда
можно свести к абсолютному тензору.
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изложение подходов псевдотензорного формализма можно найти в книгах по тензор-
ному анализу и механике сплошных сред [1, 5, 9–12]. Основы алгебры и анализа абсо-
лютных двухточечных тензорных полей (two-point (double) tensor fields) можно найти в
дополнении к работе [1], написанном Эриксеном. В работах [6–8, 13, 14] рассматрива-
лись правила ковариантного дифференцирования одноточечных псевдотензорных по-
лей, используемых к механике микрополярных континуумов и механике растущих тел.

Содержание статьи можно охарактеризовать следующим образом. В первом разделе
работы приводятся основные сведения о псевдотензорах. Вводится понятие фунда-
ментального ориентирующего псевдоскаляра. Даются определения обобщенной дель-
ты Кронекера и символов перестановок. Приводится формула преобразования псев-
дотензора произвольного веса и ранга к абсолютному тензору того же самого ранга.

Второй раздел статьи посвящен понятию двухточечного псевдотензорного поля.
Дается формальное определение двухточечного псевдотензорного поля, основанное
на формуле его преобразования при замене обоих систем координат. Приводится
формула преобразования двухточечного псевдотензорного поля к двухточечному аб-
солютному тензорному полю.

В третьем разделе статьи обсуждаются вопросы частного и ковариантного диффе-
ренцирований двухточечных псевдотензорных полей. Вводятся определения полных
и неполных операторов Гамильтона, операторов частного и ковариантного дифферен-
цирований двухточечных псевдотензоров. Обсуждаются формулы, связывающие пол-
ные и неполные ковариантные производные двухточечного псевдотензорного поля.

1. Необходимые сведения из алгебры и анализа псевдотензоров в евклидовом простран-
стве. Рассмотрим N-мерное евклидово пространство. Его единственной ориентацион-
ной характеристикой является фундаментальный ориентирующий псевдоскаляр e [6–8],
который в N-мерном пространстве можно определить как косое произведение [15,
c. 63–65] абсолютных векторов ковариантного базиса

(1.1)

Ясно, что  для правоориентированной системы координат, а  – для ле-
воориентированной, т.е.  является единственным признаком, ориентирующим
евклидово пространство.

Несложно показать, что в евклидовом пространстве справедливо соотношение

(1.2)
где g – детерминант, составленный из компонент метрического тензора.

Одним из фундаментальных объектов многомерной геометрии является абсолют-

ный тензор , называемый обобщенной дельтой Кронекера.  можно
определить в N-мерном пространстве для  согласно правилу

(1.3)

С помощью тензора  можно легко вычислить символы перестановок:
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1. относительный ковариантный N-вектор  веса –1

(1.4)

2. относительный контравариантный N-вектор  веса +1

(1.5)

В трехмерном пространстве справедливо

(1.6)

Псевдотензоры произвольного веса легко преобразовывать в абсолютные тензоры
при помощи фундаментального ориентирующиего псевдоскаляра e (см. [6–8]. Для
произвольного псевдотензора целого веса w и ранга n имеем

(1.7)

Здесь и далее в квадратных скобках сверху корневого символа будем указывать вес
псевдотензорного поля, а в круглых скобках снизу – ранг.

Отметим, что равенство (1.7) позволяет обобщить алгебраическую теорему Гамиль-
тона–Кэли, что было продемонстрировано в [14].

Заметим также, что (1.7) отнюдь не единственная схема приведения псевдотензора
к абсолютному тензору см. например [9, c. 174].

2. Определение двухточечных псевдотензорных полей. Введем в евклидовом про-

странстве две системы координат  и xs. Обе системы координат считаются равно-
правными, однако, в дальнейшем, следуя терминологии нелинейной механики кон-

тинуума, будем называть одну из них  отсчетной (лагранжевой), а вторую xs – про-
странственной (эйлеровой). Греческие и латинские индексы будут ассоциироваться с

отсчетными  и пространственными xs координатами.3 Обозначим через  и  век-

торы ковариантных базисов, а через  и e – фундаментальные ориентирующие псев-
доскаляры. Будем считать заданными метрические тензоры  и  со-

ответственно введенным системам координат.
Двухточечный псевдотензор с корневым символом T рангов  и n с весами  и 

будет зависеть от пары переменных  и xs и его компоненты будут содержать как ла-
тинские, так и греческие индексы (см. рис. 1):

Для одноточечного псевдтензорного поля используется упрощенная запись

(2.1)

При переходе к другим системам координат  и 
компоненты двухточечного псевдотензора преобразуются согласно правилу

3 Для обозначения индексов отсчетных координат в ранних работах школы рациональной механики [1] ис-
пользовались прописные латинские буквы K, L, M вместо греческих. Впоследствии Трусделл [2] перешел
к использованию букв греческого алфавита.
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Рис. 1. Визуализация двухточечного псевдотензора.
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(2.2)

где

а веса  и w – целые числа.
Двухточечные псевдотензоры преобразуются в абсолютные при помощи фундамен-

тальных ориентирующих псевдоскаляров  и e согласно правилу

(2.3)

3. Дифференцирование двухточечных псевдотензорных полей. Введем следующие
обозначения для частных (неполных) производных по явному вхождению перемен-

ных  и xk:

С этого момента будем считать, что рассматриваемые системы координат связаны
между собой с помощью преобразования деформации

Прямое описание деформации континуума соответствует преобразованию

а обратное описание4 задается преобразованием

Равноправие способов описания деформации мы будем отражать с помощью обо-
значения

4 В современной механике континуума наряду с прямым описанием , используется обратное опи-

сание  (inversed motion description) [3]. Отметим, что обратное описание деформации было вве-
дено в механику Пиола (G. Piola).
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Полное (total) дифференцирование подразумевает вычисление производных не
только по явным (explicit) вхождениям переменных, но и по неявным, определяемым

преобразованием деформации. Полные производные по переменным  и xk обозна-
чим через

Отметим, что в теориях поля [16, 17] для сокращения записи уравнений поля для
полных производных используют обычные обозначения

В частности для дивергенции одноточечного псевдотензорного поля заданного веса
(например для тензора силовых напряжений Коши ( ) [5, p. 142)] справедливо
равенство:

Полные и неполные производные связаны соотношениями

(3.1)

(3.2)

Неполные операторы Гамильтона определяются согласно

(3.3)

(3.4)

Определим неполные отсчетный и пространственный градиенты двухточечного псев-
дотензорного поля произвольных рангов и весов  с помощью соотношений [13]:

(3.5)

(3.6)

Преобразуем формулы (3.5) и (3.6) с учетом хорошо известных зависимостей
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(3.9)

На основании (3.9) заключаем, что неполная ковариантная производная по коор-
динатам xp определяется согласно

(3.10)

Аналогично, вычисляется неполная ковариантная производная по координатам Xσ

(3.11)

Полные операторы Гамильтона определяются соотношениями
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(3.12)

Заметим, например, что для дивергенции одноточечного псевдотензорного поля
(например, псевдотензора веса +1 силовых напряжений Коши) справедливы равенства

играющие особенно важную роль в теориях поля [16, 17].
Полные отсчетный и пространственный градиенты двухточечного псевдотензорно-

го поля произвольных рангов  и весов  определяются с помощью соотноше-
ний [13]:

(3.13)

(3.14)

В случае двухвалетного псевдотензора  можно получить:

(3.15)

Отметим, что дивергентные слагаемые  возникают в записи уравнений ба-

ланса импульса в отсчетной конфигурации, где  – первый тензор силовых напря-
жений Пиола–Кирхгофа.

Подставив выражение (3.1) в формулу (3.13) и найдем

(3.16)
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Вычисляя (3.13) и (3.14) c учетом (3.1) и (3.2) получим выражения для полных кова-
риантных производных двухточечного псевдотензорного поля:5

(3.17)

(3.18)

Отметим, что выражения (3.17) и (3.18), можно записать в компактной форме, при-
нимая во внимание (3.10) и (3.11):

(3.19)

(3.20)

Заключение и выводы. В настоящей работе обсуждаются вопросы ковариантного
дифференцирования двухточечных псевдотензоров произвольных рангов и весов.

1. Приводятся необходимые сведения из алгебры и анализа псевдотензоров в ори-
ентированном евклидовом пространстве.

2. Вводится понятие двухточечного псевдотензорного поля, основанного на форму-
ле его преобразования при замене обеих систем координат.

3. Приводится формула преобразования двухточечного псевдотензорного поля к
двухточечному абсолютному тензорному полю.

4. Вводятся определения полных и неполных операторов частного и ковариантного
дифференцирований двухточечных псевдотензоров.

5 Опустим детали вычислений, поскольку они имеют очевидный характер.
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Таблица 1. Операции частного и ковариантного дифференцирований двухточечных псевдотен-
зоров

отсчетные координаты Xα пространственные
координаты xk

базисные векторы

частное (неполное) дифферен-
цирование по явному вхожде-
нию переменной
полное дифференцирование

неполный оператор Гамильтона

полный оператор Гамильтона

цепное правило (chain rule)

цепное правило (chain rule)

полное дифференцирование

полное ковариантное диффе-
ренцирование

α
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α∂expl ∂expl
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α∂total ∂total
s

α

α∂expl expl' = ' ι∇ ∂expl expl=
s

sι∇

α

α∂total total' = ' ι∇ ∂total total=
s

sι∇

α α∂ ∂ ∂total total= ( )s
sx α

α∂ ∂ ∂total total= ( )s s X

α α∇ ∂ ∇total total' = ( )s
sx α

α∇ ∂ ∇total total= ( ) 's s X

α α α∂ ∂ + ∂ ∂total expl expl= ( )s
sx α

α∂ ∂ + ∂ ∂total expl expl= ( )s s s X

α α α∇ ∇ + ∂ ∇total expl expl' = ' ( )s
sx α

α∇ ∇ + ∂ ∇total expl expl= ( ) 's s s X
5. Обсуждаются формулы, связывающие полные и неполные ковариантные произ-
водные двухточечного псевдотензорного поля (см. таблицу).
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