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мости от тензора скоростей деформаций и приложенного внешнего давления. Де-
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ции построены диаграммы линий уровня напряжений для начала пластического тече-
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1. Введение. Как хорошо известно, описание деформационного поведения метал-
лов с гексагональной плотноупакованной кристаллической решеткой (ГПУ) пред-
ставляет серьезные трудности из-за большого количества действующих деформацион-
ных мод [1, 2].

Для описания механических свойств материалов, в настоящее время используются
различные физические теории пластичности, в том числе новые к ним подходы [3].
Зачастую физические модели приводят к сложным компьютерным расчетам (кроме
простейшей модели Закса) на основе трудоемких экспериментов. Кроме того, они
приводят к негладкой поверхности текучести, что создает значительные математиче-
ские трудности. Модели, опирающиеся на закон Шмида, не всегда выполняются для
ГПУ кристаллов, ввиду того, что для них двойникование – действующий и подавляю-
щий механизм пластической деформации при комнатной температуре [2]. Проблемы,
возникающие при использовании модели идеально-жесткопластических сред также
известны, и в последнее время подобные определяющие соотношения редко исполь-
зуются исследователями. Основным их недостатком является наличие несжимаемо-
сти, из-за чего определение напряженного состояния только по изменению деформи-
рованного состояния оказывается невозможным.

Данная статья является продолжением работ [4, 5]. В работе [5] представлена фено-
менологическая модель для описания механических свойств ГПУ металлов, а именно
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нахождение простого критерия текучести монокристалла производной ориентировки.
Предлагаемый критерий текучести является обобщением известного критерия Мизе-
са. Для различных схем деформирования монокристаллического магния при комнат-
ной температуре определены коэффициенты этой модели, согласно эксперименталь-
ным данным для пределов текучести монокристаллов различных ориентировок. Для
перехода к модели поликристаллического тела требуется подходящая процедура
усреднения, чему и посвящена данная работа. Известно, что простейшими способами
усреднения, оценивающими значения для верхней и нижней границ эффективных
свойств композитов – являются усреднения по Рейсу и Фойгту [6]. Применительно к
нашему случаю, первый способ означает предположение, что все зерна испытывают
одинаковые напряжения, а второй – одни и те же деформации. При пластической де-
формации усреднение по Рейсу невозможно, так как в рамках жесткопластической
модели без упрочнения одни и тех же напряжения при одной ориентировке зерна не
вызовут никаких деформаций, при других – окажутся абсолютно недостижимыми.
Усреднение по Фойгту применительно к жесткопластической модели использовали
Тейлор, а также Бишоп и Хилл [7]. Его использование требует решения задачи о на-
хождении тензора напряжений по известному тензору скоростей деформации и при-
ложенному гидростатическому давлению, что и является целью настоящей работы.

2. Постановка задачи и ее решение. Пусть в лабораторной системе координат задан
тензор скоростей деформации . (Следуя нашей предыдущей работе [5], большими
буквами обозначаем величины в лабораторной системе координат, маленькими – в
кристаллографической системе координат. В последнем случае оси 1 и 2 лежат в ба-
зисной плоскости гексагональной ячейки, а ось 3 – ей перпендикулярна). Критерий
текучести, предложенный нами в работах [4, 5], имеет вид полинома

(2.1)

где инварианты тензора напряжений относительно группы симметрии ГПУ–решетки

(2.2)

Выбор полиномального вида функции текучести позволяет избежать нарушения ана-
литичности функции в некоторых точках.

Согласно ассоциированному закону, связь между компонентами тензоров напря-
жений Pij и скоростей деформаций Eij имеет вид [8]

(2.3)

Так как критерий (2.1)–(2.2) обладает цилиндрической симметрией, то для задания
ориентировки зерна достаточно знать единичный вектор нормали к базисной плоско-
сти . Так как мы используем прямоугольную систему координат, то верхние и ниж-
ние индексы не различаем, так что наличие двух повторяющихся латинских индексов
означает суммирование по ним.

Выразим инварианты (2.2) через компоненты тензора напряжений и вектора нор-
мали  к базисной плоскости. Инвариант I1 равен разности квадратов модуля вектора
напряжений, действующего на базисную плоскость и нормальной компоненты этого
напряжения

(2.4)

Второй инвариант имеет вид
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Инвариант I3 равен максимальной разности растягивающих напряжений, действую-
щих в базисной плоскости (0001). Эти напряжения могут быть найдены, как экстрему-
мы функции , где  – единичный вектор, перпендикулярный n, что можно запи-
сать в виде ограничений , . Задача поиска таких экстремумов, как
известно, методом множителей Лагранжа сводится к задаче о поиске экстремума (без
ограничений), для функции

(2.6)

которые достигаются на векторах , удовлетворяющих уравнениям

(2.7)

Для решения системы уравнений (2.7) введем оператор проектирования  на базис-
ную плоскость по формуле

(2.8)

Подействовав оператором  на уравнение (2.7), получим

(2.9)

Так как по определению , , это позволяет записать уравнение (2.9) в
виде задачи на собственные значения и векторы для оператора проектирования

(2.10)

где . Заметим, что оператор A – симметрический, как произведение симметри-
ческих операторов. Так как , то оператор A вырожден и среди его собствен-
ных значений имеется нулевое. Следовательно, характеристический полином опера-
тора A имеет вид [9]

(2.11)
где

(2.12)

(2.13)

где  – матрица оператора A,  – шпур матрицы. Тогда, используя опре-
деление третьего инварианта, выражения (2.12)–(2.13) и определение оператора A по-
лучим

(2.14)
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текучести  (2.1) через компоненты тензора напряжений в лабораторной системе
координат при произвольной ориентировке кристалла
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бораторной системе координат. Дифференцирование необходимо проводить с учетом
симметрии тензора Pij. Следуя [9], находим

(2.16)

где

(2.17)

Подставляя выражение (2.17) в (2.16), получаем

(2.18)

Аналогично находим
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и
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Кроме того, заметим, что

(2.21)
Используя ассоциированный закон (2.3), дифференцируя функцию текучести (2.15), с
использованием выражений (2.18)–(2.20) получаем связь тензора напряжений и тен-
зора деформаций

(2.22)
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(2.26)

Заменив в (2.26) i на j и j на i, сложим с (2.26)
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, получим выражение

(2.28)

где

(2.29)

Для нахождения  сначала выразим инварианты  –  через компоненты тензора
скоростей деформации . Первые два инварианта находятся по формулам (2.4), (2.5)

(2.30)

(2.31)

Для нахождения инварианта  заметим, что

(2.32)

Используя соотношения

(2.33)

(2.34)

находим

( )   = − + + + −
      Λ�

1 1 1
3α 3αik k i ij j rs r s i
kP n p n E n E n n n

( )+  + = − + + −
  Λ Λ� �

2 12 1
3α 3α

ir r i rj r j
ik k j jk k i i j rs r s i j

E n n E n n kP n n P n n p n n E n n n n

ijP

+  = + − + + Λ Λ  � �

11 δ
4β 4β

ij ir r j rj r i
ij i j ij

E E n n E n n
P An n B

   = − + + − = − + + −   Λ Λ   � �

1 1 1 12 ,
2α 8β 2α 6α 8β 6α

rs r s rs r sE n n E n nk kA B p

Λ� 1I 3I

ijE

( ) ( ) ( )

( )

  = − = + + + − −  
  Λ

  − + − − − = +   Λ Λ  Λ

�

� �

�

2
2 2

1 2 2

2
2

2

1 1 1
3α 9α

2 1 [ ]
3α 3α 3α 3α

ij j ik k ij i j ri r si s rs r s

rs r s
rs r s ri r si s rs r s

kI P n P n P n n p E n E n E n n

E n nk kp E n n p E n E n E n n

( )= − = −
Λ�2

1 3
2 2α 2α

rs r s
ij j i ii

E n n kI P n n P

3I

( )− − = + − − + − Λ Λ Λ � � �

11 δ
4β 4β 4β

il ir r l kr r l i k kl i k
il i k kl il i l

E E n n E n n n n E n nP n n P B n n

( ) ( )
( ) ( )

− − =
= − − =δ 0

ir r l kr k r l i ls s i st s t i l

ir r l kr k r l i il i l

E n n E n n n n E n n E n n n n
E n n E n n n n n n

( ) ( )− − = − − + =δ δ δ δ δ δ 2il i l il i l il il i l il il i l i l i ln n n n n n n n n n n n

( ) ( )

( )

− − =
− = + − − + δ − + Λ Λ βΛ Λ Λ

− −   + − + − ×   β Λ βΛ β Λ   

−×

� � �

� �

� � �

2 2 2 2

2

11
4β 4β 416β 16β

1 11 1
4 4 4

il i k kl li l s si

il li il lt t i st t s i l il is s l il
il i l

ir r l kr r l i k li ir r l kr r l i k

lr r i sr

P n n P P n n P
E E E E n n E n n n n E E n n E B n n

E n n E n n n n E E n n E n n n n

E n n E − − − + Λ β Λ βΛ � � �

11
4 4

r s i l lr r l kr r l i k is s ln n n n E n n E n n n n E n n



60 КЕСАРЕВ, ВЛАСОВА
(2.35)

Используя (2.25), получаем

(2.36)

а используя (2.29) –

(2.37)

(2.38)

(2.39)

Подставляя (2.35)–(2.39) в выражение для 3-го инварианта (2.14), находим его выра-
жение через компоненты тензора скоростей деформации.

(2.40)
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координат, с учетом условия несжимаемости, тензор скоростей будет иметь вид
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(2.44)

а выражение (2.41) – вид

(2.45)

Используя (2.28), находим компоненты тензора напряжений

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

3. Случай плоской деформации. Рассмотрим теперь в главных осях случай плоской
деформации

(3.1)
Этот случай представляет большой практический интерес, поскольку в некоторых
экспериментальных работах [1, 2], по изучению механических свойств монокристал-
лов магния, исследуется именно плоская деформация. Уравнение (2.45) с учетом (3.1)
принимает вид

(3.2)

а уравнения для компонент тензора напряжений (2.46)–(2.50) вид –

(3.3)

(3.4)

Ориентировка кристалла задается углами Эйлера способом, используемым в кри-
сталлографии [11]. Кристалл, кристаллографические оси которого первоначально
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совпадают с осями лабораторной системы координат X, Y, Z, (ось Z совпадает с кри-
сталлографической осью c) последовательно поворачивается на угол  вокруг оси Z,
затем на угол  вокруг оси X' (которое принимает ось X после первого поворота), за-
тем вокруг оси Z'' (новое положение оси Z после двух предыдущих поворотов) на угол

. Поскольку критерий (1) обладает цилиндрической симметрией вращения вокруг
кристаллографической оси , то последнее вращение на угол  и сам этот угол можно
не рассматривать, и задавать ориентировку кристалла парой углов . Единич-
ный, нормальный к базисной плоскости) вектор n имеет вид

(3.5)

Особый интерес представляет случай, когда недиагональные компоненты равны
нулю и таким образом, главные компоненты тензоров напряжений и деформаций
совпадают. Согласно формулам (3.3), (3.5) таким случаям соответствуют значения уг-
лов . Кроме того, из уравнения (3.3) легко увидеть, что недиагональные
члены обращаются в ноль, когда

(3.6)

Тогда из уравнения (3.4), (3.8) следует

, (3.7)

и

(3.8)

Тогда из уравнений (3.3), (3.4) находим уравнение для определения 

(3.9)

где

(3.10)

соответственно, а из второго условия (3.6) следует

(3.11)

причем . Разрешая уравнение (3.11) относительно , находим

(3.12)

Для дальнейшего анализа рассмотрим линии уровня для каждой из компонент, ис-
пользуя значения коэффициентов модели, полученных в нашей предыдущей работе

[5]  МПа2, , ,  МПа. Поскольку
для определения диагональных компонент тензора деформаций необходимо знание
приложенного гидростатического давления, ограничимся построением графиков для
компонент девиаторов напряжений, которые совпадают с соответствующими компо-
нентами тензора напряжений в случае недиагональных компонент. Диагональные
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Рис. 1. Линии уровней диагональных компонент (a)  (b)  (c) .  измеряются в градусах.
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,xxS ,yyS zzS Φ,φ
компоненты отличаются от компонент девиаторов на величину гидростатического
давления.

(3.13)

Линии уровней диагональных компонент  представлены на рис 1, a–c соот-
ветственно, и линии уровней недиагональных компонент  на рис 2, a–c со-
ответственно.

Зависимости компонент от углов  и  являются достаточно сложными, имеют
большое количество локальных максимумов и минимумов и нулевые изолинии доста-
точно сложного вида, особенно  и , за исключением компоненты , которая
всегда отрицательна. Компонента  достигает максимальных значений при углах

 и , а также  и . Эти ориентировки для свободного
зерна являются наиболее легкими для пластической деформации, но здесь направление
легкого скольжения заблокировано приложенной ограничивающей силой, обеспечиваю-
щей плоскую геометрию деформации. Наибольшее по абсолютной величине значение
компоненты  возникает при  и соответствуют сжатию в направлении нор-

= − δ = + δ1
3ij ij ij kk ij ijS P P P p
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Рис. 2. Линии уровней недиагональных компонент (a)  (b)  (c) .  измеряются в градусах.
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мали к базисной плоскости. Из внешнего вида кривых изолиний недиагональных компо-
нент (рис. 2) и согласно формулам (3.3) и (3.5), видно, что недиагональные компоненты
обращаются в нуль при углах , а также при четырех ориентировках, соответ-
ствующих всем возможным комбинациям углов ; .

4. Случай одноосной деформации. Рассмотрим теперь случай одноосной деформа-
ции, определяемый условием

(4.1)

Фактически имеем два случая. Случай E > 0 (сжатие вдоль оси z и растяжение вдоль
осей x, y) и E < 0 (сжатие вдоль осей x и y, растяжение вдоль оси z). Аналогичные два
случая можно рассмотреть и для плоской деформации, при этом второй случай полу-
чается из первого заменой координатных осей.

Для одноосной деформации, формулы (2.46)–(2.50) для компонент тензора напря-
жений, соответствующих пределу текучести, с учетом (3.5) принимают вид

(4.2)

(4.3)

где  – это гидростатическое давление,
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= ° = °1 1φ 90 , φ 270 Φ ≈ ° Φ ≈ °46 , 134
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(4.4)

 – это составляющая девиатора диагональных компонент тензора напряжений, не
зависящая от угла ;

(4.5)

 – значение , соответствующее углу , при котором эта абсолютная ве-
личина этой компоненты достигает максимального по  значения;

(4.6)

 – значение компоненты , соответствующее углу ,

(4.7)

 – девиатор компоненты  тензора напряжений;

(4.8)

(4.9)

(4.10)

где  находится из формулы (3.5). Данный случай затруднительно реализовать прак-
тически при произвольной ориентировке монокристалла, но он, по-видимому, играет
важную роль при одноосевой деформации поликристаллического образца со случай-
ной ориентировкой кристаллитов. Из формул (4.4)–(4.10) видно, что коэффициенты

, , , как и компонента девиатора тензора напряжений , зависят только от
угла  между направлением приложения внешней силы и нормалью к плоскости ба-
зиса (0001). Эти зависимости для сжатия (рис. 3,а) и растяжения (рис. 3,b).

5. Осреднение. Осреднение в физических теориях пластичности применяется в при-
ближении Фойгта. В механической теории пластичности этот метод впервые приме-
нен Тейлором и развит Бишопом и Хиллом [7]. Данный подход предполагает, что все
зерна деформируются одинаково, т.е. макроскопический тензор скоростей деформа-
ции  задан и совпадает с микроскопическим. Тогда с использованием критерия те-
кучести (в подходе Тейлора – это закон Шмида с явным учетом работающих систем
скольжения) вычисляется тензор напряжений для каждого зерна и проводится осред-
нение. В данной работе в качестве критерия текучести используется феноменологиче-
ский критерий [4]. При этом кроме тензора скоростей деформации должно быть из-
вестно гидростатическое давление, которое задается независимо и связано с внешни-
ми условиями. Исходя только из компонент тензора  можно определить только
девиатор тензора напряжений.

Зная тензор напряжений для каждой ориентировки , умножим его на
функцию распределения ориентировок [7], где  – плотность распределения
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Рис. 3. (а) Зависимость , , ,  угла Ф в случае сжатия, (b) Зависимость , , , 

угла Ф в случае растяжения.  измеряется в градусах, S – в МПа.
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зерен по различным ориентировкам, затем проинтегрируем по всем возможным ори-
ентировкам и окончательно получим

(5.1)

Здесь  – единичная сфера с центром в начале координат. Одним из очевидных пре-
имуществ такого подхода является возможность рассмотрения различной геометрии
деформации. Ограничимся здесь, как и ранее, случаем свободного растяжения и сжа-
тия при равномерном распределении зерен по ориентировкам, т.е.  и тек-
стура отсутствует. Образец – прямоугольный параллелепипед, ориентированный
вдоль оси Oz, квадратного поперечного сечения. С торцов приложены силы растяже-
ния или сжатия вдоль оси Oz, причем касательные составляющие предполагаем рав-
ными нулю. На боковых сторонах образца напряжения отсутствуют.

(5.2)

Из симметрии задачи следует, что деформация должна быть одноосной и в лаборатор-
ной системе координат имеет вид (4.1). Гидростатическое давление p находится из
условий на свободных поверхностях (5.2). Из определения девиатора тензора напря-
жений (4.3), и гидростатического давления имеем

(5.3)

Из условия (5.2) следует, что

(5.4)

Выражение для девиатора тензора напряжения получается из (4.2)–(4.10), если при-
нять p = 0. При отсутствии текстуры  и соответствующие критические
напряжения растяжения  и сжатия  с учетом (3.20) принимают вид

(5.5)
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(5.6)

Заметим, что случай (5.5) соответствует , а случай (5.6) – . Видно, что кри-
тические напряжения для сжатия и растяжения равны между собой. Полученные рас-
четные значения критических напряжений для сжатия и растяжения примерно в
1.5 раза превышают экспериментальные значения для литого поликристаллического
магния  [12].

6. Заключение. В рамках обобщенного на гексагональные кристаллы критерия теку-
чести Мизеса, решена задача определения напряжения при заданном тензоре скоро-
стей пластической деформации и известном значении приложенного внешнего давле-
ния.

Применен метод осреднения по Фойгту значений предела текучести по различным
ориентировкам гексагональных монокристаллитов, с целью получения оценочных
значений пределов текучести для поликристаллических образцов при одноосной де-
формации, в рамках предложенной модели. Данный подход дает правильный порядок
условного предела текучести и, таким образом, значительно точнее описывает свой-
ства поликристаллического гексагонального материала, в частности магния, чем
классический подход Закса. Тем не менее, вычисленный предел текучести остается
сильно завышенным.

Подробно исследован случай плоской деформации, найдены условия, когда глав-
ные оси тензора напряжений и деформаций совпадают.

Построены диаграммы линий уровня напряжений для начала пластического тече-
ния, рассчитаны компоненты девиатора тензора напряжений.

Работа выполнена в рамках государственного задания по теме “Давление” Г.р.
№ 122021000032-5.
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